Tema 11: Intervalos de confianza.
Presentacion y Objetivos.

En este tema se trata la estimacion de parametros por intervalos de confianza. Consiste en
aproximar el valor de un parametro desconocido por un intervalo en la recta real calculado a

partir de la muestra aleatoria simple obtenida de la poblacion.
Los objetivos de este tema son:

1. Comprender la finalidad de la estimaciéon por intervalos como complemento a la
estimacion puntual.

2. Entender la relacion que existe entre la expresién de un intervalo de confianza y la
variable pivote de la que procede.
Interpretar correctamente el concepto de confianza.

4. Obtener intervalos de confianza cuando la distribucién de la(s) poblacién(es) sea
Normal.

5. Obtener intervalos de confianza para proporciones.
Esquema Inicial.

1. Intervalos de confianza. Método de la variable pivote.
2. Intervalos de confianza en poblaciones normales.

3. Intervalos de confianza para proporciones.
Desarrollo del Tema.
1. Intervalos de confianza. Método de la variable pivote.

En la estimacion por intervalos de confianza, en lugar de dar un valor concreto aproximado para
el pardmetro, se da una region o intervalo de la recta real en la que éste puede encontrarse con
cierto grado de confianza. Se introduce el método con un ejemplo para posteriormente

desarrollarlo tedricamente.
1.1. Ejemplo de motivacion.

Sea X variable aleatoria con distribucion N (u, 1). Se toma una muestra aleatoria simple

X1, ..., X, de X. Se sabe que el estimador puntual de p es la media muestral, 7t = X, y, ademas,
X~N(u, \/%). Se trata de encontrar dos estadisticos T;(Xy, ..., Xn) Y To(Xq, ..., X;,) de forma

que, por ejemplo:

P(Ty(Xy, ., Xp) < pt < To(Xy, .., X)) = 0,95.



En este caso concreto se sabe que:

X—u
1

Vn

7 =

~N'(0,1)

y, buscando en la tabla correspondiente, el intervalo que para la distribucién N°(0,1) encierra
una probabilidad de 0,95 es (1,96;1,96):

P(—1,96 < Z < 1,96) = 0,95.

Sustituyendo Z se tiene:

I“ < 1,96 | = 0,95,

Vn

Pl —-196 <

y despejando [ para que quede en el centro de la desigualdad se obtiene:

_ 1 _ 1
P(X—1,96—<u<X+1,96—
n

N \/ﬁ) = 0,95,

con lo que:

_ 1
S1(Xy, ., X)) =X —1,96—
1( 1 Tl) \/ﬁ

_ 1
SZ(XI' ""XTL) =X+ 1,96%

Si se observa la muestra de tamafio n = 10:

4,31; 5,33; 5,14; 5,68; 6,27; 4,9; 3,32; 4,11; 4,47; 5,71

se tiene que x = 4,924y x — 1,96% =43y x+196 = 5,54. Se dird que (4,3;5,54)

1
V1o Vo
es un intervalo al 95% de confianza para el pardmetro .
1.2. Interpretacion y metodologia.

Se quieren encontrar dos estadisticos T; (X1, ..., X) Y To (X3, ..., X3,) tales que:

P(Ty(Xy, ... Xp) <O <Tp(Xy, ... X)) =1—a, con a € (0,1)



y o pequefio. Si después de observar la muestra los valores de T; (X3, ..., X,) Y To (X1, .., Xp)
son, respectivamente, los nimeros a y b, se dird que (a, b) es un intervalo de confianza al

(1 — @)100% para el parametro 6.

La expresion anterior no significa que la probabilidad de que el parametro esté en el intervalo
(a,b) sea de 1 — a. El pardmetro es una constante y, como tal, estard o no en un intervalo
determinado. Antes de observar la muestra, se considera 1 — @ como la probabilidad de que 6
esté en el intervalo aleatorio (T(:),T,(+)). Después de observarla, 6 o estd o no esta en el
intervalo calculado, no tiene sentido hablar de probabilidad y lo que se dice es que existe una
confianza del (1 — @)100% de que 0 esté en (a, b), interpretdndose esta frase de la siguiente

forma:

Si se construyen muchos intervalos al (1 —a)100% de confianza, con muchas
muestras, el (1 — @)100% de los mismos contendrd el verdadero valor del pardmetro y

el resto no.

En la préactica solamente se dispondrd de una muestra con la que se podra construir un solo
intervalo. En este intervalo, no tiene sentido hablar de la probabilidad de que el pardmetro esté
contenido en él, ya que dicho parametro o esta (probabilidad 1) o no est4 (probabilidad 0). Por
ello, para expresar la incertidumbre que se tiene sobre si el intervalo calculado contiene o no el

valor del parametro desconocido, se utilizara el nivel de confianza.
1.3. Construccion.

Este método de construccion de intervalos que ya ha sido ilustrado con un ejemplo se llama
método de la variable pivote. Se trata de encontrar una variable aleatoria que sea funcién de la
muestra y del parametro desconocido, de la que se conozca su distribucion y, ademas, ésta no

dependa del parametro. En el ejemplo de la seccion 6.1. esta variable era:

1

Vn

N WORY)

siendo p el parametro desconocido que se quiere estimar. A esta variable se le llama variable

pivote ya que nos permite pivotar o pasar de una expresién del tipo:
P(... <Variable Pivote < ---)

a otra del tipo:



gue es lo que se necesita para construir el intervalo de confianza.

Los valores de a, que determinan el nivel de confianza (1 — a«)100%, se escogen pequefios,
tipicamente 0,05; 0,01; 0,025, etc.

2. Intervalos de confianza en poblaciones normales.

A continuacion se obtienen intervalos de confianza para los parametros gy o2 de una poblacion

normal bajo diversos supuestos.
2.1. Intervalos de confianza para la media de una poblacion normal con varianza conocida.
Es el caso del ejemplo de la seccién 6.1. En este caso se tiene:

Sea (Xi,...,X,) una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria X~N(u,o), con [

desconocida y o conocida. Se toma como variable pivote:

X—u
o

Vn

~N'(0,1)

En la variable pivote lo tnico desconocido es el parametro p. Por tanto y siendo z,, el punto

de la distribucion V' (0,1) que deja a la derecha un area de g:

X—u
P _Za/z S—Sza/z =1-a.

Vn

Pivotando en la expresidn anterior obtenemos el intervalo al (1 — a«)100% de confianza para p:

— g _ g
(X—Za/zﬁ,X‘FZa/zﬁ)

2.2. Intervalos de confianza para la media de una poblacién normal con varianza desconocida.

Como o es desconocida no se puede utilizar la variable pivote anterior. Se utiliza:

cuya distribucién es una T-Student con n-1 grados de libertad. En esa variable pivote lo Gnico

desconocido es p ya que s se calcula a partir de la muestra y en la distribucion t no hay ningdn



parametro desconocido ya que los grados de libertad es el tamafio muestral menos uno.

Pivotando se obtiene el intervalo:

— S — S
(X - tn—l,a/z \/_ﬁ’ X+ tn—l,a/z ﬁ)

Ejemplo 1: En una muestra aleatoria simple de n = 6 coches americanos se obtienen los

siguientes valores para la variable X = consumo, en Km por litro:
18,6; 18,4; 19,2; 20,8; 19,4; 20,5
Si X~ (u, a), construir un intervalo al 95% de confianza para el consumo medio p.

Con los seis datos se calcula:

6 6

in =116,9 inz = 2282,41

i=1 i=1
para obtener:

116,9 n o x? —n¥?  2282.41— (6)(19,483)°

= 19,483 2=
s n—1 5

x = = 0,961

y, por tanto, s = 0,98. Como el intervalo es al 95% de confianza, 1 —a =094 = a = 0,05y
se necesita el percentil t,_q 4/, = ts;0025 = 2,571. Sustituyendo el la formula del intervalo de

confianza, se obtiene:

(19 483 — 2,571 222 19,483 + 2,571 220 ) = (18,445;20,511)
) ’ \/g ) ’ ) \/g - ) ) )

Ese serfa el intervalo de confianza al 95% para el consumo medio.
2.3. Intervalos de confianza para la varianza de una poblacién normal.

Se supone ahora gue se tiene una muestra aleatoria simple (X, ..., X;,) de una variable aleatoria
X~N(u,0) de la que no se conoce . Se quiere construir un intervalo de confianza para la

varianza 2. Se utiliza como variable pivote:

(n—1s*
52 ~Xn-1
Por tanto,
5 (n—1)S? 5 _ 1
Xn—l,l—% = 52 =An-1Z )T a.



Pivotando, se obtiene el intervalo de confianza al (1 — @)100%:

<(n -1)§? (n— 1)Sz>

2 2
An-1,a/2 Xn-11-a/2

Ejemplo 2: Con la muestra aleatoria simple del consumo de los coches americanos del ejemplo
1, construir un intervalo de confianza al 90% para la varianza del consumo, suponiendo que la

variable X = consumo, en Km por litro sigue una distribucion normal.

Comos?2=0961y1—-a=090 =2a=01Yy % = 0,05, se necesitan los percentiles yZ., o5

Y xZ.0,05- Buscando en la tabla correspondiente, se tiene xZ95 = 1,145 y x2.05 = 11,07.

Sustituyendo en la formula del intervalo:

5-(0,961) 5-(0,961)
11,07 ' 1,145

> = (0,347;3,354),

siendo éste el intervalo al 90% de confianza para la varianza del consumo de los coches.
2.4. Intervalo de confianza para la diferencia de medias en poblaciones normales.

Se supone que se tienen dos poblaciones normales independientes X~N(uq,0,) €
Y~N (uy,0,). Se tiene una muestra aleatoria simple de cada una de ellas, de tamafios n, y n,

respectivamente:
(X, ...,an) m.a.s. de X~N(uq,0y)
(Yl, ...,Ynz) m.a.s. de Y~N(u,, 0,)

Se quiere construir un intervalo de confianza para el parametro diferencia de medias, es decir,

0 = u, — p,. Es ésta una forma de comparar las dos poblaciones en base a sus medias.

2.4.1. Caso 1: Suponiendo varianzas desconocidas pero iguales.

Si se supone que la varianza de las dos poblaciones normales X e Y es la misma, i.e. 62 = 0% =

a2, se define un estimador de esta varianza comun, s,%:

(ny — Dsf + (np — Dsg
n1 + nz - 2

-
Sp—

No es mas que una media ponderada de las cuasivarianzas de cada muestra s? y sZ. Con este

nuevo estimador, se utiliza la variable pivote:



X-Y)- (U — p2)
Ntn1+n2—2
’ 1 1
Sp |7+ —
ny n;

Se obtiene el intervalo de confianza al (1 — a)100% de confianza:

_ ’ 1 1 o ’ 1 1
(X - Y) - tn1+n2—2,a/25p n_l + n_z' (X - Y) + tn1+n2—2,a/23p n_l + n_z

Ejemplo 3: Se quieren comparar dos sistemas A y B de matriculacion on line en un curso a

distancia. Para ello, se toma una muestra aleatoria simple de la variable
X = tiempo de matriculacion con el sistema A y de la variable
Y = tiempo de matriculaciéon con el sistema B , que se suponen distribuidas normalmente y
con la misma varianza. Calcular un intervalo de confianza al 98% para la diferencia de tiempos

medios entre ambos sistemas de matriculacion.

Sistema A (en minutos) 15 20 13 21 16 | 20
Sistema B (en minutos) 23 20 15 19 22 | 17

Tabla 1: Datos para el ejemplo 12.

Se realizan los célculos de los estadisticos correspondientes que se resumen en la siguiente

tabla;
Sistema A Sistema B
Media x =175 y =19,33
Cuasivarianza s? =107 52 =9,06

Tabla 2: Estadisticos del ejemplo 12.
Se calcula s;:

. 5-(10,7) +5-(9,06)
5 = 6+6—2 =

9,88

conloques, =3,14.Como1—a =098 =>a=0,02y % = 0,01, se necesita el percentil

t10,0,01 = 2,764. Sustituyendo en la formula del intervalo se tiene:

f1 1 1 1
(175 -19,33) = (2764) - 314) - [=+7; (17.5-1933) = (2,764) - 314) - |=+2

Por tanto, el intervalo de confianza al 98% para la diferencia de tiempos medios es:



(—6,84;3,18)
2.4.2. Caso 2: Suponiendo varianzas desconocidas.

Si las varianzas de ambas poblaciones no pueden suponerse iguales, se utiliza el siguiente

intervalo aproximado:

SZ 2 2 2

i S5 -
—+—, (X - Y) + tn1+n2—2—A,a/2

X-Y)—t « —
( ) n1+n2—2—A,7 n, Ny ng n,

siendo A el entero mas proximo a:

_ [(n, — DA - (n, — DBJ?
"~ (n, — 1A% + (n, — 1)B2

2 2
con A=3Ly B=23=2Secomprueba que 0 < A< max (n; — 1,n, — 1).

nq ny

Ejemplo 4: Si se calcula el intervalo de confianza al 98% para los datos del ejemplo 3 sin
suponer varianzas iguales se tiene que A es el entero méas proximo a 0,068. Como A= 0, los

grados de libertad no se modifican y el intervalo queda:

10,7 9,06 10,7 9,06
(17,5 —-19,33) — (2,764) . + % (17,5 —-19,33) — (2,764) - 6 + e

es decir, (-6,8457; 3,1857), practicamente igual al del ejemplo anterior.

2.5. Intervalo de confianza para la razén de varianzas en poblaciones normales.

De nuevo, se supone que se tienen dos poblaciones normales independientes X~N (i, 07) €
Y~N (uy,0,). Se tiene una muestra aleatoria simple de cada una de ellas, de tamafios n, y n,

respectivamente:
(X1, ...,an) m.a.s. de X~N (uy,0y)
(v, ...,Ynz) m.a.s. de Y~N(uy, 03)

Se quiere construir un intervalo de confianza para el pardmetro razon de varianzas, es decir,

[

2
0 = —. Es ésta una forma de comparar las dos poblaciones en base a sus varianzas.
2

[

Se utiliza la variable pivote:



y se obtiene el intervalo al (1 — a)100% de confianza:

s? v s? v
— a — a |
522 n2—1,n1—1,1—E ’ 522 n2—1,n1—1,7

Ejemplo 5: Con los datos del ejemplo 3, construir un intervalo de confianza al 95% para la

razén de las varianzas del tiempo de matriculacion con ambos sistemas.
Como a = 0,05;% = 0,025 se necesitan los percentiles:

F _ 1 _ 1
y 5,5;0,975 — Fs 50,005 = 7146

F5,5;0,025 = 7,14‘6 = 0,139

El intervalo queda:

-(0,139),
9,06 (0,139) 9,06

10,7 10,7
( - (7,146) )

con lo que la razén de varianzas se encuentra en el intervalo (0,16; 8,43) con un 95% de

confianza.
3. Intervalos de confianza asintéticos. Intervalos de confianza para proporciones.
3.1. Intervalo de confianza para la media en Poblaciones No Normales.

Por el Teorema Central el Limite, se sabe que si X es una variable aleatoria de la que no se
conoce su distribucion, con EX) =u y VX) =02 <, y (X;,..,X,) €s una muestra

aleatoria de X, para n suficientemente grande:

(o5

Por tanto, para muestras suficientemente grandes, el intervalo de confianza para la media, al
(1 — a)100%, sera:

Este resultado se aplicard con n > 30.
Si la muestra no es lo suficientemente grande, puede usarse la desigualdad de Tchebychev.

3.1.1. Intervalo de confianza para una proporcion.



Si se quiere estimar la proporcién p de elementos de una poblacion que tienen un determinado
atributo, se obtiene una muestra aleatoria simple de una distribucion de Bernoulli con pardmetro

p, s decir:
Xy, ..., Xp) m.a.s.de X~Ber(p)

en la que cada X; es igual a 1 6 0 seglin tenga o no el atributo. En este caso, el estimador puntual

para esa proporcion desconocida es:

que se corresponde con la proporcién muestral de elementos con el atributo. Por el Teorema de

De Moivre, el intervalo de confianza al (1 — a)100% sera:

o, pa-p A=)
p a/2 n ’ p a/2 n

Ejemplo 6: Se observa que un nuevo dispositivo para acelerar el acceso a una red proporciona
73 conexiones con éxito en menos de 0,022 segundos de un total de 115 intentos de conexion.
Construir un intervalo de confianza al 90% para la proporcion p de conexiones sin error en ese

tiempo.

En este caso, la proporcion muestral de éxitos observados es p; = 17—135 = 0,635. El percentil de

la Normal es z, 45 = 1,645. El intervalo sera:

0,635(1 — 0,635)
115

0,635(1 — 0,635)
115

0,635 — 1,645\/ ,0,635 + 1,645\/

Por tanto, con un 90% de confianza se puede afirmar que la proporcion de conexiones con éxito
se encuentra en (0,561; 0,709).

3.2. Intervalo de confianza para la diferencia de medias en Poblaciones No Normales.

Si se tienen dos muestras de tamafio n; y n, respectivamente de sendas normales
independientes X e Y, con ny; yn, = 30, el intervalo al (1 — a)100% de confianza para la

diferencia de medias u; — u, es:

2 2 2 2
_ - sy S5 - sy S5
X=V) =24 [24+-2, X=V)4ze, [~+-2|
K==z [ L4 R=Dbzgp [L+:2
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3.2.2. Intervalo de confianza para la diferencia de proporciones.

En este caso se tienen dos muestras de tamafios n, y n, de dos poblaciones independientes de

Bernoulli, es decir,
(Xl, ...,an) m.a.s. de X~Ber(p;)
(Yl,...,Ynz) m.a.s. de Y~Ber(p,).

El intervalo de confianza al (1 — @)100% para la diferencia p; — p, sera:

A P11 | D242 A P1q1 | P24z
—Py) — ’ + , —Py) + /— +
(1 — D2) Za/2 n 1 (1 — D) + 24 /2 n 1,

donde p, = % y P, = % son las proporciones en cada muestra de elementos con el atributo
1 2

enestudioy g, =1—-p;,i =1,2.

Ejemplo 7: Se quiere comparar el sistema de acceso del ejemplo 6 con otro protocolo que
proporciona 72 accesos con éxito de un total de 100 intentos. Construir un intervalo de
confianza al 98% para la diferencia entre las proporciones de acceso con éxito mediante los dos

protocolos.

Las proporciones muestrales de éxitos observadas son:

3
D= TE= 0,635 para el protocolo |

72
Py = 100 = 0,72 para el protocolo 11

Como ny; yn, =30y zg9, = 2,33, el intervalo de confianza queda:

(—0,23; 0,062)
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