1 Problemas Tema 4: Polinomios

Problema 1. Determinar los siguientes 6rdenes:
(a) ordj32. (b) odrs2, (c) ordy4;2, (d)ord;72, (e)ordy;10, (f)odrys9
Problema 2. Sea b el inverso de ¢ médulo n, demostrar que el ord,(b) = ord,(a).
Problema 3. Demostrar que no existe ningin entero r tal que ord,r = @(n) para los
siguientes valores de n:
(@yn=12, (b)n=20, (c)n=16, (d)n=28.
Problema 4. Hallar el cociente y el resto de dividir en Z;;3[x] los siguientes pares de
polinomios:
@x°+3X°+6x +4x+6x+8x+10 y x° +3x7+5x+1
b)xX*+3x +x+3 y X+ 2x+ 1
©) 2 +6x " +3 X +3x7Hx+5y X' + 37 H3x + 6
(d)x° +6x*+3x°+3x +Hx + 5y 3x' + 32 H3x + 6
Problema 5. Encontrar el maximo comun divisor de los siguientes pares de
polinomios Q[x]
@ x'+3x+x+3 y ¥*+2x+1
G X +3x+6x +4x+6x+8x+10 y X +3x*+5x+1
() X*+3x3x+6 y X +6x"+3x°+3x"+H4x + 5
Problema 6. Encontrar el mdximo comun divisor de los siguientes pares de
polinomios Z;[x]
(@x" +3x+x+3 y ¥*+2x+1
b) x*+3x° +6x*+4x°+6x7+8x + 10 y X3+ 5x+ 1
(©) X +3x73x+6 y X +6x +3x+3x"+H4x+5
Resolver en cada caso las correspondientes identidades de Bézout.
Problema 7. Encontrar el maximo comun divisor de los siguientes pares de
polinomios Z;[x]
(@)X +6x +8x+6x°+x+10 y P8+ T+ T
b)) X +6x"+8x°+6x°+x+10y x*'+ X +6x*+2x+38
© X +6x"+7x°+6x° +4x*+3 x> +7x + 10 y 2%+ dx +2
(d) 3+ 72" +10x° +4x° + 5 +9 X +10x + 4 yxZ+2x + 1
Resolver en cada caso las correspondientes identidades de Bézout.
Problema 8. Resolver las congruencias:
(a) x* =31(mod75), (b) x*=46(mod231), (c) x*=46(mod21), (d) x’=1156(mod35°7°11°)
Problema 9. (Residuos cuadraticos) Un entero a se dice residuo cuadratico modulo n
si mcd(a, n) = 1 y la ecuacion
x> = a (mod n)
posee solucion. Por ejemplo, en Z;, los residuos cuadraticos son 1, 3,4, 5y 9.
Sea n = 4, pk, Zpk (p primo impar). Demostrar que a es residuo cuadratico si, y sélo si,

a%) = 1(mod n)
Problema 10. Demuestra que si a es resto cuadratico modulo un primo p, entonces las
soluciones de x* = a (mod p) son:

(@) x=%d"" (mod p), sip=4n+3
Problema 11. Demostrar que si p es primo y k es entero positivo, entonces las tnicas
soluciones de x* = x (mod pk) son todos los enteros tales que x =0 6 1 (mod pk)
Problema 12. Resolver cada una de las ecuaciones de congruencias:
(a)x* + 4x + 2 =0 (mod 7),(b) x* + 4x + 2 =0 (mod 49), (¢) x> + 4x + 2 =0 (mod 343),
Problema 13. Resolver cada una de las ecuaciones de congruencias:
(a)x* + 102x+2 = 0(mod 7), (b) x> + 102x+2 = 0(mod 49), (c) x* + 102x+2 = 0(mod 343),
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Problema 14. Resolver cada una de las ecuaciones de congruencias:
(a)x*+2x*+3x+2=0(mod 7), (b) x*+2x*+3x+2=0(mod 49), (c)x*+2x*+3x+2= (mod 343),
Problema 15. Resolver la ecuacion polindmica de congruencias:

(@) x>+ 6x-31=0(mod 72),  (b) x>+ 18x - 823 =0 (mod 1800),

(¢) 3x* + 6x-31=0 (mod 72),  (d) 3x* + 18x - 823 = 0 (mod 1800),
Problema 16. Resolver la ecuacion polindmica de congruencias:

13x” -42x - 649 = 0 (mod 1800),
Problema 17. Resolver la ecuacion polindmica de congruencias:

(a) x* —x*+ 1001 =0 (mod 539), (b) x*—x*+462 =0 (mod 539),
Problema 18. Encontrar todas las raices de x* + x° + 3x% + 2x +2 = 0 (mod 7),

Problema 19. En el cuerpo Z, todas las raices de los polinomios que se indican:
(@) ¥* +2, (b)x*+10, (c)x° +x>+2x+2

En todos los casos factorizar los polinomios como producto de polinomios irreducibles.

Problema 20. Demostrar que si p es un numero primo verificando p = 1(mod 4),

entonces existe un entero x tal que x* = -1 (mod p)

Problema 21. Sea p un numero primo. Demostrar que cada coeficiente del polinomio

Ax)=(x = D)(x=2)....(x - p+1) —x*" +1 es divisible por p.

Problema 22. Considerar la congruencia caudrética ax® + bx + ¢ = 0(mod p), donde p es

primo y a, b, y ¢ son enteros con p no divisor de a.

(a) Sea p =2. Determinar que congruencias cuadraticas tienen solucion.

(b) Sea p primo impar y sea d = b* — 4ac. Demostrar que la congruencia
ax*+bx+c=0(modp), es equivalente a la congruencia y* = d (mod p), donde y=2ax+b.
Concluir que si d = 0 (mod p), entonces existe exactamente una solucion x mddulo
p; si d es residuo cuadratico de p, entonces existen dos soluciones incongruentes
modulo p; y si d no es resto cuadratico de p, entonces no hay soluciones.

Problema 23. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) x* +13x +17=0 (mod 23), (b)x* +5x +1 =0 (mod 23), (c¢) x*+13x +2=0 (mod 23),

Problema 24. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a)x* +13x +17=0 (mod 529), (b)x* +5x +1 =0 (mod 529), (c) x*+13x +2=0 (mod 529),



