1 Problemas tema 3: Cuerpos finitos

Problema 1. Calcular el resto de dividir :
a por 7, por 23, (c por 7, por
1986%°! por 7, (b) 1654'* por 23 29377 nor 7, (d) 6*°® por 11
(e) (1843)]38648568243871569 pOI' 11

Problema 2. Hallar las dos Gltimas cifras de 7°***.
Problema 3. Demuestra que 1241es un divisor de 8% — 1

Problema 4. Sea p un niimero primo impar, Demuestra que s6lo son inversos de si
mismosenZ,1yp— 1.

Problema 5. Encontrar el menor resto no negativo de 1! + 2! + 3!+... + 10! moddulo
cada uno de los siguientes enteros a)3, b)ll, ¢)4, d)23

Problema 6. Encontrar el menor resto no negativo de 1! + 2! + 3!+... + 100! modulo
cada uno de los siguientes enteros a)2, b)7, c¢)12, d)25

Problema 7. Encontrar el menor resto no negativo de:
6! Modulo 7, (b) 10! Mdédulo 11, (c) 12! Modulo 13, (d) 16! Modulo 17.

Problema 8. Demuestra que:
(a) 437 es divisor de 18! +1, (b) 11 es divisor de 10! +1

Problema 9. Encontrar los restos de la division euclidea en los siguientes casos:
(a) 16! dividido por 19, (b) 525! dividido por 31, (¢) 8*9*10*11*12 por 7
(d) 8%9*10*11*12*13 por 7 (e) 3°°°*"*" dividido por 17

Problema 10. Encuentra el resto de dividir 40! por 1763.

Problema 11. Demostrar que 3'° = 1(mod 117)

Problema 12. Se considera la expansion en base 7 de 3'%:

(a) Encuentra el ultimo digito, (b) Encuentra los dos ultimos digitos.

Problema 13. Demuestra que si p es un nimero primo impar, se verifica
2( p-3)! =-1(mod p)

Problema 14. Demuestra que si n es un entero compuesto con n # 4, se verifica que
(n-1)! = 0 (mod n)

Problema 15. Demuestra que a'*-1 es divisible por 35 si mcd(a, 35) = 1
Problema 16. Demuestra que a°-1 es divisible por 168 si med(a, 42) = 1
Problema 17. Demuestra que 42 es divisor de n’ — n, para todo entero positivo n.
Problema 18. Demuestra que 30 es divisor de n° — n, para todo entero positivo n.

Problema 19. Si p es un nimero primo impar, demuestra que
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17+ 27+ 37+ ..+ (p-1Y =0 (mod p)

Problema 20. Demuestra que si p es nimero primo y, a y b son enteros no divisibles
por p, con @ = b (mod p), se verifica &’ = ¥ (mod p?).

Problema 21. Demostrar que si p y g son dos primos distintos, se verifica que
p"'+ ¢ =1 (mod pg)

Problema 22. Demuestra que si p es primo y p = 3 (mod 4), se verifica que

(pz;l) I = +1(mod p)

Problema 23. Encontrar los inversos de los numeros dados en los cuerpos que se
indican:
(@) 3,5,8enZy3, (b)3,6,9,10enZyy, (¢)3,4,2,enZs, (d) 3,11, 15,22 en Zy;.

Problema 24. Resolver los siguientes sistemas de congruencia:

x+2y+3z =1(mod 7) 3x +y+ 3z = 1(mod 5)
(a){x+2y+4z=1(mod 7), (b)3 x+ 2y +4z=2(mod5),
x+4y+ 6z = 1(mod 7) 4x + 3y + 2z = 3(mod 5)
x+2y+3z =1(mod 7) x+ 2y + 3z = 1(mod 11)
()i x+2y+5z=1(mod7), (d){x+2y+5z=1(mod 11),
x+4y+6z=1(mod 7) x+ 4y + 6z =1(mod 11)
3x+y+3z =1(mod7) 3x +y+ 3z = 1(mod13)

() x+2y+4z=2(mod7), () x + 2y + 4z = 2(mod 13)
4x + 3y + 2z = 3(mod 7) 4x + 3y + 2z = 3(mod 13)

Problema 25. (Residuos cuadraticos) Un entero a se dice residuo cuadratico modulo n
si mcd(a, n) =1 y la ecuacioén

x* = a (mod n)
posee solucion. Por ejemplo, en Z,, los residuos cuadraticos son 1, 3,4, 5y 9.

Sea n = 4, p*, 2p* (p primo impar). Demostrar que a es residuo cuadratico si, y solo si,
o)
a2z = 1(modn)

Problema 26. Sea p un primo impar y mcd(a, p) = 1. Demostrar que a es residuo
-1
cuadratico modulo p sia 2 = 1(mod p) y que a no es residuo cuadratico modulo p si
p—1

az =-—1(mod p)

Problema 27. Sea p un primo impar y med(a, p) = 1. Demostrar que la ecuacion x* = a
(mod p) tiene o dos soluciones o ninguna médulo p.

Problema 28. Demostrar que en Z, (p primo impar) hay tantos residuos cuadraticos
como no residuos cuadraticos.

Problema 29. Demostrar que la ecuacion X* + 1 = 0 (mod p) tiene solucion si, y solo si,
p=2 o0 p=1(mod4).



