Probabilidades y
Sabemos que la autonomia de un coche Estadistica II

con la reserva de combustible sigue una
distribucion exponencial de media 120 km.

Durante un largo viaje nos fijamos que esta
encendido el testigo de la reserva, pero no
sabemos cuantos km hemos recorrido desde
que se activo.

Debemos recorrer 30 km para repostar.

¢/ Podrermos hacerlo sin que se pare el coche
por falta de combustible?

Perdida de memoria P( X >t+s | X >s)=P( X > 1)

Tiempo medio de fallo 120 km, Tiempo de fallo ~ exp( A=1/120)

P( X >30) = 1- P( X < 30) = 1- F( 30)= 1-(1-¢30/120) = -30/120 = () 7788




Dos individuos, A y B, necesitan un trasplante de ririon.
Si no recibe un nuevo rinion,

A morird después de un tiempo exponencial con tasa (i,
vy B despues de un tiempo exponencial de tasa up.

Los riniones llegan segun un Proceso de Poisson de tasa /.
Se ha decidido que el primer ririon sera para A
o para B si B estd vivoy A ya no lo estd y

el siguiente para B si todavia vive.

a. ;Cudl es la probabilidad de que A obtenga un nuevo ririon?

Ty ~exp( py), Tr ~ exp(A)
A sobrevive durante la espera: T, > Ty

P(Ty2Tg) =A/ (1a tA)
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, - Probabilidades y
b. ;/Cudl es la probabilidad de que B obtenga un nuevo rinion? Estadistica II

B sobrevive durante la espera: recibe el rifion que llega primero o

recibe el rifion que llega segundo
Tri, TRy~ €Xp( A)

B,: recibe el rifion que llega primero: Ty, <Tgy T, <min(Tg,,Tg)
B,: recibe el rifion que llega segundo: Ty, <Tgy Ty, <min(T,,T)

B sobrevive durante la espera: P(B,) + P(B,)

P( Ty, <Tgy Ty <min( Ty, Tp)) = P( Ty, <Tp) * P(T, <min( Ty, Tg))=
MMt ) * PA A+ iy + 11 )

P( Ty, <Tygy Tx, <min( T,, Tp)) = P( Ty, <Tp) * P( Ty, <min( T,, Tp)) =
ML+ pg) *A/(A+py + pg)

P( B sobrevive durante la espera) = A/( A+ pg) * (A+ ) /(A +py + g )




Probabilidades y

: : : : : Estadistica II
En cierto sistema un cliente debe de ser servido primero por

el servidor 1 y después por el servidor 2.

El tiempo de servicio en el procesador i es una exponencial con tasa p, i=1,2.
Una llegada que encuentra el servidor ocupado espera en cola a ser servido.
Cuando un cliente termina con el servidor 1, pasa al servidor 2 si éste esta libre.
Si el servidor 2 estd ocupado el cliente se queda en el servidor 1 impidiendo

que sea servido otro cliente hasta que el servidor esté libre.

Los clientes salen del sistema después de ser atendidos por el servidor 2.

a. Si al llegar hay un cliente en el sistema al que esta atendiendo el servidor 1
Jcual es el tiempo total esperado que pasarias en el sistema?,

Tiempo total esperado en el sistema: T = T1+T2+T3+T4

Servidor 1y

Cok Espera

T1
T2, T3 T4

A 4

Servidor 2

\ 4




Probabilidades y
E[T] = E[T1+T2+T3+T4] = E[T1+E[T2]+E[T3]+E[T4] Estadistica II

Analisis de los tiempos medios, con un cliente siendo servido en el Servidor 1

T1: Como al llegar el individuo A4 el servidor esta ocupado
debera esperar, en la cola, a que el servidor se desaloje.

En este caso es suficiente que B termine de ser tratado en 1, ya que,
al estar libre el servidor 2, B puede pasar sin ninguna demora al
siguiente proceso liberando el servidor.

Por otra parte, al tratarse de un tiempo de servicio exponencial,
la esperanza de duracion del servicio es independiente del
tiempo que llevara B siendo atendido cuando A llego al sistema.

E[T1] = 1/n,
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T2: El tiempo que tarda en ser servido en el servidor 1 sigue

una distribucion exponencial, por lo que

E[T1] = 1/u, E[T2] = 1/

D)

S1

QU

A 4

2 @
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Probabilidades y
T3: Cuando B abandono el servidor 1, Estadistica II

paso a ser servido en el servidor 2.
Por lo tanto se plantean dos posibilidades.
*S1 B ha tardado menos en ser servido que 4, esto quiere decir que ha dejado
el servidor libre y por tanto A no tendra que esperar a que se libere.
*Por contra, si B tarda mas que A4, ¢ste tendrd que esperar.
La propiedad de perdida de memoria de la distribucion exponencial nos indica
que el tiempo esperado hasta que acabe el servicio, sera el mismo que si acabara
de empezar (1/p,).

Por otro lado, 1a probabilidad de que B termine antes viene dada
por la expresion (p,/(n,+,)) con lo que resulta

E[T3]=0* p/(y+py) + Uy * (1-py/(py+1,))

= E[T3] = (ne/pgy (nytpy)
E[T1] = 1/, E[T2] = 1/p, 1Koy (4T U2
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. . . Estadistica II
T4: Finalmente, el tiempo que tarda en ser servido
en el servidor 2 sigue una distribucion exponencial,
por lo que
= E[T3] = (ne/pgy (nytpy)
E[T1] = 1/, E[T2] = 1/p, 1Koy (4T U2
Q > S1 > S2 @

w E[T4] = 1/u,

El tiempo esperado que 4 pasara en el sistema es

E[T] =2/pq + (ny/pp) (g tpp) + 1/p,




Probabilidades y
b. ;v si al llegar estan los dos servidores ocupados? Estadistica 11

Analisis de los tiempos medios, con un cliente siendo servido en cada Servidor

La diferencia con el caso anterior radica en el tiempo que 4 tendra que
esperar hasta que B deje libre el Servidor 1 (T1 ).

El resto de tiempos intermedios es 1déntico al caso anterior.

Se pueden dar dos posibilidades (que debemos promediar):

B ya ha sido servido y esta esperando a que acabe C en el Servidor 2.
*B esta siendo servido en el momento de la llegada de A.

E[T1] = 1/n,
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Probabilidades y
En el primer caso, Estadistica II

B ya ha sido servido y esta esperando a que acabe C en el Servidor
el tiempo medio que se tardara en desalojar el servidor
coincidird con el tiempo medio de servicio del segundo servidor (1/p, ).
En el segundo caso,
*B esta siendo servido en el momento de la llegada de A.

se debera tener en cuenta el tiempo que tardara B en ser servido ( T2) y
el tiempo que potencialmente pasara esperando a que termine C ( T3).

E[T1] = 1/u,
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Probabilidades y
Estadistica 11

Para calcular la probabilidad de estos casos tendremos en cuenta que
el tiempo total esperado que B permanezca en el Servidor 1,
tal como se ha calculado anteriormente es

E[T2] + E[T3] = Upy + (pq/po)/ (14 +py)

La probabilidad de que un individuo que se encuentra en el Servidor 1 esté siendo
servido supuesto que el Servidor 2 esta ocupado sera

E[T2] / (E[T2]+E[T3]) = (1/pnq) / (Mg + (/o) (4 +112))

Y de que esté esperando

E[T3]/ (E[T2]+E[T3]) = ((a/ma)/ (nq+u2)) I (Mg + (ne/pg)/ (g +ps))




P(B sirviendose en S1 | C en S2) Probabilidades y

Estadistica 11
B esperando
/ B 31rV1endose P

_ (K1 +J—¢2}J-12 1
e e o)
(11 + J_.',g JIrs ':J-"fl + g JHa2

1

[#1 + j2 :U-"fz _ 1 1y C sirviendose

= + .
FLo (ur+pzdpe +uf U pa(pf + pa(o + )
(H1 + H2 )H2p
P(B esperando en S1 | C en S2)
Y el resto de tiempos son iguales:
E[ﬂ _ 2 Jil A1 + L

BT (8 + paGn +a2)) | Gt P2




, : , Probabilidades y
Sean X e Y dos Procesos de Poisson independientes de Estadistica I1

tasas M y M, llegadas a la hora respectivamente,
que describen las llegadas de dos tipos de trabajos en un sistema.

Calcular:

a. La probabilidad de que un trabajo de tipo 1llegue antes que un trabajo
de tipo 2.

b. La probabilidad de que lleguen en una hora 4 trabajos.

c. Suponiendo que han llegado 4 trabajos.
¢ Cudl es la probabilidad de que los sean de tipo?

Ty ~ Expldy),
Ty ~ Hxpld)

A1

F[T}f-:: TP:] = ;Ll -I-.;l.g'




Probabilidades y

b. Sea W el proceso obtenido como suma de X e Y. Estadistica II

Sabemos que W se distribuye como un Proceso de Poisson de tasa A1 + A,

Asi,

POt + 19— W(E) = 4) = o~y ALY 12)"

41
c. La probabilidad de que un suceso cualquiera
del proceso W sea del tipo 1 es 3
_ 1
& ;|_1 + .;[g

Ademas, para cada suceso esta probabilidad es
idéntica e independiente del resto de sucesos.

Asi, la probabilidad de que
cuatro sucesos sean de tipo 1 sera (1)t = ( A1 )4_




Probabilidades y
El numero de demandas que cierta compariia de seguros debe Estadistica II

afrontar sobre sus polizas sigue un Proceso de Poisson de tasa
A=5 por semana.

Si la cantidad de dinero pagado por cada poliza se distribuye
exponencialmente con media 2000 euros,

Jcudl es la media y la varianza de la cantidad de dinero pagado
por la compariiia en cuatro semanas?

El problema planteado se corresponde con un proceso de Poisson compuesto
donde { N('t), t> 0} se corresponde con el nimero de polizas recibidas e

{ Y, n>0} son la familia de variables aleatorias que modelizan la cantidad
pagada en cada una de estas polizas.

{Y,,n>0} esuna secuencia de variables aleatorias independientes e
1dénticamente distribuidas de forma exponencial con tasa 1/2000.

Denotemos W(t) como la variable aleatoria que refleja 1)
la cantidad de dinero abonada por la compaiiia en tiempo t.
P P P ey =3 T

De esta forma
=]




Probabilidades y

Calculamos ahora la esperanza de W(4) Estadistica 11

AWy = %E[WH} | M(d) = n |P(W4) = n) =

- 38| S [paie) = o) - 3381 Jraan) - ) -

Tem] i=1

- ZH % 2000 x PIA4) = n) = 2000 Z:-z x P{I{4) = n) =

el

= 2000 x H[M4)] = 5 x 4 x 2000 = 40000 euros.




Probabilidades y

Calculamos ahora la varianza de W(4) Estadistica II

Var(Wi4)) = B Var (W(4) | M4)) |+ Var (B[ W(4) | M(4) ).

Var( E| W(4) | M(4) = n |y = Fﬂr(i};) = wlar(¥) = n x 20002 =
|

E[ Var(W(4) | N(4)) | = EIN(4)] x 20002 = 5 x4 x 20002 = 8 x 107

Var(BWANA]) = Var(MA)E[Y]) = (E[¥])* Var(Mi4)) =

= (200072 x4 x5 =8x 107

Far{ 41 = 3x 107+ 23x 107 = 16 % 107,




La llegada de clientes a una tienda se rige por un proceso de
Poisson no homogéneo cuya funcion de intensidad a lo largo
del dia se muestra en la siguiente figura:

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
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Probabilidades y
Los clientes pueden ser de dos tipos: Estadistica 11

jovenes o adultos.

La proporcion observada de clientes de cada uno de los tipos es
30% de jovenes y 70% de adultos.

El gasto medio por persona en la tienda es de
12 euros para los jovenes y 21 euros para los adultos.

Determinar:
a. Los ingresos esperados a. en la tienda a lo largo del dia.

b. La probabilidad de que entre las : y las : horas lleguen jovenes.
c. Supuesto que a lo largo del dia han llegado personas,

Jcual es la probabilidad de que el quinto adulto haya llegado antes que
el tercer joven?




a. Para poder estimar los ingresos esperados a lo largo del dia
deberemos calcular el nimero medio de clientes esperado.

Del grafico del enunciado se tiene que
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Probabilidades y

] ' i 1 tadistica II
El nimero medio de clientes al dia Estadistica

21— 10 — ':—

2 -
2l® _ a5, 21 - 230 |- 0 — 725

2 ;

Teniendo en cuenta la distribucidn del tipo de clientes y
el gasto esperado por cada uno de ellos

Hlingresos] = T250x (03 x 12+ 07 x 210 = 1226775 euros,




Probabilidades y

b. Denominamos m.(t)a la funcion de valor medio de -
J Estadistica II

llegadas de jovenes a la tienda.

Asi, se tiene que m;(t) = 0.3 * m(t). con lo que

P(5jévenesen[11: 00~ 15 : 00]) = P(M;(15) - My(11) = 3)
Py(15) = my(11))° _
51

_ ,-33-105) _ (93-1.05) _
ol

_ (1 5my 1) &

5
—-=.23 Eglﬁ ~ [1. 085,

= g




- , Probabilidades y
c. La probabilidad de que el quinto adulto llegue antes que Estadistica II

el tercer joven coincide con la probabilidad de que entre

los primeros 7 clientes que lleguen haya 5 6 mas adultos, que,
teniendo en cuenta la probabilidad de que los clientes que
lleguen sean jovenes ¢ adultos, vendra dado por la expresion

7

7 7
Z Pli;-z adultos en las 7 primeras ﬂegadas> = Z 077 k037" =

=1 ="

— ! T
Z = (?—H;.l 0.7 x 0.3

= 0316+ 0247+ 0.082 = 0.647

b




