FISICA DEL ESTADO SOLIDO | (Licenciatura)
PROBLEMAS RESUELTOS
Bloque C
Curso 2013-14

Problema C.1

Determine el nimero de estados electronicos permitidos con energia inferior a
2 eV, para un electrén libre de un cristal en forma de cubo de lado 1 cm.

Solucidén

La densidad de estados, de acuerdo con la expresion (20), capitulo sexto de

Kittel, es
3/2
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En consecuencia, el nimero de estados sera
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De acuerdo con el enunciado, V =10°m’y E =2 eV=2x1,6x10"°J. Sustituyendo
valores y operando,

N=128x10”m™

Problema C.2

Se considera un cristal de litio (estructura cubica centrada en el cuerpo,
parametro de red, a = 3,49 A). Suponiendo un modelo de electrones libres, determine:

a) el valor del radio de Fermi,

b) la relacion que existe entre la superficie de Fermi y la primera zona de
Brillouin,

¢) la energia de Fermi y la temperatura de Fermi,
d) la velocidad méxima de los electrones libres,

e) el tiempo de relajacion y el recorrido libre medio a temperatura ambiente,
sabiendo que la resistividad tiene el valor p = 10 €2 .cm,

f) la conductividad térmica, atemperatura ambiente.



Solucion
Apartado a)

En el modelo de electrones libres la superficie de Fermi es esférica y tiene por
radio, el radio de Fermi, Ke.

De la definicién de superficie de Fermi se tiene la siguiente relacién entre el
volumen de la esfera de Fermi y el volumen de espacio-k asociado a un k,
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donde N es el numero de electrones (dos electrones por estado k),

Denotando por n = N/L“” a la densidad de electrones, se tiene

1
, AL
k. =(3n’n)s
Para determinar el valor de la densidad de electrones, al ser el material c.c., y cada
atomo aportar un electron, existen dos electrones por celda unidad cubica, luego
N 2

N=—=—""—"———/—2=47x10% electrones.cm™
V. (3,49x 10*8)

Sustituyendo el valor de n, se tiene
ke #1,11x10° cm™ = 1,11x10"° m™

Apartado b)
La red reciproca de la c.c. es una red del espacio reciproco tipo c.c.c. de lado

4 , . . . L
—. El nudo més cercano al origen, en esta red, es el situado en la direccién (110), a
a

: : 2 : : . :
distancia . Por tanto la distancia del origen al borde de la primera zona de

a
Brillouin es

d =

m

=1,27x10° cm™

/2
a
Comparando este valor con el radio de Fermi se observa que d,, > kg, por lo

gque se puede decir que la esfera de Fermi esta dentro de la primera zona de Brillouin.

Apartado c)
La energia de Fermi, de acuerdo con la expresion (17) del capitulo 6 de Kittel

es,
Kz n
E,=——=—(32°n) =472 eV
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La temperatura de Fermi, sera

=

E
T =k—Fz54.7OO K
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Apartado d)
La velocidad maxima es la velocidad de Fermi, de acuerdo con cap.6, ec.(18),
k
V. = ik ~13x10°m/s
m

(Es interesante que se compare la magnitud de la velocidad de Fermi con la velocidad
de arrastre tipica de un metal).

Apartado e)

Dado que [ec.(46), cap.6] la conductividad eléctrica se expresa,

de donde se tiene,

T =

—=0,76x10™ s
ne‘p

El recorrido libre medio [ec. (45), cap.6) resulta,

A=v.r=100 A
Apartado f)
Como la conductividad térmica se expresa [ec. (42), cap.5]
K= %vﬁrcv :

haciendo uso de la expresion (36), cap.6, del calor especifico,

3 nznkéT
Y 2B,
resulta,
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Problema C.3

Se considera un solido metalico bidimensional constituido por atomos idénticos
distribuidos en una red cuadrada de parametro a = 3 A.



Determine:
a) la primera zona de Brillouin

b) la energia de los electrones cuyo vector de onda esta en el borde de la
primera zona de Brillouin, en la direccién [10] y [11]

¢) la densidad de estados

d) la energia media por electron a 0 K

Solucidén

Apartado a)

Los vectores de la red real son a, b, (|a] =|b| = a, y a.b = 0), de manera que los

vectores base de la red reciproca seran a* = 2n/a, b* =2n/b, y también son
ortogonales entre si.

En el espacio reciproco, las mediatrices de los segmentos 00-01 vy

equivalentes, delimitan un cuadrado de lado 2n/a centrado en (00), que constituye la
primera zona de Brillouin.
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Apartado b)

Como el solido es metalico, se puede asumir para el sistema de electrones un
modelo de electrones libres. En consecuencia, la relacion de dispersion se expresa

n’k® n
E= =—(k®+k2
2m 2m( . y)
En el borde de la primera zona, en la direccion [10], se tiene k = (n/a, 0), luego
2 2
E- h—(fj ~ 4,23eV
2m\ a

En la direccién [11], el valor de k es ((n/a, n/a), luego

2 2 2 2 2
e [E) +(£j _2 (Ej ~ 8,466V
2m|\ a a 2m\a

Apartado c)

La densidad de estados es



A dl L k * k
D E = E = = —,
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Apartado d)
La energia media por electrén, a 0 K, viene dada por
EF
~ [Dp(E)EdE
E= OEF
[ D(E)dE
0
Sustituyendo y operando, se tiene
EEz
— F 1
E=2 -—-F,
E 2
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Es interesante comparar este valor y la expresion de la densidad de estados con los
correspondientes a un cristal tridimensional (véase texto).

Problema C.4

Se considera un cristal bidimensional con una red rectangular de parametros a
y b, con a < b. La relacion de dispersion electrénica se corresponde con la de un
modelo de electrones cuasilibres, es decir, en una direccion dada [m, n] tiene la
expresion de los electrones libres excepto cuando k esta muy préximo al borde de la
zona de Brillouin. En este caso, la curva de dispersion se desdobla de manera
simétrica alrededor del valor Eq(m, n) de los electrones libres con una amplitud total
uU(m, n).
Se pide:

a) Representacion de las relaciones de dispersion en las direcciones [1 0],

[01]y [11]

b) Determinacion de la relacion que debe existir entre los diversos coeficientes
U(m, n) y las constantes de red a y b para que el material sea aislante, si hay
dos electrones libres por celda unidad.

c) SiU@,0=2eV,U0,1)=1eV,U(1,1)=15eV;a=3 A, b=4A ;qué tipo
de material es?

Solucioén
Apartado a)
La red reciproca asociada al cristal es rectangular y tiene de paradmetros
a* = 21/a, b* = 2m/b



La superficie encerrada por las normales en el punto medio, a estos vectores de red
reciproca, proporciona la primera zona de Brillouin.

En la direccion [1 0] y en el borde de la zona de Brillouin, se tiene

h2k2 hz 2
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En la direccién [1 1]
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Apartado b)

Para que el material sea aislante la primera banda debe estar llena y las demas
bandas no deben solaparse con ella. Si el nimero de celdas primitivas del cristal es N,
en el caso en consideracion la banda en la direccion [0 1] acepta los 2N electrones y
se llena. De modo que, para que el material sea aislante, E»(01) debe ser mayor que
E1(11) que, a su vez, es mayor que E;(1,0). Es decir,

U U
EO(Ol) +% > Eo(ll) —f

y esto significa que




Apartado c)
Para este caso,
U01+ U11 = 2,5 eV,

y como
nn’
>~ 8,25eV
ma
. n'n
se tiene que Uy +U, <—,
ma

es decir, el material es conductor.

Problema C.5

Considere un cristal unidimensional de pardmetro de red a y longitud L.
Determine:

a) la relacion de dispersion electronica en la aproximacion del enlace fuerte
(denominado “enlace compacto” en Kittel, capitulo 9).

b) La densidad de estados de energia

Solucioén
Apartado a)

El cristal se puede asemejar a una cadena lineal con periodicidad a. Cada
atomo de la cadena tiene dos vecinos mas proximos, por lo que la relacion de
dispersidén de los electrones en este caso se reduce a

E = g, _a_yzeikrm — ¢, _a_y(eika _"_e—ika)
de donde
E(k) = ¢, —a —2ycoska

Apartado b)
La densidad de estados es

L 2 N 1 N
DE)=2— 2 -2 -
2z OE r 2aysenka rmysenka
ok



Problema C.6

En la aproximacion del enlace fuerte, la relacién de dispersién de los electrones
de un cristal viene dado por

E=¢, —oc—yZeikrm

con ¢, ¥ constantes positivas y rn,, representando los vectores que ligan un atomo con
sus m vecinos mas proximos. Considere un cristal de estructura cubica centrada en el
cuerpo, con parametro de red a.

a) Determine de forma explicita la relacion de dispersion.

b) Indique los valores de E en el centro de la zona de Brillouin, en sus
proximidades, asi como en los bordes de la misma para las direcciones [100],
[110] y [111].

c) Determine el ancho de esta primera banda.

Solucion
Apartado a)

Se toma como origen un atomo esquina de la celda unidad cubica Este atomo
tiene ocho vecinos mas préximos situados en todas las combinaciones posibles de
a(+1/2, +1/2, £1/2). Sustituyendo estos ocho valores de r,, en la expresion general de
la relacion de dispersion y operando, se obtiene

zeikrm _ eia(kx+ky+kz)/2 + e—ia(kx+ky+kz)/2 N eia(kxfky+kz)/2 N e—ia(kxfkﬁkz)lz N
m

eia(kx+ky—kz)/2 N e—ia(kx+ky—kz)/2 N +eia(kxfky7kz)/2 N e—ia(kxfkyka)IZ B

k, +k,

a+ Cos

Kk, +k, +k, kK, =k, +k, -k, -k, +k, +k,
=2 cosTya+cosTya+cos —r Y 3

a

kya K, +k, k, -k,
=4cos——| cos a+cos a
2 2 2

De donde, finalmente, se tiene

ka ka ka
E = —a — 8ycos—2—cos——cos—~
2 2 2

Apartado b)
-- El centro de la zona de Brillouin corresponde a k = (0, 0, 0), y la energia es
E(O)= —a -8y

-- En las proximidades del origen de la zona de Brillouin, se puede hacer la
aproximacion cos(x/2) ~ 1 — x*/2, asi que

E =-a-8y+k’a’



-- En el extremo de la zona, en la direcciéon H [100], se tiene
k = (2n/a, 0, 0) E(H) = —a+8y

Notese que ky = 2n/a porque al estar trabajando con la celda unidad cubica hay que
considerar las extinciones sistematicas, que en este caso significan que h + k + | =
impar es prohibido.

-- En el extremo de la zona, en la direccion P [111], se tiene
k = (n/a, n/a, n/a) E(P)=-«a

-- En el extremo de la zona, en la direccién N [110]
k = (n/a, n/a, 0) E=-a

Apartado ¢)

En cuanto al ancho de la banda, se observa de la relacion de dispersion que la
energia sera minima (maxima) para cos(ks /a) = 1 (-1), tomando los valores
E=-a-8y y E=-a+8y luego la banda tendra un tamafio de 16y .

Problema C.7

Determine la expresion de la masa efectiva para el cristal de estructura cubica
centrada en el cuerpo del problema resuelto C.6, en el punto k = 0.

Solucioén
De acuerdo con el problema C.6, la relacion de dispersion para este cristal es

k a k a k. a
E = —a — 8'cos—=—cos——cos—=
2 2 2

El tensor de masa efectiva, de acuerdo con la ecuacion (29) del capitulo de Kittel, se

define por
(), aa
m ), h® okok,

De manera que se tiene,

de donde resulta,




y expresiones analogas para aZE/ ok? O°E/ oK .
Los restantes términos del tensor son nulos para k = 0.
Pero, para k = 0, los cosenos tienen valor unidad, luego,

2ra’ 0 0

En el limite, el tensor de masa efectiva es un escalar de valor
hZ

m = -
2l 'a

Problema C.8

Determine la velocidad, en la frontera de la zona de Brillouin, de un electrén
gue se mueve en el potencial unidimensional de Kronig-Penney.

Solucién

El modelo de Kronig-Penney establece la siguiente relacién de dispersion electronica

P
cosaa+—senaa = coska
aa

o bien

P
F(a, k) = cosaa + —senaa — cos ka
aa

2mE

siendo la relacion con la energia a través de, a =

La velocidad de los electrones de Bloch es

1 0E
V=——
h ok
Puesto que,
dF OF da OF
da OJa dk 0ok
de donde
da _ _oF/ok
dk oF/oa
Teniendo en cuenta la expresion de F, derivando y sustituyendo se obtiene
oa _ senka
ok cosaa senca
senaa—P - >
aa  (oa)

o V4
La frontera de la zona de Brillouin es para k=n—, lo que hace que senka=0 vy, en
a

consecuencia que la velocidad sea nula, v = 0.
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