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Capitulo |

Introduccién

.1. ;De qué trata la modelizacién?

La modelizacién trata de dar descripciones de sistemas (situaciones) reales con un
lenguaje matematico. Resulta particularmente atil en Fisica.

Entre los siglos XVII y XVIII se compilaban tablas astronémicas muy precisas con
medidas acerca de los angulos con los que podia verse cada planeta en un instante
determinado. Las tablas mas precisas fueron creadas por Tycho Brahe y eran realmente
codiciadas por Kepler.

Kepler desarrollé un modelo matematico que sostenia, entre otras cosas, que los
planetas se movian en elipses. Kepler estaba muy interesado en obtener las tablas de
Tycho Brahe pues queria analizarlas con el fin de poder probar sus teorias. Finalmente,
con la muerte de su creador, Kepler las hered6 y pudo establecer una relacion entre
los cuadrados de los periodos y el cubo de los radios de giro de los planteas.

Posteriormente llegé Newton, que modelizé el movimiento de los planetas con la
férmula:

_GMm

F=—"3

Esta féormula en su momento tuvo una gran importancia filoséfica, pues permitia
explicar toda la teoria acerca del movimiento de los planetas a partir de una ecuacién
muy simple. No obstante, la utilidad matematico-fisica de esta ecuacién en el momento
de su descubrimiento era practicamente nula.

Newton no conocia el valor de G y si consideramos las interacciones entre los
planetas la férmula se complica mucho. Sin embargo, esta férmula seguia (y sigue)
suponiendo una aproximacién bastante acertada.

Asi funciona la modelizacién, a partir de datos surge una idea o explicacion
matematica que mas tarde es complementada con un modelo matematico.
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Capitulo Il

Gravitaciéon y leyes de kepler

II.L1. Leyes de Kepler

Kepler, a principios del siglo XVII, enuncié unas leyes experimentales (con datos
de Tycho Brahe):

Lema 1.1 (12 Ley de Kepler). Las drbitas de los planetas son elipses con el Sol en
uno de los focos.

Lema 11.2 (22 Ley de Kepler). La linea que une un planeta y el Sol barre areas iguales
en tiempos iguales.

Lema 11.3 (32 Ley de Kepler). El cuadrado del periodo orbital es proporcional al cubo
del semieje mayor de la érbita.

I1.2. Ley de gravitaciéon universal

Gracias a Newton, en 1985, las leyes de Kepler pudieron demostrarse
matematicamente suponiendo que la fuerza gravitacional obedece la ecuacién

~ —GMm

2

F

r

en la direccién del vector radio.

No existe una forma sencilla de realizar esta demostraciéon a menos que demos por
sentados muchos principios fisicos que no eran conocidos en aquella época. Vamos a
tratar de realizar la demostracion utilizando los minimos “trucos” posibles.

Para empezar debemos recordar que toda fuerza puede calcularse como:

F =ma

La aceleracion se calcula a partir de la posicién de una particula, que viene dada
por: r = (x(t),y(t), 2(t)). La aceleracién se define como la derivada segunda de la
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posicion con respecto al tiempo. Es decir:

_d’r
“Tae

Esta férmula describe, por ejemplo, la atraccién que ejerce el Sol sobre la Tierra,
por ello el signo negativo. En el caso de el Sol y la Tierra, la fuerza reciproca no se tiene
en cuenta ya que el Sol es demasiado pesado como para ser influido apreciablemente
por la gravedad de la Tierra. Hay que hacer mediciones muy finas para poder detectar
estas perturbaciones.

Para poder seguir con la demostracion de forma relativamente sencilla,
despreciamos la fuerza de los planetas sobre el Sol y de los planetas entre
ellos.

Por lo tanto, modelamos tomando sélo un planeta y asumiendo un Sol fijo.

lgualando las dé6s férmulas para el calculo de la fuerza que hemos indicado,
obtenemos:

—GMm r d*r

—_— = m—
[Irll® Aprf® - dt?

En primer lugar vamos a probar que las soluciones r = r(t) de esta ecuacién
diferencial satisfacen las leyes de Kepler (con las condiciones iniciales de los planetas)

! = —GMz
(m2+y2+z2)3/2

" —GMy
(I2+y2+22)‘5/2

"no__ —GMz
(x2+y2+z2)5/2

Observacién: No se pueden calcular explicitamente x, y y z, en funcién de t. r = r(t)
no tiene una férmula cerrada (en términos de funciones elementales'). Aun asi se puede
demostrar que la férmula es una elipse.

Vamos a probar que la curva r = r(t) estd contenida en un plano.

Un posible método es usar que una curva es plana si y sélo 7 = 0, donde 7 es la
torsién de la curva. Dicha férmula involucra un determinante con una fila r y otra »”,
como son proporcionales, la torsién sale 0.

. —
Nuestro método mas sencillo se basa en tomar L (t) = r(z) x 2.

Derivando obtenemos:

2
dL(t) :@x@—l—r(t)x%:ﬁz

- -
de donde podemos dedlﬁir que L es un vector g)nstante. Ademas, r L L yr(t)
. —
esta contenida en el plano L (x,y,2) = 0. (pensar L = 0).

!Las de la calculadora (sin, cos...)
2El producto vectorial de un vector consigo mismo y de vectores paralelos es 0
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Por comodidad, vamos a girar el plano en que se encuentra la 6rbita del planeta,
r — Gr, siendo G un giro (matriz ortogonal), para convertirlo en el plano z = 0.

Podemos comprobar que este giro no afecta a las cuentas puesto que, en definitiva,
estamos multiplicando por una constante.

d’r N N d?(Gr) = ete Gr
ez PP ez |Gr[?

En definitiva "girando la cabeza" (aplicando el cambio r — Gr) podemos suponer
que la curva r = r(t) estd contenida en el plano z = 0, asi que simplemente
supondremos que z(t) = 0. El sistema nos quedaria asi:

T
- k ($2+y2)3/2

S
(22+y2)3/2

1.2.1. Deduccién de las leyes de Kepler

Vamos a deducir las leyes de Kepler para t — (x(t),y(t)) utilizando los resultados
de Newton.

La forma de la solucién sera una elipse. Si escribimos x e y en polares, el sistema
nos quedara mas sencillo.

(ya adelantamos que 7 y 6 no se podran calcular explicitamente.)

Calculando ahora las derivadas segundas de x(t) e y(t) y sustituyendo en el sistema
de ecuaciones anterior llegamos a:

5 0
7" cos @ — 2r'0' sin@ — r(0')* cos§ — 10" sin § = cteCOb2 (1.1)
r

sin 0

2 (11.2)

" sin 6 4 21’0’ cos @ — r(0')*sin @ + 1" cos 0 = cte
.

(1.1) - cos @ + (11.2) - sin @ — K = r*(#')> — r* x " — 12 ecuacién de gravitacién

—(I1.1) - sin@ + (11.2) - cos @ — 0 = r8" + 2r' % 0" — 22 ecuacién de gravitacion

11.2.1.1. 22 ley de Kepler

Recordemos: 22 ley de Kepler : Un planeta recorre areas iguales en tiempos iguales.

Vamos a estudiar cual es la férmula para el area. Primero nos vamos al caso general,
para cualquier curva que tengamos en polares.
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En este caso el radio depende de . Cogemos una curva R.

0o r 6o
A(R)://Rldxdy:/o /0 rdrd9:1/2/0 r?df

La idea es coger pequefios triangulos e ir calculando su area

En el caso de la ley de Kepler, si en el tiempo ¢t = 0 estamos en § = 0 y en el
tiempo T estamos en #; = la férmula para el area en funcién de T seria:

A(T) = %/1 r2(t)0'(t) dt

de donde podemos deducir que %;T) = cte

Es lo mismo que decir A(T) es lineal (a tiempos iguales tengo areas iguales)

Az +T) — A(x) = A(T) — A(0)

Vamos a traducir la 22 ley de Kepler en algo mas familiar (derivadas):

dA
— =cte <= r°0' = cte (no depende de T)

dT
que puede verse como la conservacién del momento angular
= 0 con lo que

Ademas, 120’ = cte = (r*¢') =0 <= 2’0 +r?0" =

obtenemos la 22 ecuacién de gravitacién.

Por tanto, queda probada la 22 ey de Kepler.

11.2.1.2. 12 ley de Kepler
Ahora vamos a intentar manipular la 12 ecuacién para probar la 12 ley de Kepler
(las orbitas de los planetas son elipses).

Escribimos:

h = 1?0’ = cte (para cada planeta, h es diferente)

12 ecuacién de gravitacion:

K = 7,3(9/)2 o 7“2 * T”

como h = r? * ' podemos eliminar & en la 12 ecuacién, obteniendo:

h2
K:’l“g——r2*7“”
rd

y, simplificando, llegamos a:

h? :
K = — —7r*x7" — Es una EDO (r = r(t)) y no aparece explicitamente la t.
r
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Observacioén: En el curso de EDO se ven métodos para pasar de 2 orden () a 1
orden (r) y se podria expresar r en términos de la imagen inversa de una integral, pero
no se puede calcular en términos elementales.

Para resolver la ecuacién debemos estar habiles y realizar un cambio de variable
adecuado. En este caso, el cambio de variable consistira en escribir = () en vez de
r=r(t)

Hacemos el siguiente cambio de variable:

1 —T her2g’
U(@(t)) = — Uy = _T h<—:2§ W' = —y' U(L(Q) [N A—
T(t) r2

Sustituyendo en la EDO:
K = h*U + h*U" — ecuacién del movimiento arménico simple

viendo que cos” = — cos y sin” = —sin:

K K K
U”—i—U:ﬁ — U:ﬁ—l—)\cosﬁ—i—psinﬁ = U:ﬁ—i-Acos(H—Ho)

Observacién: Al altimo resultado hemos llegado utilizando que

. A 1 .
/\COSQ—F 51119:\//\2—1— 2 —COSQ—F—S]H@
K H ( /)\2_’_”2 //\2+M2 >

ya que ambos estan entre 0 y 1.

LLamamos cosf, a A sinf, a B
0 /)\2_;’_“2 y 0 /AQ_;’_MQ

Nos queda que

Acos B + psin€ = /A2 + p2(cos Oy cos 6 + sin 6 sin 6) AV Acos(f — 0o)

Con un giro podemos suponer 6, = 0, porque un giro en polares no es mas que sumarle
una constante al angulo (0 — 0 + cte)

Volviendo al cambio de variable inicial, tenemos

1 h*/K
U=- —= r=——-"
T " 14+ Bcosf

Hecho matematico: La ecuacién general de una cénica en coordenadas polares
centradas en un foco con la "orientacién habitual" es:

r(0) [ _}{l>0

" 1+ecosf e (excentricidad) >0
Recordemos:

8 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

0 < e <1— elipse , caso particular(e = 1) — circunferencia
excentricidad — ¢ e > 1 — hipérbola(masas no capturadas por el sol)
e = 0 — parabola

Los datos astronémicos para los planetas(excepto mercurio) muestran B < 0.1 por
lo tanto las érbitas son elipses(12 ley de Kepler) y parecidas a circunferencias.

Planetas B
Tierra 0.016
Venus | 0.0067

Mercurio | 0.20

11.2.1.3. 32 ley de Kepler

Tomamos a como el semieje mayor y b como semieje menor de la elipse de forma

que:
l N { N l

a:
1+e 1-—e€ 1—e2

b=+Val

Ahora vamos a calcular area de la elipse basandonos en la férmula conocida para el
area de la circunferencia.

20 =

Escribimos la circunferencia como

L
a? a2
y su area es
wa?
Si hacemos en cambio de a
% —
Yy by
nos queda
2 2
x Yy
PER R

que es la férmula de la elipse. Por tanto, el area de la elipse sera wab.

Ahora calculamos el area de la 6rbita del planeta:

T, = periodo orbital

h2/K
T:—
1+ Bcosf

To
Area de la érbita = A(Tp) = 1/2/ r2(t)0'(t) dt = 1/2hT,
0 S
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Igualando el area de la 6rbita con el area de la elipse tenemos:

2

1 h
§hTO = wab = taVal = Ta aE — T, = cte * a’/?

Y queda demostrada la 32 ley de Kepler.

Observacién: Para las demostraciones de las tres leyes, en fisica se ayudan de dos
teoremas:

.. - .
1. Conservacion del momento angular: L es cte siendo:

T=7x m V(7 — posicién , ¥ — velocidad).

2. Conservacioén de la energia:

! |7 + GAm — es cte
-m :
2 17]]

11.2.2. Gravedad de una masa con simetria esférica

A Newton le quedé un cabo suelto que vamos a intentar resolver:

ml
Q M =ml+ m2
o 7
m2
Figura I1.1: ;Se cumple |F|| = €4 ?

Vemos que en la férmula, cuando r - 0 = F — oo y esto , en el caso del
dibujo, no es real.

Si una masa M estd compuesta por varias masas con densidad constante, ||F|| =

GMm “con r =distancia al punto medio puede cumplirse.

L]
oM

¥ = =
M

Figura 11.2: Divido la esfera con masa M en pequefias particulas OM
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Entonces para ver si |[F|| = €Y es vélida, habra que calcular una integral triple
complicada y ver el efecto que tiene en cada particula.
—Gm7™@ qM
EiE

Hay una manera de calcular esta integral y probar que ||?|| es valida para objetos
con simetria esférica, usando el teorema de la divergencia:

Proposicién 11.4 (Ley de Gauss). Dada una region sélida B y un campo ﬁ = =
tenemos que:

ir si O € Int(B)

EdS =

0 si 0 ¢ Int(B)
Siendo OB la frontera de B

Demostracion.

a Si 0 esta fuera de B, el campo Ees regular (C*°) en B.

T2 divergencia

wﬁd? ~ /Bdwﬁzo

- Si 0 pertenece a Int(B):
En lugar de B consideramos B — Bs con By = {|| 7| < 0}

EZB—Bg—)/{aBEd?Z/BdiUEZO

Como OB = OB U 9By con orientaciones distintas —

Eds— | Eds=o

9Bs

esferzcas 21 2
EFds= [ Fds = / / 0 Sln96d¢d03—47r
OB OBs

Por lo tanto, tenemos que:

?:__gM_”iﬂ? 7)

Si i se mueve en B’

?d? — Dependiendo de si 7’ est4 fuera o dentro de B’
47TG’Mm

3Escribimos B en polares multiplicado por el radio ¢
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Figura 11.3: No hace falta que B y B’ sean regulares, pero ain no se dibujar otra cosa

Si tenemos muchas masas, también es cierta la proposicién.

B
Figura 11.4: fBB FdS = —47rGMm Con M suma de las m en el interior

Conclusién En el caso de los planetas, ? tiene que ser una funcién radial (por la
simetria de la esfera), si cogemos B una "esfera ficticia" de radio r = || 7/ || =

oy)

FaS = 4m?(F|

Como faB?dﬁ = —47GMm =

GMm

r2

—47T7‘2|?| = —4rGMm = |?| =
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Por lo tanto, |?\ = GMm que es la férmula de Newton, es valida con objetos con

r2 '

simetria radial y por lo tanto valida para los planetas.

11.2.3. Un poco de mecanica analitica

Lagrange escribi6é un libro llamado “Mecanica Analitica” publicado en 1788. Este
libro describia la mecanica de manera muy matemaética lo que presentaba una gran
ventaja: permitia la unificacion de la misma. Todo se regia en base a un principio
con adicién de teoremas. Ademas la mecanica sufrié varias simplificaciones como. por
ejemplo. la libretad para escoger las coordenadas libremente.

Proposicién 1.5 (Calculo de variaciones). Dada L regular de 2n + 1 variables.
Supongamos que la integral:

b
| @), aul6).1(0) 0.0

(donde ¢; = %)

dt

alcanza un maximo o minimo para ciertas q;( con 1 < i < n) regulares con valores
gi(a), qi(b) fijados. Entonces dichas q; satisfacen:

ECUACIONES DE EULER-LAGRANGE

d (oL _8L aral <i1<n
at\ag )~ og 7= =

Ademas si L no depende de la dltima variable (la t suelta) la energia es constante
para las q; solucién. Es decir:

" 0L
izlq I

Las propiedades minimizantes o maximizantes no dependen de las coordenadas
elegidas (polares, cartesianas, etc. .. ).

Estas ecuaciones de Euler-Lagrange se cumpliran siempre que la integral descrita

alcance un maximo o un minimo, pero no nos dice nada sobre la existencia o no de
esos extremos. En los siguientes ejemplos damos por supuesto su existencia:

Ejemplo: Distancia mas corta entre dos puntos

El problema consiste en hallar la curva o(t) = (t,y(t)) mas corta que conecta (0, 0)
y (1,1).

/ongitud:/O ||a'(7f)||dt:/0 V14 (y(t))2dt
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y=¢y =¢n=1 L=y1+g¢
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Pasamos a las ecuaciones de Euler-Lagrange:

dt \0¢) 0Oq dt \2\/1+¢ )

- L = cte=

V1+¢? 1+¢

Asi, considerando los datos iniciales:

=cte= §=cte=q(t) = At + B

tenemos que:
q(t) = y(t) =t = o(t) = (t,1)

El resultado obtenido, como era de esperar, es una recta.

Observacion: Podriamos haber resulto el problema de otra forma, basandonos en
que la energia es constante:

. .
E=¢"" —L=ce=¢G—L— —\/1+¢=
oq

-1
1+q2 /1+q'2

= (¢ = cte

Ejemplo: Braquistocrona, J.Bernouilli, Newton, Euler, Lagrange
El problema consiste en hallar el tobogan mas rapido que une (0,0) y (5,—1).
h = altura medida desde el origen.

Vamos a parametrizar la curva en funcién de la altura. Para ello, expresamos la x
en funcién de la y.

En mecanica la velocidad vertical viene dada por:

dh _ /%h
dt ~ T+ (@ ()2

Para calcular el tiempo total integramos:

/—dh / ”1+ dh =938

Considerandon = 1; t = h; ¢ = x; ¢ = x’ tenemos el Lagrangiano expresado como:

RViER%
N V2gt

y basandonos en las ecuaciones de Euler-Lagrange tenemos:

d (811) 0L 0L q
— (= = cte > ————— = cte
dq g’ 04 t(1+¢%)
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se trata de una ecuacion diferencial un tanto dificil de modo que nos creemos que
el resultado es:

q(t) = %m(u); con t = sin® (E)

2

Escribiéndolo de forma elegante, tenemos que el tobogan obtenido es la cicloide:

11.2.4. Principio basico de la mecanica

Teorema 11.6 (Principio basico de la mecanica (principio de Hamilton)). Las
trayectorias de los sistemas mecanicos dan extremos de f;Ldt donde L es es
lagrangianoy L =T —V, siendo T la energia cinética y V la energia potencial.

Energia ci- Definicion 11.1 Energia cinética. Para un sistema mecanico con masas m; en las
nética posiciones (x;,vy;, z;) la energia cinética es:
i
T — 1 D2 2 2
1
Energia Definicién 11.2 Energia potencial. Una funcién V escalar tal que ? = —-VV (E
potencial sistema es conservativo)
Ejemplo:  Vamos a ver el potencial en el caso gravitatorio:
? —GMm ? int.con respecto de x —GMm
ER -

Y=

Cerca de la superficie de la Tierra se suele hacer la siguiente aproximacion:

Va a/turah—_GMm__GMm 1 =Mt —GMm GM
~ R+h R

TR ~ R e hm = m(cte;+hx*ctey)

= V =~ mgh + cte
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11.2.4.1. Importancia del Principio Basico de la mecanica
Principio basico = Las trayectorias son soluciones de las ecuaciones de Euler-

Lagrange.
0 (OL\ _ 0L
ot \0q;) 9

Importante: Se pueden escoger las coordenadas que uno quiera. Las minimas que uno
necesite y preferiblemente que reflejen las simetrias.

Ejemplo: El péndulo simple Con la siguiente nomenclatura:

(l = longitud

m = masa

G =«

T = im(i* + ¢°)
\V = mgy

Tomando como coordenada que describe el sistema o en lugar de las coordenadas
polares (x,y) nos queda:

{x R 1/2mi*é* y V = —mgl cos o
y = lcosa

Con esto escribimos las ecuaciones de Euler-Lagrange:

O (OLY 9L . 926y = —mgisina —> mi%i = —mglsin
9t \9a ) ~ da et T TSI T G T e

De lo que sacamos la ecuacién del péndulo simple:

('jz—i—%sinazo

» Otra forma de hacer este problema es utilizando la energia, es decir, que:

oL
FE = &— — L es constante
O

2
2——gcosa:ct6

[
Esta altima férmula es equivalente a la otra del péndulo simple que ya habiamos

hallado.

E =1/2ml*a*> —mglcosa = &

Ejemplo: Ahora vamos a intentar resolver lo que habiamos visto de
Kepler(movimiento de los planetas) con este principio.

Suponemos que las 6rbitas son planas. Mas adelante veremos cémo deducir
rapidamente este tipo de cosas sélo mirando a L (Lagrangiano).

17 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

Tenemos
GMm

Tomemos 6 y r como coordenadas generalizadas. Entonces tenemos:

1
T=gm(#+9") yV =

1 .
V= Y T = §m(7'"2 + 726
y de la férmula de T'= L — V' deducimos que :

1 : GM
L= §m(7"2 +720%) + —am
r

Escribimos las ecuaciones de Euler-Lagrange:
d (OL\ OL
dt \or ) or

d(ory _or
dt \ 99 /) 00
E= fa—L, + gL _
or 00
Ahora queremos hallar la r en funcién de 6 puesto que queremos obtener la ecuacion
de la elipse:
dr _dr/dt 7
dg  do/dt  cte/r?

Y si despejamos en la ecuacion de E nos queda:

2F  cte?2 2GM
- _|_ -

cte 1r?

m r2 r
Para escribir la ecuacion de forma mas clara, cambiamos el nombre de las constantes

por Ki y Ky y despejamos 6 de la siguiente forma:

T

Ko/

Y como K, y K son ctes podemos escribir

—d(& — K
a6 — — 4~ 1)

K, K,
- d<7 —K) = =4
Llegando a:
dr d(£r — Ky)
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Sabiendo que

/ L 4 in 4-ct tcte = 0 Kk )t
— | —=dx = — arcsin +cte = arc cos +cte = arccos | — — cte
V1-—a? r ?
Podemos suponer que la cte es 0:

K, K,
0= ——Ky >r=———
o8 r 2 r K5 + cosf

Y como la ecuacién de la cénica es:

- cte
1+ cte-cosh

Ya hemos probado la 12 Ley de Kepler con las ecuaciones de Euler-Lagrange.

La ventaja de resolver los dos ejemplos anteriores con Euler-Lagrange es que he-
mos podido escoger las variables que quisiéramos, de forma que el calculo ha sido mas
l6gico y directo

I1.3. Leyes de conservacion: Teorema de Noether

Facil pero muy importante en Fisica teérica.

iCoémo inventarse leyes de conservacion?

Teorema I1.7. Teorema de Noether Cada simetria de L da lugar a una ley de
conservacion.
L= L(qb q2; .-+, dn, q.la [EE) q'n7 t)

Demostracion. Suponemos que L no depende de ¢.

Supongamos que existen ¢;(t, h) con ¢;(t,0) = ¢;(t) de forma que L no varia.
1 2, .2, .2
L:§m(x +y +2)+x
Gi=T @=Y ==z

y—y+h
@(t,h) =q@t)+h  ylt,h) =ylt)+h

Si L es invariante al variar h (en un entorno de 0). Entonces:

0L Og; 0L 0q;
Z dq; Oh Z dq; Oh
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_Z<daLan 8L8q’i)_d " 0L Og;

dtdg; Oh * 0g; Oh ) — dt \ < dg; Oh

Para esto hemos usado:
d (oL 9L _ d (94 a
it \og ) oq Y at\on)” oh
Si q;(t) — qi(t,h) dejan invariante L (no depende de la altima variable) y L

9L 0q;
satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange. Entonces ) " , 4. i e conserva (no
varia en t).

Observacién: Se suele tomar h =0

O]
Ejemplo:
1
L:§m(x2+y2—l—z2)+x
y—y+h qG—>q¢p+h
(@1 — @ 3 — q3)
r— X Z—Z

Z oL dq; 8_L8q2 0L 8y oL
dg; Oh  Ogo Oh 8y oh 83)

(usando if;;h) =1)

oL
Por lo tanto 5 S€ conserva.
Y

Ejemplo:
Y >y+h z — z+ 2015h (x — x)

0L 0q; OL oL
Z 3 662 — (‘9_y1 + 0_2015 =my + 2015mz  se conserva

Ejemplo:

Y =y+ A z = 2+ ph (x — x) A, 1 arbitrarios

~ OL dg;
- i amy + umz = (0, \, p) x (0, my, mz)  se conserva
- 0qi oh
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= el vector (0, my, mz) se conserva

Observacion:

Siempre que L no dependa de ¢;, se puede tomar ¢;, — ¢;, + h y el Teorema de
Noether implica, como en el ejemplo que ;q—?l se conserva y esto se deduce solo con
)

las ecuaciones de Euler Lagrange directamente.

d, 0L oL oL
0=

_ e e = t
‘9 " aq, og,

Observacion:

Con Lagrangianos de una forma muy comin en Fisica, el teorema de Noether da
la conservacién del momento lineal y del momento angular(ej 13)

Ejemplo: Casie¢j 13 Hoja 1

1
L= §m(l’2 + 3+ 2%) = V(I[x|])
GMm

Va2 +y? +22)

Es invariante por giros, tomemos el giro alrededor de el eje z.

1
(gravitacion L = §m(x2 +y* 4+ 2%) +

(x,y,2) = (xcosh —ysenh,rsenh + ycosh, z)

No hace falta hacer la cuenta directamente, se puede hacer teniendo en cuenta
las matrices (la derivada de una aplicacion lineal es una aplicacién lineal) 7?7 No estoy
seguro de que dijo aqui.

84: Oh

S€ conserva
i=1

mi(—z*x0—yx1)+my(xx1—y*x0)+mzx0=m(yx — iy)

Vemos asi que la 32 coordenada del momento angular se conserva

dr
r X m—

dt

Resumen/Conclusién jCémo deducir que las érbitas son planas sélo mirando al
lagrangiano?

. . , . Tma de Noeth — —
1. Por simetria esférica ' == m x o' es constante (ct¢) —> ' -cte = 0

21 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

2. Ha intentado escribir el lagrangiano en coordenadas esféricas y deducir lo de las
6rbitas asi pero no o ha conseguido, lo colgara en su pagina y ya lo pondremos
por aqui
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Capitulo Il

Cadenas de Markov

I[11.1. Un modelo para redes

En este capitulo vamos a ver cémo ordena Google las paginas que resultan de la
basqueda para mostrarlas por orden de prioridad.

Supongamos que tenemos una red de paginas web conectadas por enlaces (Google
afirma cubrir unas 3 - 10'® paginas web). Vamos a ver las paginas como vértices de un
grafo y los enlaces como aristas dirigidas(especificando un sentido).

Matematicamente esto es un grafo dirigido:

i Como ordenar por relevancia los vértices?; En qué orden apareceran las paginas?

Para poder determinar qué paginas son mas importantes vamos a suponer un paseo
aleatorio por los vértices (los internautas navegan al azar siguiendo los enlaces) de forma
que una mayor acumulacién en ciertos vértices indicara que son mas importantes.

Observacién: No funciona literalmente, hay que hacer modificaciones.

A la larga esto converge...
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120 180 120
120 .60 @f-’ .60
120 120 180

144.02 144
71.95@{‘ 72@f

144.02 144

Como habia 360 al principio parece que:

= Probabilidad de estar en 1 es 15 =

» Probabilidad de estar en 2 es % =

(S]] (S

» Probabilidad de estar en 3 es % =

(S

Segin esto 1y 2 son igual de importantes y 3 es la mitad de importante.

La distribuciéon que pensamos que da el limite es estacionaria (no cambia con el
tiempo).

Recordamos que en la red anterior cuando el tiempo tiende a infinito parece que la
distribucién de personas se estabiliza.

Parece ademéas que sea cual sea la distribucién inicial llegamos a proporciones
similares. En este caso llegamos a la distribucion limite (2, 2, 1), que es una distribucién
estacionaria (no varfa con el tiempo).

I11.2. Propiedades de los paseos aleatorios

iEsta simulacién con paseos aleatorios siempre sirve para ordenar los
vértices (paginas web)?

Debemos estudiar las siguientes preguntas:

i Existe siempre una distribucién estacionaria?

Si existe una distribucién estacionaria jes anica?

El procedimiento, j Da lugar siempre a una distribucién limite?

Si la distribucién limite existe, jes independiente de la distribucién inicial?

Vamos a analizar estas preguntas y sus respuestas una a una.
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I11.2.1. Si existe una distribuciéon estacionaria jes Gnica?

2/5 @2/
2/5 ©)2/5
Como desde un lado de la red no se puede acceder al otro podemos decir que las

distribuciones (%, %, %,0,0,0,0) y (0,0,0,0, %, %, %) son estacionarias:

I11.2.2. jExiste siempre una distribuciéon estacionaria?

Ejemplo:  Sencillo

o "

Si pones todos en un nodo oscila:
100-001—-010—100

Se puede argumentar que con una distribucion inicial uniforme si funciona:
11 1

1 11
333%333

Pero esto no es verdad para cualquier grafo: partiendo de la equidistribucién no se

tiene la convergencia en general.

Liih— (%, }l, %,O) — (}l }1, 1.0) oscila como antes

(1111 3

Y
La respuesta es negativa en general

111.2.3. jExiste siempre una distribucién limite?

El mismo ejemplo del apartado anterior nos sirve para ver claramente que no es asi.

Segiun que distribucién inicial escojamos podemos llegar a encontrarnos con un caso
sin distribucién limite.
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I11.2.4. Si la distribucién limite existe, ;jEs independiente de
la distribucién inicial?

Basta usar como distribucién inicial las distribuciones estacionarias que vimos para
la segunda pregunta I11.2.1.

Observacién:

Para el grafo de I11.2.1 se puede probar que 3 limite:

a-0(2210000)+¢(0,000222) 0<t<1
575’5777’ ”77575’5 _— _—

son infinitos contraejemplos como los necesarios para la segunda pregunta I11.2.1y
la cuarta.

Spoiler P1 es verdad y "perturbando" un poco el grafo (de manera muy sencilla)
todas las preguntas tienen respuesta afirmativa.

[11.3. Cadenas de Markov

Definicion 111.1 Cadena de markov. Es una sucesion de variables aleatorias { X, }2°
que toman valores en un conjunto numerable S (conjunto de estados) tal que

PTOb(Xn+1 = V|Xn = U) = PTOb(Xn+1 = V|Xn = U, Xn—l = Un—la --~,X0 = Uo)

para cualesquieran > 0 U,V, Uy, ....,U,_1 € S

Observacién: Ademas supondremos que esta probabilidad no depende de n.

Idea intuitiva: n es el tiempo discretizado, lo que ocurra mafiana depende con
cierta probabilidad de lo que ocurre hoy sin que importe conocer la historia anterior.

Decir que no depende de n es decir que segiin pasa el tiempo, las reglas no cambian.

Ejemplo:  X,, = suma de puntuaciones el dia n al tirar un dado cada dia.

El conjunto de todos los estados serian todas las puntuaciones posibles . (S =
naturales)

Sabiendo lo que llevo acumulado hoy, tengo una cierta probabilidad de obtener
mafana diferentes resultados, pero no depende de lo que ocurrié ayer; no me importa
cémo he llegado a sumar lo que llevo hoy.

Ejemplo: 2 S = puntuaciones en el tenis.

X,, = puntuacion el en punto n

Suponemos que el jugador A tiene prob p > 1/2 de ganar cada punto.

Pensando un poco las puntuaciones en el tenis vemos que S solo puede tener 20
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elementos.
S= puntuaciones numéricas, deuce, advantages(A o B) , victoria (A o B).
Se puede comprobar que:

p'- (1 =161 —p)*)
pt—(1-p)*

Prob(victoria A) =

Esto es como curiosidad, ver que con tener sélo un poco mas de probabilidad de ganar
un punto, la probabilidad de ganar un juego y un set va creciendo.

Si |S| = oo entonces la cadena de Markov es infinita y se supone S = Z*(N—{0})

Si | S| < oo entonces la cadena de Markov es finita y se supone S = {1,2,..., N}

Probabilidad ~ Definicién 111.2 Probabilidad de transicién. del estado i al j
de transi-

cion -Pz'j = PTOb(Xn+1 = len = Z) = PT’Ob(Xl = ]’XO = Z)

Los P,; forman la matriz de transicién.

Propiedades

L. Ejes P =1
2. Prob(X; =j) = Eieg Prob(Xo = 1) Py

Demostracion.
1. Z]GSP'LJ ZJGSPT’O(?<X1—]|X0—Z) PT’Ob(Xl €S|X0:Z>Il

2. Utilizando la ley de la probabilidad total

Prob(X; = j) ZProb ) - Prob(X; = j|Xo = 1)

€S

Ley  de Definicion 111.3 Ley de la probabilidad total. Sea {A;, A,, ..., A, } una particion de
la—pro- Q) con P(A;) >0Vi=1,2,...,n. Entonces, VB C §2 medible (perteneciente a M ):

babilidad
= ZP(B NA;) = ZP(B\Ai)P(Ai)
i=1 i=1

total
Esta propiedad se obtiene de despejar de la formula de la probabilidad condicionada:

P(ANB)
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De las dos propiedades deducimos que:

» (prop.1) La matriz de transicién P;;i,j € S tiene elementos 0 < P;; < 1y la
suma de los elementos de cada fila es 1.

» Escribiendo (IIy) = Prob(Xy =1)
Prob(X, =1i),.q

Entonces por (prop.2) : (I1;) = (IIy) - P (P = matriz de transicién)

.eg como vector fila, y (II,) =

De la misma forma (Il;) = (II;) - P, etc...
Iterando nos queda:
() = (o) - P"

Ahora vemos cémo aplicar esto a las paginas web.

Teniendo en cuenta que en la realidad la P seria una matriz de 3 - 10* x 3 - 103
la forma mas facil de calcular P™ es con la forma canénica de Jordan. Veamoslo con
un ejemplo.

Ejemplo: 1

9

S= paginas web (vértices)
P;; = probabilidad de , estando en la pagina i, llegar a la pagina j en el instante
siguiente.

Prob(Xy = (2)|Xo = (1)) = 1

0 1 0
P=1|1/2 0 1/2
1 0 0
Hacemos Jordan:
1
P=cCt! z C
z
Haciendo los célculos nos queda z = \L@ et
Por lo tanto:
1 1 2/5 2/5 1/5
P ="t 2" c"=r ot 0 C=12/5 2/5 1/5| =L
" 0 2/5 2/5 1/5
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Esto implica que:

lfm (II,) = lim (IL)) - P" = (IIy) - L = (2/5 2/5 2/5)

n—oo n—o0

Que es independiente de 11,

Ejemplo: 2

<

=1 o .C

N =)

co o

oo~ o

co oo
S

271 . . . J— .
w =e3 , si seguimos calculando las potencias de w y de w vemos que van oscilando
entre los valores w,w, 1, por lo que vemos que en este caso P™ no tiene limite.

3 (o) : Alim (II) - P

Sin embargo con (I1y) = (1/3 1/3 1/3 0) se comprueba (I1y) = (I1y) - P

Con lo que para ese (Ily) si tenemos limite.Ya veremos mas adelante como se
llaman este tipo de distribuciones.

Lo que hemos comprobado con estos dos ejemplos es que si conocemos la forma
canédnica de Jordan podemos saber si tenemos convergencia o no.

Resumen de lo visto hasta ahora

(ITy) = {P(Xo = i) }ies — distribucién inicial
P = Matriz de transicién

Cadenas de Markov {

Distribucién de probabilidad en el instante n = (I1y) P"

P™ se calcula con la forma candnica de Jordan

En general queremos que exista la distribucién limite : 1im,, . (I1y) P™

Observacion: Si existe (II) = lim (IIy) P™ entonces (II) = (II) P

| Demostracion. (II) = lim (Ily) P*™ = (lim (Ily) P") P = (II) P O
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Definicién 111.4 Distribuciones estacionarias. Se dice que (II) es una distribucion
de probabilidad estacionaria si:

Observacién: Con estas distribuciones podemos calcular el limite y estudiar la
convergencia sin utilizar la forma canénica de Jordan.

Recordando las preguntas que nos hicimos con las propiedades de los paseos
aleatorios vemos que, experimentalmente, las cadenas de Markov muy interconectadas
responden afirmativamente a esas preguntas.

Vamos a ver dos versiones de lo que se entiende por conexién de una cadena de
Markov

s Definicién 111.5 Cadena de Markov Irreducible. Se dice que una cadena de
Markov es irreducible si se puede ir de un estado a otro en un namero finito de
pasos. Es decir

Vi,jeS3k:P(Xy=j|Xo=1)#0

Otra forma de definirlo es con la matriz de transicién:

Vi,j €S Ik (P¥)y; #0

s Definicién Ill.6 Cadena de Markov Regular. Se dice que una cadena de
Markov es regular si existe un namero de pasos tal que dandolos se puede pasar
de un estado a cualquier otro. Es decir:

3k P(Xy = j|Xo = i) £ 0Vi,j € S
Otra forma de definirlo es con la matriz de transicién:

3k : todos los elementos deP* son positivos.

Los experimentos muestran que en casos con mucha "interconexién" 3 lim(Ily)P"
y no depende de (IIj).

En principio sabemos resolver cada problema, en caso finito, con la forma canénica
pero esto no es muy practico.
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111.3.1. Teoremas

Teorema Il1.1 (Teorema 1). Una cadena de Markov finita siempre tiene al menos
una distribucion estacionaria.

Observacién: Teorema 1 <= 1 es autovalor de P con autovector por la izquierda.

Para demostrarlo vamos a utilizar el Tma. del punto fijo de Brouwer.

Teorema 111.2 (Teorema del Punto fijo de Brouwer).

f:B"— B" B bola cerradaenR" — 32 ¢ R": f(Z) =7

En dimensién dos no es intuitivo y en las demas dimensiones ya es muy dificil, por
lo que vamos a creérnoslo y punto?.

Una vez recordado esto ya nos podemos poner con la demostracién del Teorema 1:

Demostracién.

K = {(z1,29,...2N) ER”:inzl,xl >0}

Vemos que K es homeomorfo a la bola BV~!
Ejemplo N=2: (dibujo) Es obvio que es homeomorfo porque es un segmento.

Ejemplo N=3: (dibujo) K seria el triangulo. Con una proyeccién tendria el
triangulo en el plano xy. Una vez pasado a R? , para demostrar que es homeomorfo
a B2 solo habria que "estirarlo" hasta la bola.

Entonces tenemos K homeomorfo a BV ~!. Multiplicamos los elementos de K
por P.

r€ K = (z)- P € K porque como la suma de los elementos de las filas de
P=1 = (z) - P sigue perteneciendo a K.

Y teniendo esto es facil terminar la demostraciéon ya que por el teorema de
Brouwer 3(z) : () = (x) - P O

IHe dicho
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Teorema |11.3 (Teorema 2). Para una cadena de Markov finita regular
Jlim(Ily)P™ y el resultado no depende de (Ily) y es la dnica distribucion
estacionaria.

Para esta demostracién vamos a utilizar el siguiente lema:
Lema 1l1.4. Tenemos la aplicacion lineal
F:R™ 5 R™

y ) = compacto que contiene a g

Supongamos que F(2) C Int(2). Entonces

Vzg € O, 7, = F(z,-1) se cumple que . =7

Al ser F aplicacién lineal , el T vaal 7.

Si vas iterando muchas veces, al final F se va haciendo tan pequefia que tiende a
_>
0

Creyéndonos el lema pasamos a la demostracion del teorema 2.

Demostracién. Tomamos K como en el Teorema 1.
K ={(z1,29,...2y) € R": le =1,2y >0}

y f(x) = (z)- P
Por el Teorema 1 = 3(II) estacionaria f(II) = (II). Pero todavia no sé si es

anica.

Observacién: K no contiene al origen = el lema no se aplica directamente pero
hacemos una pequefia variacion:

Q={(z)—(II): (z) € K} — compacto y convexo

Convexo: si tengo dos puntos, también tengo los puntos entre medias.

Entonces
QcC{(z,...,zn) E]RN:Z@-:O}:H
Podemos identificar H con RV-1 .

Para explicar esto ponemos el ejemplo de una recta, que mirada desde cierta
perspectiva, se ve como un punto, o un plano como una recta.

Se cumple que f(Q2) C Q porque f(K) C Ky f~}(II) = (II)

Ahora vamos a demostrar que va al interior.
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Int(Q) = {(z) — (II) : (z) € K,z; > 0}[= conjunto compacto - frontera]
Por ser regular 3k : P* tiene elementos positivos (> 0). Entonces

fHQ)=fofo..of(Q)C Int()

Ya que en otro caso habria puntos de la frontera y estos tienen alguna coordenada
no nula.

Aplicando el lema a f* y tomando (II) estacionaria y (x) = (Ily) se tiene que

lim ((z) — (IT)) - P*" = (0)

n—oo
Entonces
lfm (II,) - P = (II)
n—o0
y finalmente

lim () = (IT)

n—oo
Y el limite es Gnico.

Por lo tanto, aplicando P k-1 veces:

lfm (II,,) = (II)

n—oo

Ejemplo:

Teorema I11.5 (Teorema 3). Para cualquier cadena de Markov finita, el limite:

(Iy) + (Iy) + ... + (I1,)

] (con (11,,) = (IIy) P")

lim

existe y converge a una distribucion estacionaria.

Demostracion.

S, = ZP’“ S, es una matriz

La suma de los elementos de cada fila de P* = 1. Como hacemos promedio =
A S, le pasa lo mismo y sus elementos estan en [0, 1].
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B —W = dn;: S, converge (3 lim S, )

Jj—00

Usando el teorema de Boltzano Weierstrass, si no existiera el limite de S,
existirian n;, m; con lim S,,, # lim S,,, ..

Ly =1lmS,,  Ly=lims§,,

LP=L PLy=L
LiSpm, = L1 Sy, Lo =Ly

—
Jj—00

LiLy =1, LiLy=Ly= L1 =Ly

Ejemplo:

O\;}%—O—{)\,})
Tenia muchas distribuciones estacionarias: 31im(Ily) P™ pero depende de (11;).

No es irreducible =(1° ve¢mos) se pierde la unicidad de la distribucién estacionaria.

Ejemplo:

/O
%

O\’Y

No es regular, por ello hay dependencia en (I1y), no es regular, no existe lim(Ily) P™

en general. Pero 31im del tercer teorema 111.5 y en (%, %7 %, )

111.3.2. Page Rank Algorithm

& @
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0 sino hay enlace de i a j
Modelo: P, = 1 ino hay en gelal
n? de enlaces salientes Slhay enlace de la)

P es una matriz N x N N = 310'3.

Idea Si estuviéramos en las hipctesis del Teorema 2 111.3 entonces (II,) P &ande
aproximaria la distribucién de probabilidades de estar en cada pagina (navegando por
los enlaces al azar) (en la practica 50 < n? grande < 100).

Esencialmente lo que se hace para estar en las hipétesis del Teorema 2 I11.3 es
cambiar ceros por niimeros pequefios. Asi se convierte en una matriz con elementos >
0, con lo que se cumple la definicién de regular con k& = 1.

Concretamente se cambia la P original por:

1
P.=(1—¢)P+¢cE siendo £ = matriz con todos sus elementos —
n

Ejemplo:

—@

s

I
o O O
—_ O
O = O

No podemos sustituir directamente los 0 por ¢ ya que entonces no sumarian 1 las
filas.

Por tanto debemos sustituir los 0 por § y ajustamos los elementos no nulos para
que sumen 1.

o 1-20 )
Ps=1 ¢ ) 1—-29
0 1—-26 o

§ = £ (solo notacion) = esta dltima matriz es:

010 1/3 1/3 1/3
PB=01-¢ 001 |+¢]| 1/3 1/3 1/3
010 1/3 1/3 1/3
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Es facil comprobar (ej) que P. tiene filas con suma 1. Ademds, si ¢ pequerio,
P. =~ P.

Lo que hacen los ¢ es representar la posibilidad de que alguien salte a una pagina
aleatoria.

En este mismo ejemplo vamos a ver qué pasa con la convergencia:

1

Intuitivamente los nodos 2 y 3 deberian tener probabilidad ;

probabilidad 0.

Si partimos de (Ily) = (z,y, z) , sin hacer ningin cambio en P —>

y el nodo 1,

(II) = (I)) P = (0,2 + z,y) — (IIy) = (0,y, 2 + 2) — ... — oscila

¢ Qué pasa si lo miramos con P.?

1-2/3 1—=2+¢2/3
limn (ITy) P.  lim [ &, 1=26/3 1=+ &7/
e—0 e—0 3 2—5 2—5

Para ¢ — 0 tendremos algo cercano a la intuicién (0, %, %)

Hasta aqui la parte tedrica pero jrealmente se puede hacer algo similar con
N =3-10'3?

En vez de lim (IIy) P" , se calcula (Ily) P™97*"4¢ con (50 < n grande < 100)

Y ahora vamos a ver el coste que tiene la operacién (Ily) P. = (1 —¢) (Ilp) P +
£ (Ho) FE

Vemos que ¢ (Ily) E no requiere ninguna operacién. Si lo vemos en el ejemplo de
N = 3:

1/3 1/3 1/3
(z,y,2)- | 1/3 173 1/3 | =(1/3,1/3,1/3)
1/3 1/3 1/3

Observacion: 5 +4+3: = %(x+y+z) y (z4+y+2z) = 1 porque son las probabilidades

de pasarax ,ayoa z.
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En general , ¢(Ily)E = (1/N,1/N, ....,1/N)
iy la parte de (1 —¢)(Ily) P?

Es sencilla porque P esta llena de ceros.

= Si cada pagina tiene k enlaces, P tiene sélo k- N elementos no nulos

» Cada iteracién (II,) = (II,—;) lleva del orden de k - N operaciones, y esto es
factible incluso en nuestro ordenador.
iCuanto de pequeiio deberia ser 7

Matematicamente deberia tomarse ¢ — 0 pero en la practica, cogiendo un & muy
pequefio la convergencia es muy lenta.

Google dice que usa ¢ = 0.15.

Curiosidad : Una prueba de que Google no sélo utiliza este algoritmo para dar
prioridad a sus paginas es lo siguiente:

Algunas empresas hacen link farming (interconectarse ain sin tener nada que ver)
ya que de esta forma, segiin el algoritmo, deberian subir de prioridad.

A

Pero google puede detectarlo y eliminarlo, por lo que queda claro que utiliza otras
herramientas.

Propuesta de ejercicios:

1)
Simular con un programa(en el lenguaje que queramos, mejor C o C++) una red

grande (p.ej N = 10°) "aleatoria" , de modo que cada pagina tenga 10 enlaces , y ver
cuanto se tarda en hallar (IIy) P}%° Chamizo tardé 70 segundos.

2)

Crear un generador de textos aleatorios en un idioma.
Lenguaje de programacién recomendado: Phyton

i Cémo hacerlo?

1. coger un texto largo en el idioma que queramos

2. Estados = pares de de palabras consecutivas

3. Unir estados de forma aleatoria.

P.ejemplo: [a manos] — [manos llenas] — [llenas de] / [llenas con] ....
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111.3.3. Cabos sueltos

Repasando los teoremas 111.3 111.5 vemos que han dejado algunos cabos sueltos.

= jQué se necesita para la unicidad de la distribucién estacionaria?

= jqué ocurre con las cadenas de Markov infinitas?

Hay un teorema que responde a estas dos cosas. La idea es: En una cadena de
Markov finita irreducible = existe una Gnica distribucién estacionaria.

Pero esto no se cumple en las infinitas.

Ejemplo: cadena infinita en el que no existe distribuciéon estacionaria
Consideramos los nameros naturales:

S =17"
Vemos que efectivamente es irreducible.
Vamos a comprobar que no existe una distribucion estacionaria:

Suponemos que tengo una distribucién estacionaria para llegar a una contradiccién:

(H) = ($1,[L‘2,ZE3...)

Vemos que

xr = %.1'2 - 513'2:2.%'1

Igzl’l—i—%l’g = 13 =21

1 1
T3 = §ZE2+§1’4 = T4 = 21

L .

Esto lleva a una contradiccion porque el resultado esperado si existiera la distribucién

estacionaria seria:
o0
T+ E 201 =1
n=2

Pero esto es imposible.

De esto de deduce que lo importante para la existencia y unicidad de distribuciones
estacionarias no es tanto que se pueda ir de un estado a otro si no que el tiempo
medio de retorno sea finito.
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Tiempo Definicién 111.7 Tiempo medio de retorno. Es el tiempo de retorno al estado i y
medio de  se define como:
retorno m; = E[I_HXO — Z]

Siendo T; = infn > 0 : x, = i el tiempo minimo en volver.

Observacién: Para cadenas de Markov finitas irreducibles m; < oo

Teorema 111.6 (Teorema 4). Para una cadena de Markov irreducible (finita o
infinita)
3 distribucién estacionaria <= m; < oo para algun i

Ademas m; < oo implica que la distribucién estacionaria es:

y es unica.

Observacién: Si m; existe para algln estado, existe para todos.

Ejemplo:  Recordemos el ejemplo de :

o

Tenemos que (IT) = (%, %, %) El teorema nos permite ver que:

. ﬁ = g es el tiempo medio (n. de clicks) para volver al estado 1 partiendo del
estado 1.

= [0 mismo para 2

. 1/5;:5 es el tiempo medio de retorno para el nodo 3.

Ahora vamos a ver que aplicando la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros a
este tema, se cumple casi seguro que:

N, (i 1
h’mn—(z):—

n—o0 n mi

Siendo N, () el nitmero de veces que hemos vuelto a i en n Unidades de Tiempo.

Observacién: No se cumple al 100 % ya que son variables aleatorias.

39 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

Ejemplo:  Con el mismo grafo del ejemplo anterior, si desde 1 hago n clicks , con n

grande, tipicamente ha vuelto a 1 del orden de 51/2 = mil

Conclusién : N, (i) ~ =

7

111.4. Una cadena de Markov infinita: Movimiento
browniano

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
1/2
1/2 12 12 1/2  1/2  1/2
Modela, entre otros, el movimiento de particulas pequefias (polen) sobre un liquido,

que siguen un "camino aleatorio" al ser golpeadas por muchas moléculas.

Nuestro ejemplo concreto: Modelo de particulas que se mueven al azar a derecha
o izquierda (paseo aleatorio).

Los estados son S = Z. Y la matriz de transicién cumple:

1
Piy=PF,n = B P, ; =0 (En el resto de casos)

Para estudiar el movimiento browniano nos gustaria que los estados estuvieran "muy
pegados" formando un continuo R. También nos gustaria hacer continuo el tiempo.

Calculemos el n? de visitas (retornos) esperados al origen = 0.

Probabilidad de volver en tiempo =2 = P(X, = 0| Xy =0) =

Probabilidad de volver en tiempo = 4 = P(X, = 0|Xy = 0) = % (3)
1

Entonces N,(0) = > (%)

27<n J

lim —Nn (0>

n— 00 n

=0

Este calculo requiere usar aproximaciones finas de factorial (Stirling).

Podemos ver entonces que no existe una distribucién estacionaria ya que + =

m;
0= m; = oo.

Teniendo P(X,, = j) con la matriz de transicién se puede calcular facilmente
P(Xn+1 = ])

. 1 . 1 .
P(Xpp1 =j) = §P(Xn=J —1)+§P(anj+1)
Queremos que los tiempos en vez de ser 0,1,2,3,... sean Oh, 1h, 2h, ... con h pequefio
y que los estados sean ¢Z = {0¢, £1e,+2¢, ...} con € pequefio. Ademas queremos que

en tiempo acotado hn(= 1) nos hayamos movido tipicamente un espacio 5 acotado.
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En el paseo aleatorio en Z se prueba que tipicamente en n pasos se llega a distancia
cy/n. tiempo = V/dist, lo que sugiere que h ~ 2.
1

Elijamos h = %52 (si en vez de ; escogiéramos otra constante apenas habria

cambios):

P(Xn-l-l:j)_P(Xn:j) P(Xn:j_1)+P(Xn:j+1)_QP(Xn:j)
h €2

Queremos que cuando h — 0 P(X,, = j) = u(z,t)j € Z n € Z* U {0}
(x = je,t = nh).

Teniendo en cuenta que h — Oy ¢ — 0.

u(z,th) —u(z,t)  ulr —e,t) +ulz+e,t) — 2u(x,t)

h B g2

Ut = Ugy
ECcUACION DEL CALOR EN R

Up = Uy T ERE>0
u(z,0) = f(x) < distribucién inicial

Como las probabilidades de la cadena de Markov siempre suman (integran) 1 esto
debe ser verdad para cualquier tiempo.

Es decir:

/f(a;)das =1= /u(x,t)d:v = 1 para cualquier t
R R

Si u resuelve la ecuacién del calor :

1 infty )
SOL:u(z,t) = \/R/ f(y)e~@=v  utgy

Sie 7é % si uno pone otro nimero, aparece una constante en u; = €5,
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Capitulo IV

Aplicaciones del analisis de
Fourier

IV.1. Desarrollo de Fourier

Idea del analisis de Fourier: "toda" sefial se puede descomponer en "tonos
puros" (arménicos) de frecuencia fija (tipicamente sin(anx) , cos(anz) n € Z).

Ejemplo:  Sea la funcién f(t) =t cont € [0, 1) que se ha extendido periédicamente
con periodo T = 1.

Figura IV.1: f(t) =t extendida periédicamente con T = 1.

Su desarrollo de Fourier (que veremos mas adelante cémo se calcula) queda de la
forma:

DO | —

1 o
SF(f ——= (2mnt)
(f( - 2:: sin(27mnt)
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Cuantos mas elementos del sumatorio tomemos mas precisa serd la aproximacion,
como se puede ver en la figura IV.2.

12 T T T T T T T T T

/(1) negro
SF, azul

SFy rojo

Figura IV.2: La aproximacién a f(t) segin tomemos cuatro u ocho elementos del
sumatorio.

IV.1.1. Aplicaciones

Muchas aplicaciones de ingenieria estan basadas en estas ideas, como puedan ser
los formatos JPEG, MP3, MPEG o codificaciones para telecomunicaciones. La idea en
comin es que, como hay “tonos” que o bien son ruido o bien no tiene mucha influencia
sobre el resultado final, los eliminamos para ahorrar espacio. Es un tipo de compresién
que, por supuesto, conlleva pérdidas.

En ingenieria, una aplicaciéon muy coman es utilizar esto como filtro quitando ciertas
frecuencias. En el caso del MP3, por ejemplo se eliminan las frecuencias que no oimos.

En matematicas y fisica hay problemas dificiles para funciones generales pero
que se vuelven faciles para "tonos puros" (senos y cosenos). Por ejemplo, lo que dice
la interpretacion de Copenhague: las particulas tienen funciones de ondas y en los
experimentos sélo se detectan los tonos puros que componen estas funciones con una
probabilidad que depende de su amplitud.

Observacion: En general consideramos que el recorrido de f es C porque e =
cos T + isinx permite escribir senos y cosenos al mismo tiempo.

eiw + efix

COSTY = ——m——
2

eiz _ efz'z
sinx = -
21
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IV.1.2. Teorema de Fourier

Teorema V.1 (Anélisis de Fourier en Z/NZ). Cualquier f : Z/NZ —— C se
puede escribir como

1 ~ nm
f =5 ¥ Fom-e (%)
meZ/NZ
, donde e(x) = e*™*,
?(n) es la transformada de Fourier discreta

Fo= Y sm-e(=3")

meZL/NZ

Observacién: Hay un algoritmo eficiente para calcular los /f\(m) llamado Transformada
Rapida de Fourier (en inglés Fast Fourier Transform, FFT).

Demostracién. Definimos la funcién § : Z/NZ —— C como

1 sin=0
5(n):{0 sin 0

, y decimos que también se puede escribir como

, donde

Es claro que con esta nueva formulacién 6(0) = 1, pero ain tenemos que ver
quen#0 = d(n)=0

Podemos ver § como el producto de % por la suma de los términos de una

N
progresion geométrica tal que
a; =e(n0/N)=r¢(0) =1
tnt1 = e(—nN/N) = e(n)

. L _n
, es decir, con razén e"n.
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Basandonos en la férmula conocida para la suma de los términos de una
progresion geométrica tenemos que

e(n) — e(0)

en/N —1 =0

d(n) =

Otra forma de pensarlo es como vectores. §(n) se puede ver como la suma de
todas las raices de la unidad. Si lo vemos como las raices de la unidad podemos
entender cada raiz como un vector que representa una fuerza aplicada con el origen,
con lo que vemos facilmente que todas esas fuerzas se anulan lo que encaja con la
idea de que la suma de las raices de la unidad es 0.

Una vez que tenemos esto, vemos que la f(n) del teorema se puede escribir
como:
fn)= Y f(k)-d(n—k)
kEZ/NT.

puesto que fijado un n todos los sumandos seran 0 excepto aquel en que n = k con
lo que obtenemos la igualdad trivial f(n) = f(n)

Sustituyendo,
1 —k
=y 3w X (M) -
k€Z/NZ meZ/NZ

H T () ()

keZ/NZ mEL/NTZ

Y como por definicién tenemos que

, ya esta probado el teorema. [

Ejemplo:  Vamos a hacer un ejemplo con N = 3. Supongamos que tenemos los
siguientes datos de una funcién, que sabemos que es periédica a intervalos de longitud
2 empezando en el origen:

7 sin=0
f(n)_{2 sin=1,2

Entonces, aplicando la férmula del teorema, nos quedan los siguientes términos

45 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

para f :

70 = 10 -e0) + 5(1) ¢ (-3 ) + 721 (-3) =
=742 (—%—z\§>+2 <—§+%_> 5
7(2) = £(0) - €(0) + £1) e(—§)+ £@) (_§> _

Como

, simplemente sustituimos y nos queda que

s =gee(0:5) 5o (15) + 5o (2-5)

Y efectivamente, si comparamos resultados nos queda :

11 5 5

IV.1.2.1. Paso de funciones discretas a funciones continuas

Este teorema se puede utilizar para transformar funciones discretas (con N
grande) a funciones continuas.

Partimos de f(n) discreta y llamamos F' (%) = f(n) a la funcién continua que
queremos construir.

Haciendo el desarrollo de Fourier de f nos queda que
-y ()
Llamamos z = % y a,, = f— y nos queda que

= Zam - e(mx)
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i)
x; = x(t=74)
T
l l I l l I
1] i 10 | sl 20 25 T

Figura IV.3: Una ilustracion de cémo se puede conseguir el paso de una funcién
discreta (con valores xq,x1,...x,) a una continua usando Fourier.

Para calcular F(x) necesitamos calcular primero los coeficientes a,,. Para ello

hacemos el limite de #:

m fijo

/f_ — l Z ( ﬁ) con N muy grande
N N N
i 1) =F (%)

Comok=0,.... N—-1 = 0< % < 1 podemos interpretar el sumatorio como
suma de Riemann de modo que:

fom) _
N = /0 F(zx)-e(—mx)dx

Finalmente obtenemos:

o0

F(z) = Z F(n) - e(nz) siendo F(n) = /0 F(z) - e(—nx)dx

m=—0oQ

Observacién: La no acotacién de R limita la validez de esta férmula para funciones
F buenas (por ejemplo C?).

f R — C 1-periddica
f(z) = i fn)e(nz)  f(n) = Ofo(x)e(—nx)dx e(r) = 2™

n=—oo

f(x) = Desarrollo de Fourier de f  f(n) = coeficientes de Fourier de f.

La igualdad f(z) = > 7 __ es cierta para f periédica € C? y la convergencia es
uniforme (Tma. de Carlesson-Hunt = la igualdad es cierta en casi todo punto con tal
de que f € L”[0,1]p > 1)
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i Se puede analizar en senos y cosenos una funcién no periédica? Si, pero hay que
tomar los de frecuencias no enteras.

= funcién 1-periédica = f(z) = g(F) es T-periédica.

- 112
gl@)= Y gnle(nz) gn)= [ = [ gla)e(—na)dz
[=]
T — %
. T/2
. n . 1 n
f@)= Y dwe(ge) am =7 [ Fwel-Ty
nETee ~T/2
. T/2
=73 | [ f@d-Fuir| o)
"m0 N2
T — oo Escribiendo 7 =
f(z) =" / otra integral e(yx)dy

Esto sugiere que para f : R — C

/f :waMm@f>=/J@dwmw

f se conoce como la transformada de Fourier (y se inventé antes que la discreta).
Y f(x) es la Férmula de inversién.

[e.o]

Laigualdad f(z) = | ... escierta para f que decaiga rapido con cierta regularidad.

—0o0
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RESUMEN:

= Si tenemos una funcién f : Z, = Z/nZ — C su desarrollo discreto de
fourier nos dice:

= Si tenemos una funcién f : T —— C, es decir, una funcién 1-periédica el
desarrollo de fourier queda:

f@) = 3 fn)e(na)

n=—oo

» Paraf: R - C

f(z) = / F()e(x)dy

for = [ " Ha)e(—g)da

Observacién: En los dos dltimos casos serdn necesarias ciertas condiciones de
regularidad sobre la funcién f

Ejemplo:  Hallar el desarrollo de Fourier de la funcion 1-periédica que en [—1/2,1/2]
vale

f(z) = €™ + e *™ = 2 cosh(2rx)

Para empezar calculamos la férmula general de los coeficientes de la serie de fourier:

) 1/2 A

Y ahora calculamos la serie propiamente dicha:
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—T

2mx —27r epi — € . (_1)
flz)=eT+e —T_Z 1+n26( )

Ejemplo:  Otro ejemplo
Expresar e~1*| como una integral usando la férmula de inversion.

Recordemos la férmula de inversion:

/f e(z)dip — F(u >=7f<x>e(—

Entonces:

o0

fla) =t — )= [ eleminan -

oo

0o . 0 1 1 2
/ 6—(1+27rzw)z + / (1 2mi)x + =
; T l+2omid | 1-2mi 1+ 4n%y?

—00
Por tanto:

[ 2e(aw 2 cos(2mz1)
f($>:e|:/1f4fr2w2¢ /1CO+S4§/J2 &

—00

IV.2. Proyecciones, convoluciones vy filtros

Sea V' = espacio vectorial euclideo (complejo) y {u, ..., u,} una base ortonormal,
cualquier vector del espacio puede escribirse como combinacién lineal de los elementos

de esta base. Es decir:

xeV =x=\uy +..\u,

Como la base es ortonormal es muy facil de calcular los \;: \; =< u;,x >

Ademas tenemos que la proyeccién sobre el subespacio S que genera {uy, ..., us}
es:

P, (x) =<uy,x > uj + ...+ < ug, X > uy (porque es ortonormal)

Asi mismo podemos construir un espacio vectorial de funciones V- = {f : Z, =
Z/nZ — C} definiendo el producto escalar como:

< f,g>= % > Fn)g(n)

nELn
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Proposicion IV.2. Sea f,,(n) = e (%2), las funciones { fo, f1, ..., fa—1} son una base
ortonormal

Demostracion. Para demostrar que son una base ortonormal debemos demostrar
que son ortonormales y que, efectivamente, forman una base. Vamos a ello.

1. Ortonormalidad

n—1 nm nm’ n—1 n(m'—m
<fm7fm’ >:]lVZn=06(_T)e<T>:%Zn=06< ( N )):

1 sim'=m

{O sim' #m

Con lo que vemos que si multiplicamos escalarmente dos vectores cualesquiera
de la base obtenemos 0 (perpendicularidad) y al multiplicar un vector
consigo mismo obtenemos 1 (normalidad)

2. Base

Cualquier f cumple

N-1 N—-1
F=S Mt =3 < furf > fur = f(n) :% S f(m)e (%)
m=0 m=0 mEZLn

]

Al igual que hicimos con
V={f:Z2,=7Z/nZ — C}
podemos definir el espacio de funciones
V={f:T—K,feL0,1]}

que constituye un espacio vectorial con el producto escalar asociado:

< fig>= / F@)g(x)da

Proposicién IV.3. Las f,(z) = e(nz) son ortonormales.

Demostracion. Esta demostraciéon es muy similar a la de la proposicién anterior.
Primero demostraremos que estas funciones son ortonormales y después, que
constituyen una base.

1. Ortonormalidad

1 sin=n'

< foy frr >= je(—nx)e(n’x)dx = /01((71’ —n)x)dr = {O Sin 4

0
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2. Base
Si los f, fueran una base (también Illamado sistema ortonormal completo)
entonces:

1

F= 3 Mfs = M < fuf o= [ elona) fa)do = 5lo)

neL 0

Por altimo podemos considerar el espacio vectorial de funciones:
V={f:R+—C}

con su producto escalar asociado:
<fg>= [ T@gs

obteniendo resultados analogos a los anteriores

Corolario IV.4. El teorema de Pitagoras en n dimensiones nos da

n
Il = | < x>
m=1

En cada una de las tres situaciones discutidas anteriormente (los diferentes espacios
vectoriales estudiados) nos da respectivamente las siguientes identidades, que no son
en absoluto triviales.

fof o [e= 3 ol [ ise= e

n[Zn

Sl - S

neLN anN

A Si tomamos la funcién 1-periédica que coincide con la identidad en [0,1), entonces
f(0)=1/4y f(n) =1i/(2mn) paran # 0. La segunda férmula nos da

o0
772 _9
o
n=1

La idea de la proyeccién es muy natural en las aplicaciones del analisis de fourier.
Por ejemplo, una sefial de audio 1-periédica, en principio, requiere infinitos nameros
complejos para ser representada a través de sus coeficientes de Fourier. Sin embargo, el
espectro audible esta entre 20Hz y 20kHz, con lo cual no perdemos nada si proyectamos
sobre el subespacio que corresponde a estas combinaciones de frecuencias, lo que
corresponde a:

f= ). [fne(no)

20<|n|<20000

52 de 142



Convolucién

Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

De forma mas general, es habitual atenuar o amplificar algunas frecuencias sin
perderlas del todo (por ejemplo aumentar los graves o los agudos). Matematicamente
la operacién que generaliza la proyeccion en el caso de funciones 1-periédicas seria
multiplicar cada coeficiente por un peso:

o0

f(z) = Z ane(nx) — Z W(n)a,e(nz)

n=—o00 n=—o00

La mayor parte de las aplicaciones del analisis de Fourier se basan en procesos de
este tipo, se asigna un peso a cada una de las frecuencias. Como con los filtros de paso
alto, bajo, banda...

i Que le ocurre a la funcién tras transformarla de esta manera? j Hay alguna relacion
simple entre f y la sefial transformada? (Sin el desarrollo de Fourier). La respuesta es
que si, a través de convoluciones

Definicién V.1 Convolucién. Se llama convolucién de f y g, y se escribe f * g, segiin
el dominio en que estén definidas estas funciones, a:

" fg:Zn = C (fxg)n)= 2 f(n—m)g(m)

MmEZN

= fg:T—C (fxg)(x)=[ f(xz—1t)g(t)dt

o .

« JgiRSC (fx)@) = [ S0

Proposicién IV.5. o
fxg=1g
Es decir, multiplicar los coeficientes de Fourier (o transformadas de Fourier) por g

es lo mismo que convolver la sefial con g.

Demostracién. Tomaremos dos funciones del tercer tipo indicado anteriormente.
Las demostraciones en los otros casos son similares a ésta.

F5(0) = [ (= g) (o) =

= / flx —t)e(—xp)dxdt z=y+t=

_ / g(t) / F(g)e(—yt)e(—t)dydt

—00
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Y puesto que

[ sttt =5w) [ swel-yorty = iw)
nos queda o

]

IV.2.1. Simetrias y decaimiento de los coeficientes de
Fourier

Esta claro que desde un punto de vista practico no podemos guardar todo el
desarrollo de Fourier de una funcién 1-periédica en una maquina y menos ain cuando
estos son infinitos. No obstante estos coeficientes decaen de modo que basta con
guardar una pequefia cantidad de ellos para garantizar la precision deseada.

En el ejemplo:

a T cos| M)
1~ 72 —_—

~ N1
error < Z el N
n>N
Sin embargo en el caso de la sierra
U(t)
11 i sin(2mnx)
2 7 - n
t(s)

o 5 10 1

los coeficientes decaen como n~!, es decir:

r ...
error < E — ni siquiera converge
n
n>N

Observacion: La regularidad influye en la rapidez de convergencia de la serie de
Fourier.
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IV.2.2. Convergencia lenta:

El problema de la convergencia lenta resulta critico para las aplicaciones porque nos
obliga a almacenar muchos coeficientes de Fourier para obtener la precisién deseada.

Ejemplo:  Si tengo una funcion f : Zy — C

s =5 X Tome (%)

meZn

Si tenemos N grande y coeficientes parecidos — es dificil decidir cuales omitir.

Ejemplo:  Supongamos ahora que tenemos una funcién 1-periédica f : 11 — C
tal que f € C(R).

Paran # 0
fo = [ fa)e=najaa

Llamamos {u = /(@)

dv = e(—nzx)dx

Entonces:

1
2min

e(—naz)|'

f(n) = f(2)

[ ree-nae

—2min 0

—2min

1
Al ser f(x) cnz) | _ 0 como fes periddica, si seguimos iterando hasta k veces
0

llegamos a :

~ 1 1
A W/o fO (@)e(—nz)dz
y como |f®)| < cte en [0,1] = |/f(n)| < %

Con menos regularidad, si f(*) existe excepto en un namero finito de puntos (de
[0,1]) y esta acotada, daria el mismo resultado.

Vamos a ver esto para k = 2:

Ejemplo:

k=2 = |f(n)| < cte = i e(nx)

n=—oo

Converge absolutamente.
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0 1 2

La extension 1-periédica de una funcién, tipicamente no es ni siquiera continua.
= tipicamente no se puede tomar k = 2 = malo para las aplicaciones.

En estos casos se usa el siguiente truco. En lugar de la extensién periédica primero
se refleja la funcion (la sefal) por el eje Y y después se extiende de forma 2-periddica

Como el reflejo y la sefial original coinciden en el final de una y el principio de la
otra esta extensién si seria continua

Para poder trabajar con esto debemos ver las ecuaciones de Fourier para las
funciones 2-periédicas. En este caso

Z f S|endof /f e(—nx)

n=—oo

Podemos ver que los coeficientes del desarrollo de Fourier para funciones 2-
periédicas son reales, siempre y cuando la fucnién f sea real.

— %/_11 f(x)e(—ng)dx = %/_11 f(x) cos(27mg)dx cR

ng) = cos(2mng) +isin(2rng) y ademas f es par y sin es

Esto se debe a que e(—n3

impar.

i Cémo adaptar esto al caso discreto f : Zy — C?

Haciendo las cuentas pertinentes se obtiene un analisis de Fourirer discreto en el
que podemos usar e((m + 3)5%) en vez de e(™#) y tomando partes reales se puede

escribir todo en términos de cos(?(m +3))
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Proposicién IV.6. Para f :{0,1,2....,. N — 1} — R se cumple

donde

Observacion: Y esto es lo que mas se utiliza en el tratamiento de sefiales de sonido,
imagen, etc

Demostracion. Lo anico que hay que hacer es sustituir la definicién de fe(n) y
comprobar que se tiene una identidad.

Vamos a abreviar:

0 sin#0
1 sin=0

) =3 fm)stn—m)  5n) = {

=0
Al ser f una combinacién lineal de §—m basta con probar la féormula para las
funciones f(n) = d(n —my).

Si escribimos la propiedad para f(n) = d(n —myg) y usamos 2 cos («) cos (5) =
cos (o + ) + cos (a — ), lo que hay que probar es:

N-1
™ ™
+ Zn: 1 {cos—(mo—irm—l—l)+cosﬁ(m—m0)}

N

==

§(m—mg) = %+%Nin —1 [Re (e (%(mo +m+ 1))) +Re (e (%(m - m0>)>

Duplicariamos la n si afiadimos los negativos o los 2N — 1,2N —2,2N — 3, ....
1 ! n ™
= WRe 2% (e (m(mo +m+ 1)> +e (W(m — mo))>

= (kN o sii£o0(M)
;e(ﬂl)_{M sil'=0 (M)

= la expresion de arriba es §(m — my).

(prueba supuestamente sencilla teniendo en cuenta que m — m varia entre 0 y
N-1)

]
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IV.3. Aplicaciones

IV.3.1. Formato JPEG

M

Cada pixel son 3 nameros (bytes) (RGB) (si tiene transparencia 1 mas
correspondiente al canal alfa)

R,G,B € [0,255] (enteros)

Como hay combinaciones de R y G que se parecen demasiado para el ojo humano,
en la realidad casi siempre se pasa de RGB a YCg Cg con un “cambio de base”, es
decir, con una transformacién lineal.

= Y representa la luminancia — el ojo es muy sensible a ella
s Cp representa la crominancia — el ojo es poco sensible a ella.

» Cg representa la crominancia — el ojo es poco sensible a ella.

En las imagenes en tonos grises (comanmente mal denominadas “en blanco y
negro”) cada pixel tiene su valores R,G, y B iguales y éstos a su vez son iguales a
Y (luminancia). En las cuentas que siguen vamos a restringirnos a este caso. En los
otros casos lo Gnico que se hace es repetir estas cuentas 3 veces (R,G y B)

8

R

8]

La imagen N x M se divide en bloques 8 x 8'. Cada uno de ellos se puede interpretar
como una funcién:

f:40,1,..7} x {0,1, .7} — R
que asigna al pixel P;; del bloque, su color (R=G=B=Y € [0, 255]) (solo un nimero
para nuestro caso de tonos de gris).

Idea Descomponer f por Fourier y suprimir las frecuencias altas excepto si tienen
coeficientes (amplitudes) grandes.

En principio, con 3 de estas funciones f tenemos toda la informacién de los pixeles
del bloque.

Detalle técnico: Al utilizar YCgCg, si cambiamos el tono azul, no se aprecia
diferencia. Ademas, para CgCg se suelen despreciar entre la mitad y las % partes de
los pixeles de la imagen original.

1Si la imagen no tiene un nimero de pixeles multiplo de 8x8, entonces nos inventamos pixeles
para que cuadre
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IV.3.1.1. Aplicacion de la DCT (transformada coseno discreta) en cada
variable

Dada la funcién
f:{0,1,..7} - R

su transformada de Fourier es

Z Qy, COS ( (m + 1/2)) con «,, = cierta férmula

Si utilizamos esta férmula en cada variable de F se tiene el desarrollo de Fourier

ZZanmCOS( (k+1/2)) (%(l+1/2)>

n=0 m=0

En principio los a,,, son 64 nameros que determinan F' pero mas dificiles de
almacenar explicitamente (son reales, no enteros)

Ejemplo: Si pensamos que -1 es negro y 1 es blanco, ®,,, es una imagen 8x8
(en tonos de gris) y que F' corresponde también a tonos de gris.

F =35 aym®Pum es la descomposicion de F' como superposicion de imagenes
basicas.

[LE2
s [

o 1O

®yo = 1 La que menos oscila.

®77 = la que mas oscila.

Observacion: En la practica los a,,,, no se calculan con mucha precision. En GIMP
en opciones avanzadas esta el DCT method que permite controlar la precision, pero
no se aprecia ninguna diferencia en la imagen aunque si en el tamafio.

IV.3.1.2. Cuantificacién (cuantizacion)

Queremos conseguir elegir el grado de precisiéon de conversién de la imagen.

Si tenemos enteros de 1 byte de dos tipos: A y B. Los A son importantes y los B
son la mitad de importantes. Podemos almacenarlos de la forma siguiente:
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s A — tal como estan

» B — divididos entre dos (redondeando si es necesario)

almacenar recuperar

a, ——— @, : 8 bits —— q,,

atmacenar, bn 1 . recuperar bn 1 . -
by, l 5 [ + } : Thits P 2 [ + } ~ b,con imprecisién de 1

2 2
En general:
b 1 . .
b— |—+ 3 — n * valor almacenado = b con imprecisiéon comparable a n
n

[% + %} es el entero mas cercano a %

Puesto que el valor almacenado solo toma valores multiplos de n, con un n mayor
tendremos menos nimeros posibles que almacenar pero mas precision.

Con experimentos se estudia la sensibilidad media del ojo humano a cada ®,,,.
Dependiendo de ello se crea una matriz de cuantificacién. La usada generalmente para
el canal Y es la matriz 8x8:

120 101
103 99

Donde C;; = sensibilidad a distinguir ¢;;

= C;; pequefio — mas sensibilidad

» C;; grande — menos sensibilidad

Cada Cj; se usa para llevar a cabo una cuantificacién de a;;.

Como es obvio, existen otras dos matrices para Cp y Cr

RESUMEN
) 7
DCT 7 cuanti ficacin Apm,
F {anm}n m=0 ” + =
’ Com 2
n,m=0
7
Donde { {g”—’" + %} } es el entero mas cercano a o
n,m=0
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Entonces vemos que partiendo de F, tenemos informacién de 64 bytes, y al hacer
{Xm}’. . —o también tenemos 64 bytes.

i Qué hemos ganado?

La ventaja reside en que muchos de los A,,, son nulos. La mayor parte de los
bloques 8 x 8 no presentan variaciones abruptas. Por tanto los coeficientes de Fourier
decaen rapido.

Asi los a,,, suelen ser pequefios excepto si0 <n,m < 1o al menossi0<n,
m < constante pequefia. Por tanto los )\, correspondientes son nulos tipicamente.

En definitiva, la coleccién de los ), correspondientes a todos los bloques esta
formada mayoritariamente por ceros.

Ejemplo:  Una imagen con un 90 % de ceros se reconoce bien. Se nota que no es
de calidad pero bueno.

Ademas, por la cuantificacion, tipicamente los nimeros pequefios estan muy
repetidos.

IV.3.1.3. Compresién

Se aplica compresion Huffman (tipicamente) a los A,

La compresién normalmente consiste en que en lugar de guardar en un fichero
todos los ceros que hay, cada vez que vea un cero lo guardo y seguidamente guardo
el nimero de veces que se repite, hasta que aparezca un 1. Se gana mucho ya que
normalmente solo uno de cada 100 nameros es un 1.

Observacién: La compresion de Huffman no es exactamente esto, lo que hace
es analizar el fichero, ver qué simbolos se repiten mas y les asigna cédigos para
comprimirlos, de manera que optimiza la compresién.

Esto se contara con mas detenimiento en el préximo capitulo.

El resultado de esta compresion es el fichero . jpg

Una vez visto el procedimiento de compresién de la informacién de la imagen, la
duda que nos surge es: § Como descodificar un fichero . jpg?

En primer lugar se descomprime el fichero. Una vez hecho esto, en la cabecera se
encuentra toda la informacién general como, por ejemplo, la matriz de cuantificacion.

Una vez tenemos esta matriz, se multiplican los \,,,,, por los C,,,, obteniendo los
anm a partir de los cuales podemos construir la transformada de Fourier.

En resumen los pasos a seguir son:

que reconstruye cada bloque.
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IV.3.2. Aproximacién de funciones

Buscamos una manera de ensefiarle a un ordenador o una calculadora cémo calcular
funciones “complicadas” ( seno, coseno, exponencial...).

Tomamos +, —, - y = como operaciones basicas y, por tanto, evaluar polinomios
es una tarea sencilla.

. Es posible aproximar muy bien funciones complicadas por polinomios con pocas
operaciones? La respuesta, evidentemente, es si.

Para esto Taylor no sirve ya Taylor funciona muy bien alrededor de un punto, pero
no cuando nos alejamos y nosotros queremos una forma de hacer esto en regiones
amplias.

La situacién tipica es que sélo necesitemos aproximar una funcién en un intervalo.
Por ejemplo, dada la funcién f(z) = sinx, nos basta con aproximarla en un intervalo
I =[0,7/2] ya que para x > /2 tenemos que x — 27k € [0, 27| y, combinandolo con
sin(m — x) = sin(x) podemos conocer el valor de sin(z) sin dificultad.

De la misma forma podemos evaluar el logaritmo en cualquier punto a partir de
su estudio en un intervalo dado basandonos en: f(x) =logz [ =[1,2] z>2—
log(z) = log(x/2™) + nlog2.

La mayoria de operaciones realizadas por este método (dividir entre 2, elevar 2 a
n, ...) son practicamente inmediatas usando la representacién binaria del namero.

Con una transformacién lineal podemos suponer que el intervalo es I = [—1,1].
Queremos aproximar f : [ = [—1,1] — R y para ello, desarrollamos por Fourier
(pensandolo teéricamente ya que hay infinitos coeficientes)

g(x) = f(cos(2mz))

f(cos(2mx)) = Z f(n)e(nz) = ag + 2 Z a, cos(2mnx)

n=-—00 n=1

Observacién: ¢ par = f reales. Por lo tanto quitamos la parte imaginaria.

Escribimos el resultado superior tan “raro” para poder escribir una formula para
todos los coeficientes:

1
an :/ g(x) cos(1mnx)dx
0
Tomando en el desarrollo z — %arccosx :

f(z) =ap+2 i a, T, (x)

n=1

donde T,,(x) = cos(narccosz) son conocidos como polinomios de Chebyshev

Observacién: T,(z) es un polinomio paran >0, = € [—1, 1].

62 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

Ejemplo:  Ty(z) =1
Ti(x) = cos(arccosr) = x
Ty(x) = cos(2arccosr) = 2(cos(arccosr))? — 1 = 22* — 1
T3(z) = 423 — 3x

Usando las férmulas de cos(a & /3) se puede deducir que:

Thir(z) = 22T, (x) = Th—1(x) n>1

Como Ty y 17 son polinomios = Todos los T}, son polinomios.

Observacién: Por lo tanto si se busca 7),(x) basta calcular Ty(zo) y T1(x0) y usar
esta férmula recurrente (esto es lo que hacen las calculadoras).

f muy regular = g(x) = f(cos(2mx)) es muy regular y es 1-periddica.
= sus coeficientes de Fourier tienden rapido a cero

= a, — 0 muy rapido

N
= f(z)=ap+2 Z a,T,(x) es buena aproximacion.
n=1

Observaciéon: Los coeficientes a, pueden ser precalculados y almacenados en
memoria.

sin(2mnx)

ay = /0 1 () cos(2mna)da = — /0 1 ¢ () 2R g

2mn

También se puede determinar el N de antemano dependiendo de la precisién
exigida.

Ejemplo:  Veamos cémo aproximar la funcion sin(x) Para ello vamos a apoyarnos
en la funcion f:
f(x) =sin (gx)

Aproximando f en [—1,1] podemos deducir sin en R. Ademads, por la simetria
impar de f, se puede ver que as, = 0. Si tomamos tres coeficientes de Fourier no
nulos, precalculados con 8 decimales, obtenemos:

sin (gx) = 0.566824097T} (z) — 0.069035897 ) + 0.00224536T5 ()

donde Ty(x) = =z, T3(x) = 42° — 3z, y Ts(x) = 162° — 202 + bx. Se puede
comprobar que el error absoluto maximo en esta aproximacion es menor que 7 x 107°

Con 8 coeficientes no nulos ya se obtiene el error necesario para la doble precision
(< 1071, el epsilon maquina).
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IV.3.2.1. Tomografia
Veamos ahora dos técnicas relacionadas con el analisis de Fourier

» TAC (Tomografia Axial Computarizada)
i Se puede reconstruir la estructura de un tejido a través de radiografias?
La respuesta es Sl, ahora vamos a ver cémo.

Cuando hacemos una radiografia pasamos rayos x por una muestra y vemos que,
al llegar al otro lado, los rayos llegan mas atenuados si han pasado por zonas de
mas densidad.

La "radiografia unidimensional" que se obtiene en el detector (donde llegan los
rayos), depende de la integral de la densidad de la muestra a lo largo de la linea.

En la practica el emisor y el receptor se van girando y se obtienen los datos
correspondientes a todas las radiografias.

ror = vcost +ysinf =t

detector

los rayos que
atraviesan menos
llegan con
mas intensidad

siendo 6 el angulo con el eje OX y t la distancia de la recta a O (origen).

W normal

64 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

En definitiva si p = densidad de la muestra. Los datos obtenidos por una maquina
de TAC son valores de:

Al final si el patrén que obtenemos es mas claro, habremos pasado por una parte
de la muestra con menos densidad y viceversa.

La pregunta matematica es si a través de los valores de FPy(t) cuando 6 y ¢ varian
es posible recuperar p

La respuesta a esta pregunta la dio J.Radén, que demostré que si que era posible.
Veamos cémo.

Recordemos la féormula de 7y,

Tor = xcost +ysind +t

Entonces, haciendo una parametrizacién de la recta nos queda:

o= [ oot o w)iau

e r =1{cosf —usind

e y=1tsinf + ucosb

Py(t) = / p= / p(tcosf —usinf,tsinf + ucosb)du
T&,t —00

Siendo el determinante del Jacobiano del cambio de variables igual a 1.

Consideramos la transformada de Fourier de t — Py(t)

Py(€) = / / p(tcost —usind, tsin @ + ucos 0)du e(—t&)dt

Haciendo un cambio de variable en dos variables (u,t) — (x,y), que corresponde
a la paramerizacion anterior.

(:1:) B (cos —sin> (t) <t> B ( cos sin) (2:)

= . <— = .

Y sin  cos U U —sin  cos Y
Pi©) = [ [ olae(=tocos-+ysin))dedy

Observacién: Como sabemos que f(£) = [ f(@)e(—x€)dx Para F: R? —
C la definicién es similar tomando transformadas en cada variable.
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Plem) = [ [ fGpel=se = yn)dsdy

Para intentar no mezclar las variables vamos a usar r en la siguiente férmula en
vez de &:

~

Py(r) = p(rcosf,rsinf)

Esto implica que p(x,y) = /]R2 p(&,n)e(x€ + yn)dédn

Cambiando a polares con £ = rcosf y n = rsinb:

2 (%s)
plx,y) = / / rP, (r)e(zr cos O + yrsen 0)drdo
o Jo

Este sistema se ha tardado mucho en aplicar porque puede funcionar bien en
objetos cuya densidad decae suavemente, pero el cuerpo humano no es asi, y
aunque el calculo no sea muy complicado, hace falta ordenadores para realizarlo.

= RMN (Resonancia Magnética Nuclear)

RMN Resulta que las particulas subatémicas tienen un momento magnético, se
comportan como un iman.

Esos imanes pueden estar cambiando de posicién, pero lo pueden hacer a
cualquier velocidad. Se ve que con cierta velocidad logras que esto entre en
resonancia. Esto no lo vamos a ver este curso.

IV.3.3. Experimentos con imagenes y su transformacién de
Fourier

IV.3.3.1. MaAscaras sobre los coeficientes de Fourier

Una vez tenemos los bloques de 8x8, aplicamos mascaras a los coeficientes que se
van a guardar. Esta mascara es una matriz en la que un 1 indica que se debe guardar
ese indice, y un 0 indica que no se debe guardar.

Como cabe esperar, con una matriz llena de unos no hay ninguna diferencia entre
la imagen transformada y la imagen original, sin importar que imagen utilicemos para
calcularlo.

Si probamos, por ejemplo, con una matriz llena de ceros excepto un uno en una
esquina (la superior izquierda en el ejemplo) lo que ocurre es que para cada bloque de
8 por 8 solo tenemos un coeficiente. Dejando este bloque de 8x8 de un solo color.

Seguimos probando, esta vez con una matriz con solo unos excepto por la dltima
fila y la altima columna, que tienen 0. Esto descarta 64 - 49 coeficientes. La imagen
final no presenta cambios a simple vista, pero podemos observar, sobre todo en dibujos,
que en zonas de cambio abrupto hay pequefias muestras de oscilaciones.
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Podemos seguir quitando las altimas columnas y filas, y con una mas todavia
seguimos distinguiendo la imagen bastante bien solo que la pérdida de calidad es
visible al hacer zoom y comprobar el resultado.

i Pero que pasa si quitamos el primer coeficiente? Este es el que indica el promedio
de color en ese bloque de la imagen. Si creamos una mascara que descarte solo
este coeficiente podremos observar como el promedio no se tiene en cuenta en la
imagen transformada. A efectos practicos, las zonas en las que los colores sean
mayoritariamente constantes se veran negras (color 0) ya que el Gnico coeficiente
usado seria el promedio (pero lo descartamos). A su vez podemos observar las partes
que varian en la imagen van a tener colores distintos del negro, y las vamos a poder
ver. Si invertimos la imagen, para que las zonas uniformes se vean blancas la imagen
quedara como un dibujo ya que solo se van a ser oscuras las zonas de cambio (en
general, los bordes).

IV.3.3.2. Comparaciéon entre Fourier y Taylor

Con un simple programa de matlab podemos comparar la diferencia entre la
aproximacién de Taylor a la funcién tan(zmw/4) y la de Fourier. Entre 0 y 1 la
aproximacién de Fourier y la funcién real son indistinguibles. Calculando el error vemos
que es del orden de 1073. En cambio, Taylor muestra una gran aproximacién en el
punto 0, pero se puede apreciar que se empieza a separar notablemente de la funcién
seglin se acercaa 1 o -1.

Si probamos con una funcién mas plana vemos como Taylor aproxima mejor que
Fourier en el punto pero se separa enseguida, mientras que la de Fourier se mantiene
cerca de la funcién.

IV.3.3.3. Mas mascaras: Filtros de dibujo

Si extendemos ahora el concepto de mascara anterior podemos poner pesos a cada
coeficiente si multipliamos cada uno de ellos por su correspondiente peso en la matriz.
Y entonces empezamos a buscar matrices que nos consigan un efecto de deteccién de
bordes.

Vamos a repasar un concepto de la convolucién en imagenes. Vamos a verlo primero
en 1 variable para entenderlo mejor.

Si tenemos una f(x) de la que tomamos unos valores (discretizamos) tenemos una
sucesion {f(n)}. Definimos una funcién: g(n) = f(n —1) —2f(n) + f(n+ 1)

Este filtro puede parecer absurdo, ya que en una funcién continua, los valores van a
ser muy parecidos, pero la utilidad de este filtro es encontrar discontinuidades, porque
los valores son mas distantes. j Pero y esto no se ve a simple vista? Pues cuando tenemos
una imagen, esta es la manera de encontrar los bordes rapidamente (no sélo los bordes
de la imagen entera, sino bordes de elementos de la imagen). Podriamos hacer el filtro
mas complicado, como ¢g(n) = f(n—2)+2f(n—1)=5f(n)+ f(n+1)+ f(n+1), es
decir, utilizamos la lista [1,2, —5, 1, 1] que nos da el filtro aplicado. (En el caso anterior
tendriamos [1, —2,1]).

Pero lo atil de esto es en imagenes, como ya hemos dicho, en donde el filtro se
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representa como una lista en 2 dimensiones, es decir, como una matriz.

Para entender mejor cémo funciona esto, podemos pensar qué ocurriria con un
filtro representado con

—_ = =
—_ = =
—_ = =

Lo que pasaria es que se desenfoca. Cada pixel toma informacién de sus adyacentes,
lo que provoca desenfoque. Para probarlo, en GIMP podemos aplicar un filtro de
convolucién y ver cémo ocurre. No solo con GIMP podemos hacer esto (de una manera
"transparente" en el sentido de no entender nada), sino que podriamos hacer un cédigo
de Matlab para probarlo. Chamizo ha colgado en la Web unos programas para hacer
filtros de convolucioén.

iQué pasaria en una matriz que fuera nula entera, menos en una linea que
fueran todo unos? Esto crea un filtro de movimiento, ya que sélo se "desenfoca"
horizontalmente.

Otro filtro interesante es:

00 1 1 00
00 1 1 00
11 -4 -4 11
11 -4 -4 11
00 1 1 00
00 1 1 00

i Esto que hace? Pues este es el secreto del filtro "Dibujo hecho a lapiz". Aplicando
este filtro e invirtiendo, una foto se convierte en un dibujo. Si alguien se anima a
completarlo con unas fotos que lo ensefien pues se vera mejor.

IV.3.3.4. Transformada de Radén

Cuando realizamos la transformada de radén con suficientes muestras (por ejemplo,
180 muestras para media circunferencia) observamos nu resultado muy bueno, con unos
bordes mas suavizados si eso.

En cambio, podemos ver que este método es muy sensible a la discretizacién ya
que si tomamos solo 18 muestras a lo largo de media circunferencia, tras aplicar la
transformacion de Radén y su inversa podemos comprobar como aparecen unas trazas

extrafias y ruido por la imagen, aunque todavia se pueden apreciar las zonas de distinta
densidad.
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Capitulo V

Teoria de la informacién

V.1. Definicién e idea intuitiva de entropia

“Una teoria matematica de la comunicacion” (Claude E. Shannon, 1948)

Partimos de un conjunto finito S = {51,...,S,} que ademas es un espacio de
probabilidad, siendo p; la posibilidad de escoger s;. La idea general es que los elementos
de S sean cualesquiera fuentes de informacién (la notacién S proviene de source).

Mas adelante consideraremos S como un conjunto de “caracteres’ que compondran
mayores unidades de informacién, como mensajes o ficheros.

Definicion V.1 Entropia. Shanon definié una funcién H(p1,...,p,) que mide la
cantidad de “informacién contenida” en S, y que se puede interpretar también como
la “incertidumbre” al extraer una muestra aleatoria de S.

El siguiente ejemplo nos da una idea mas intuitiva de este concepto de Entropia

Ejemplo:  Sea un conjunto S formado por dos elementos y sean las probabilidades
p1=1yp;=0sii+# 1. Entonces, no hay incertidumbre ya que sabemos el resultado.
Es decir, tomando un elemento al azar del conjunto S sabemos a ciencia cierta que
sera sy.

Sin embargo, si para el mismo conjunto S tenemos las probabilidades p; = %
tendremos mucha incertidumbre (es maxima). Es decir, tomando un elemento al azar
del conjunto S no podremos intuir qué elemento sera.

Shannon, al estudiar el concepto de la entropia, forzé una serie de propiedades que
deberia cumplir la funciéon H que buscaba:

» H debera ser continua. Si realizo pequefias variaciones en la distribucién de las
probabilidades, es [6gico esperar pequefias variaciones en la entropia del conjunto.

» / ha de ser creciente en n: Es decir, si dada una funcién
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aumentamos el valor de la n la entropia deberia ser mayor, pues tendremos ain
mas cosas, lo que nos dard una mayor incertidumbre.

» La cantidad de informacién no puede variar si subdividimos S en subconjuntos
mas pequefios de tamafio b;, es decir:

1 1 b1 bk
H|—, . ww— | =H k ..
(n’ (n veces) ’n) <n .(k veces) )"‘E ( .(b; veces)

para cualquier b; € Z*, Zle b, =n.

Asi mismo, Shannon prob6 que las Gnicas funciones con estas propiedades son
aquellas de la forma:

H(pl,...,p,) = CteZpi log(p;) con Cte <0

i=1

Eligio Cte = 10g2 pensando en comunicaciones digitales.
Entropia Definicion V.2 Entropia. Se define la entropia a partir de la férmula:
H(pi,....pn) = sz10g2pz
Se define 0log,0 = 0 puesto que lim, .gxlogr = lim, o+ 105/(;;) =

hmm—ﬂ] // 2 — hmx—>0 _2 =0

Veamos un pequefio ejemplo sobre cémo calcular esta entropia

Ejemplo:  Sea S = { bytes } el conjunto de todos los posibles bytes y supongamos
una distribucién equiprobable entre estos bytes, es decir:

1
p1 = 28 -eey P256 = 28
La entropia se calcularia como:
256 256 256

H=-Y) %bgz(%) ==Y %(—8) => 3% = 2%27° = 2% = 8bits
V.2. Cddigos prefijo

Codigo Definicion V.3 Cédigo. Definimos un cédigo (binario tnicamente descifrable) como
una funcién C : S — ccadena de bits (generalmente ceros y unos) que es inyectiva
cuando actia sobre cadenas de elementos de S como:

70 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

Tenemos dos necesidades practicas:

1. Crear cédigos que afiaden redundancia para poder corregir errores cuando se
transmiten por un canal poco fiable (CD, DVD, telecomunicaciones).

2. Crear cédigos que no tengan ninguna informacién redundante para poder
comprimir.

En este curso vamos a centrarnos en la segunda necesidad. Para ello definimos el
concepto de longitud media.

Longitud Definicién V.4 Longitud media. Se define la longitud media de las cadenas de bits
media C(s;) como:

1(C) = ZZ<c<si>>

Siendo I(C(s;)) la longitud de C(s;) o su nimero de bits.

Si los elementos de S forman “palabras’ (cadenas) s;,s;,...s;, apareciendo como
variables aleatorias independientes entonces la longitud media de la codificacién de
una cadena de N elementos de S es:

lN(C) = Z pi1pi2~'~piNl(C<Si13i2~~SiN))

i1, ninN=1

Siendo [(C(s;, Siy---5iy)) la longitud en bits al codificar de la cadena.

No obstante esta altima suposicién no es realista pues en la mayoria de los idiomas,
la probabilidad de encontrar una letra depende en gran medida de la letra anterior. Por
ejemplo, en castellano, después de una consonante es muy esperable encontrar una
vocal.

V.3. Source Coding Theorem, Noiseless Coding
Theorem o Primer Teorema de Shannon

Con estos tres nombres, entre los que el altimo es el menos habitual, nos referimos
a un mismo teorema, que se muestra a continuacién.

Teorema V.1 (Source Coding Theorem). Sea I* el minimo de I(C') entre todos
los posibles cédigos (con S y sus probabilidades fijados), entonces:
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H<I"<H+1

donde H es la entropia de S.

Por supuesto, comprimir o codificar caracter a caracter podria ser absurdo si
acumulan poca informacién, por ejemplo si son bits. Con un truco sencillo se pasa
al caso general de cadenas. El truco se recoge en el siguiente corolario.

Corolario V.2. Sea I3, el minimo de l5(C') para cédigos definidos sobre N-cadenas
de S (Sn) se cumple:

H§N<H+N,enparticu/ar]\}l;rréO%:H

Este resultado asegura que el mejor cédigo permite, en media, codificar (comprimir)
un fichero de N caracteres en N H bits.

La demostracién del Teorema es bastante compleja y queda fuera de los contenidos
de este curso. No obstante si que podemos llevar a cabo la demostracion del corolario
suponiendo la veracidad del Teorema.

Demostracion.  Aplicamos el teorema cambiando S = {5}, 5,...5,} por S =
{Si1, Sig....Sin} = N-cadenas de elementos de S con probabilidades asociadas
Pit1....pin con lo que obtenemos.

H s<Ily<H 4++1
para paraS

Si conseguimos H 3= N H obtendremos directamente las desigualdades del
para

corolario que queremos probar. Vamos a ello.

Hpara /S\ - Z Dit----PiN logQ(pil---piN)

11...IN

Vemos que log,(pi1...pin) = logy pi1 + ... + logy Din

El coeficiente de log, p; una vez desarrollada la suma sera:

N N n
_Z Z pil---piN:_pl‘Z Z Dj1---PjN—-1

k=1i1..iy=1 k=1 j1..in_1=1

Como ZZ...jN,lﬂpjl‘“ij—l =1 tendremos

—p1N-1=—=p1-N-(p1+ .. 4+p)" ' ==N-p

Entonces, en general
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coef de logp; — —Np; u

coef de logpj — —Np] para o

Por tanto tenemos:
*

l 1
H ~<ly<H ~+1=— HN<IyN<HN+1 — H< —-—<H+ —
paraS_N< paraS_'_ S i< + _N< +N

]

Recordatorio C' estd en principio definido en S pero la definicién se extiende a
cadenas de simbolos concatenando resultados. Exigimos que C sea inyectiva actuando
sobre cadenas.

Ejemplo: S={A,B,C} C(A)=0 C(B)=1 C(C)=10
C no es un cédigo vilido ya que C(BA) = C(C) = 10.

C(A) =01 C(B) =001 C(C)=0001= C(AC) = 010001 si es un codigo
valido.

Ejemplo: N = 10°: el fichero en ASCIl ocupa 10° bytes.

Del corolario V.2 obtenemos que el mejor codigo sélo permitiria llegar a I} hasta
NH bits = 10°1 bits ~ 125000 bytes.

Chamizo hizo unas pruebas en su ordenador en las que con archivos aleatorios los
resultados fueron los siguientes:

algoritmo | tamafio fichero comprimido
gzip 159068 bits
bzip 160213 bits
rar 161495 bits
zip 159210 bits

Tabla V.1: Todos son aproximadamente un 30 % peores que el éptimo.

Ejemplo: S ={0,1} p=p,=3

*

l .
1=H< % = Iy > N = no hay compresion

Ejemplo: jCuanto se puede comprimir un fichero con N bits con el 75 % de ceros
y 25% de 1s?

En este caso tendriamos el conjunto S = {0,1} con las probabilidades asociadas
p1 = 3/4,p2 = 1/4 Podemos calcular su entropia a partir de las férmulas vistas
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anteriormente con lo que obtenemos

H =0.811 = [y ~0.8111N

Digamos que un fichero tiene tamafio M = 1000 bits y su mejor codificacion tiene
un tamafio de R bits..

Si codificamos bit a bit tendremos N = 1 al aplicar el corolario* visto antes nos
queda:

*

I
0.811 < Tl < 1.811

Como R=M -1} = 811 < R < 1811
Si codificamos de 10 en 10 bits N=10 y aplicamos nuevamente el corolario, entonces

*

l
0.811 < L < 0.911
10

Como R=13l -1} = 811 <R <911

Por lo tanto tomando bloques de bits grandes (lo cual en la practica
tiene limites) la "tasa de compresion” se acerca cuanto queramos a H

V.4. Codificacion de Huffman

La prueba del source coding theorem es constructiva, es decir, en principio permitiria
disefiar un cédigo para el que [}, satisfaga la desigualdad que anuncia el mismo.
Huffman, siendo un estudiante de doctorado, creé un algoritmo facilmente programable
para disefiar un cédigo que verifique H < [(C') < H + 1. De hecho [(C) = L*

Se basa en la contruccién de un arbol binario partiendo del conjunto Sy = S'y
evolucionando hasta llegar al conjunto S,,_1 que sélo tiene un elemento.

Las reglas para la construccién del arbol son:

1. Se toman los dos elementos de S; con menos probabilidad y se ponen en el arbol
como hijos de un padre al que se le asugna la suma de probabilidades.

2. Recursivamente definimos el conjunto:

Si+1 = (Si \ {los hijos de antes}) U {padre}

1Como es légico, en el caso N=1 podemos aplicar tanto el corolario como el teorema
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Veamos un ejemplo de la construccién de este arbol

Ejemplo:
S ={a,bc,de, [}
Siendoa=1,bcd=1Ltye f=2
Vemos que el padre de e y f(g}) tiene probabilidad %
Nos queda R
Sl = {a’ ba &) d: ef}

Ahora vemos el padre de d con g}, nos queda:

52{a7 b? & C/Z}}

De forma que glf tiene probabilidad i

Siguiendo estos pasos llegamos a:
S4 = {CL, gf}

con las probabilidades de a y EJ\C = % y la raiz tendria probabilidad 1.

Una vez que ya tenemos el arbol, partiendo de la raiz hasta las hojas codificamos
con 0 ir a la izquierda y con 1 ir a la derecha.

(a—>0

b — 100
c— 101 I(C)=1
d— 110 i{( | 8
e — 1110

\f—>1111

a8
I
ol

Ejemplo:
a=0.35
. . b=0.25
Tenemos el conjunto S = {a,b,c,d} con probabilidades 0.94
c=0.
d=0.16

Tomamos los dos que tengan probabi/ig’gdes mas pequerias y los juntamos como
hermanos de forma que el padre de c y d (cd) tiene probabilidad 0.4.

Luego agrupamos los Aa’os siguientes elementos con probabilidades mas pequefias
de forma que nos queda ab con probabilidad 0.6

El padre de todos (a/ba ) tiene probabilidad 1.
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La coditficacion quedaria:
a— 00

b— 01
c— 10
d— 11

con longitud media [(C) =2 y H = 1.9472

Ejemplo:  Vamos a hacer una pequefa variacion sobre el ejemplo anterior.

a=0.45

b=0.25
Tomamos ahora

c=0.24

d=0.06

Empezamos igual uniendo, c y d. Nos queda cd con probabilidad 0.30.
Ahora unimos cd con b. Entonces probabilidad de bed es 0.55. Y finalmente unimos
el nodo a.
a—0
b— 10
c— 110
d— 111

La codificacién quedaria:

La longitud media (lo que mide tipicamente una cadena de bits) se calcularia:
[(C)=045-1+025-2+0.24-34+0.06-3 =191

Y la entropia H = 1.7560

Llegados a este punto nos quedan dos cosas que demostrar:

1. Demostrar que este algoritmo nos lleva siempre a la obtencién de un cédigo
valido

2. Demostrar que el cédigo obtenido es 6ptimo.

V.4.1. La codificacién de Huffman da lugar a un cédigo
valido

La codificacion de Huffman verdaderamente da lugar a un cédigo valido
(descodificable de manera anica, C es inyectiva actuando sobre cadenas)

Vamos a verlo con el ejemplo anterior:
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Ejemplo:  Recordemos que teniamos la siguiente codificacion

a—0
b— 10
c— 110
d— 111

De esta forma podemos cifrar la cadena abacd — 010011010 y podemos comprobar
que no hay ambigiiedad a la hora de llevar a cabo el proceso inverso.

Esto se debe basicamente a que se trata de un cédigo prefijo:

Definicion V.5 Cédigo prefijo. Sea una funcion C' : S — {cadena de bits} tal que
si bibs....by € ImC' entonces bibs....by ¢ ImC para k < N se dice que es un cédigo
prefijo

Es decir, dada una cadena de bits perteneciente a la imagen del cédigo, si quitamos
su daltimo bit la cadena resultante no pertenece a la imagen del mismo. Un ejemplo de
cédigo prefijo es el UTF-8

Podemos comprobar de manera sencilla que, basdndonos en la definicién anterior,
un codigo prefijo siempre serd un cédigo

Demostracion.
C(S@151251k) = C(SﬂSjg....S]’k) — C(Sﬂ) = C(SJ )

ya que de lo contrario se violaria la propiedad de prefijo, por tanto S;; = Sj;, e
iterando vamos obteniendo S;; = S}

Es decir, queda claro que se trata de una funcién inyectiva. O

Con esto acabamos de ver porqué los codigos prefijos son cédigos. Vamos ahora a
ver porqué los cédigos de Huffman son cédigos.

Los cédigos prefijos generan y provienen de arboles binarios (no necesariamente
completos. Un padre puede tener un solo hijo). En concreto, la codificacién Huffman
procede de un arbol binario en el que interpretamos como las ramas como 0Os o 1s
segln:

0 — rama a la izquierda

1 — rama a la derecha

Ejemplo:  Dada la siguiente codificacion:

a— 01
b — 001
c — 0001
d — 0000

El arbol que nos queda es:
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Con esta correspondencia tenemos que la codificacion de Huffman es un cédigo
prefijo (porque proviene de un arbol)

V.4.2. La codificacién de Huffman es 6ptima

Vamos a ver que esta codificaciéon es 6ptima entre el subconjunto de cédigos
prefijo. Como mencionaremos méas adelante, en realidad siempre un cédigo se puede
transformar en cédigo prefijo sin cambiar las longitudes. Por tanto la codificacién
Huffman también minimiza entre todos los cédigos.

Teorema V.3. E/ minimo de [(C') sobre todos los cédigos prefijo se alcanza con
la codificacion de Huffman

Teorema V.4 (Desigualdad de Kraft). Dado un cédigo prefijo
C:S={5,..,5.} — {cadenas de bits}

y seal; =1(C(S;)) entonces

n

ZQ—lz‘ <1

i=1
Ademas , dados |; € 7 cualesquiera que cumplan la desigualdad, existe un cédigo
prefijo tal que l; = 1(C(S;)) con1 <i<n

Demostracion. Vamos a llevar a cabo la demostracion del problema probando las
dos direcciones de la doble implicaciéon marcada por el mismo:

=1

Digamos que I; < l... < I, < l,y1 = l,uo = ... = l, y consideramos
B ={cadenas de [,, bits} de forma que

2" = |B| = BN ImC| + [B\ BNImC| =n—r+ ) 27l ="y ot
=1

i=1

La ecuacién anterior procede del hecho de que BN ImC no contiene ninguna
de las 2i»~! cadenas de bits que comienzan por C(.S;)

izh’ <1 = I, =1(C(S))

=1
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Esta parte de la demostracion se basa en el algoritmo ilustrado con el siguiente
ejemplo:

ll - 1,[2 :2,13 =3

2714277 +27% <1
Queremos un cédigo prefijo con estas longitudes. Tomamos la longitud mayor
I3 = 3 y dibujamos el arbol binario completo de altura esa logitud.

010

El algoritmo se basa en podar este arbol de la siguiente forma:

1. En [y = 1 borramos los descendientes de un vértice que estén en
altura/profundidad 1.

2. Luego hago lo mismo con [y, con lo cual borramos los descendientes que
estén en altura/profundidad 2.

3. Una vez hecho esto, si sobran algunas hojas que no corresponden a las
longitudes, también las borramos (en nuestro caso nos quedan dos con
longitud 3, y solo queremos 1, por lo tanto borramos la otra)

1
4. Las codificaciones que nos quedarian serian < 00
010

Necesitamos alguna condicién para garantizar que el algoritmo se pueda llevar
a cabo sin que se nos acaben los vértices.

Analizando con cuidado el ejemplo podemos observar que lo que hemos ido
haciendo es comenzar con un arbol de 8 hojas al que le hemos quitado 4 y
luego hemos quitado 2 para al final quedarnos con 8 — 4 — 2 = 2 hojas con lo
que podiamos escoger el I3 que quisiéramos de altura 1.

En general, con la notacion anterior [; < Iy < ... < [, < l,y1 = .. =1, €l
algoritmo parte de un arbol con 2» hojas. De ellas borramos primero 2/ ~!1 y
en sucesivos pasos 2!~z . 2ln~lr y deben sobrarnos, al menos, n —r de las

hojas iniciales.

Entonces necesitamos que 2/» — >y 2ln=li > n — r para que el algoritmo

funcione. Por tanto es necesario que

2 > zn:%—li = 1> Zn:rli
1=1 =1
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Observacién: La generalizacion de MCMillan afirma que para cualquier cédigo se

cumple 7 275 < 1 aunque no sea prefijo.

Por tanto, cualquier cédigo dado satisface la desigualdad de Kraft y por el reciproco

de Kraft sabemos que existe un cédigo prefijo con las mismas longitudes. Asi, cualquier
teorema que hable de las longitudes y sea cierto para cédigos prefijo, lo serd para todos.

Una vez que hemos visto esto podemos probar el teorema del Source Coding V.1.

Para la demostracién vamos a utilizar la desigualdad de Kraft:

Demostracion. Demostracién del Source coding theorem

Sea la funcién

flx1, 2o,y xy) = — Zp,» log z;
i=1

si la restringimos al simplex

n
inzlconogxigl
i=1
entonces f alcanza un minimo cuando z; = p;
Con la notacién de la desigualdad de Kraft tomemos
2l
~n o1
Zj:lQ !

xT; =

Entonces

2—l1 2_ln
H = f(pb ,pn> < f(l'l,l'g, 7$TL> < f (Zn o—1; " Zn 2—lj>
j=1

j=1

y, por la desigualdad de Kraft, llegamos a que:

f (Zz—h 27 ) < F@271, 27 = 1(C)

n _l.““’ n _l

Con esto ya tenemos la cota inferior para la longitud media. Vamos ahora a
obtener la cota superior. Para ello tomamos I; € Z* : —logyp; < l; < 1 — log, p;.
Asi tenemos que

El teorema de la desigualdad de Kraft nos garantiza que 3 cédigo prefijo con [; =

(C(5))

I(C) = Zpili < Zpi - Zpi logopi=1+H
=1 =1 =1

Con lo que ya tenemos la acotacién de la longitud media que buscabamos:

H<IC)<H+1

80 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

V.5. Meétodos de diccionario

En espafiol los caracteres tienen una entropia aproximada de 4.09. Lo que significa
que dado un texto de M caracteres, puesto que:

4.09=H <I[*(C) caracter — 1 byte = 8 bits
cabe esperar que la mejor compresién posible sea 4.09M bits = 2 bytes ~ la
mitad de los bytes que teniamos en el texto original.

En cambio si comprobamos empiricamente con varios compresores comprobamos
que superan la compresién 6ptima:

M = 1869610
algoritmo | tamafio fichero comprimido
gzip 730122 bytes
bzip 534165 bytes
rar 609319 bytes
zip 730264 bytes

Supongamos un tipo de ficheros en que cada byte tiene un 99 % de posibilidades
de ser igual al siguiente y un 1% de cambiar aleatoriamente?.

En un fichero grande de este tipo cada caracter aparecera con probabilidad ~ ﬁ
lo que nos da una entropia:

256 1 1

227256 7256
que, por el Source Coding Theorem indica que no hay compresién posible, cada
byte requiere 8 bits.

Sin embargo hay un método muy facil para comprimir este tipo de ficheros: RLE
(run-length encoding). Este método consiste en sustituir los datos por grupos de dos
bytes. En cada grupo esta el nimero de repeticiones de un caracter y el caracter.

Ejemplo:  Veamos un pequeiio ejemplo de este algoritmo
50A200B = AA... 50 veces ...ABB... 200 veces ...B
200A100A200B = AA... 300 veces ...AB... 200 veces ...B

Con este método tipicamente (por las probabilidades mencionadas anteriormente)
pasaremos de 100 bytes a 2 bytes.

En el teorema S esta fijado S = { posibles bytes }. Si en su lugar empleasemos S
= { posibles cadenas de 100 bytes } el teorema si aseguraria que hay compresién.

2Como una imagen rastrerizada de un dibujo. Los cambios de color son raros porque hay grandes
bloques iguales, como el fondo.
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Observacién: Aplicar el corolario con N = 100 no refleja la situacién de este tpo de
ficheros porque alli se suponia la independencia entre los elementos de S.

Segtin el modelo del corolario: Prob (A... 100 veces ...A) = (1/256)'%°
Y en nuestro problema: (A... 100 veces ...A) = (1 — 0.01)!%° ~ 1/e

En principio Huffman con S = { cadenas de 100 bytes que aparecen en el fichero }
seria ventajoso. Pero este S se basa en un conocimiento previo acerca de las estadisticas
de aparicién de las cadenas en el fichero. Es por esto que el algoritmo de Huffman no
se suele aplicar en compresores “universales”. En general los principales problemas de
este algoritmo son:

= Requiere un estudio estadistico previo del fichero (para decidir S’y p;) que es
costosa.

» Hay que almacenar el arbol para comunicarlo al compresor y podria ser grande.

La idea ahora es buscar métodos "universales" creando diccionarios de forma dinamica
que contengan referencias a las palabras.

Estos diccionarios son virtuales; no se almacenan separadamente al fichero, de hecho
equivalen a él, y s6lo aparecen explicitamente al ejecutar los algotirmos de compresion
y descompresion.

Los algoritmos que se usan parten de un trabajo de J.Zip, A.Lempel de 1997 y dan
lugar a tres variantes principales: LZ77, LZ78 y LZW.

En la practica los 3 se usan con diferentes trucos y variantes, pero estan todos en
uso. A parte de en compresores, se usan en diferentes formatos de imagen.
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V.5.1. Algunos algoritmos de compresién de imagen

algoritmo | funcionamiento
bmp sin compresion o RLE
png LZ777 y Huffman (con filtrados previos)

gif | Fija una paleta de 256 colores (o mas pequefias) y LZW

V.5.2. El algoritmo LZ78

Para simplificar, en los ejemplos pensamos en cadenas de caracteres que terminan
con un simbolo de "fin de fichero" que escribiremos como # 3. El algoritmo se basa
en los siguientes principios:

1. Dividimos la cadena que se quiere comprimir en frases.
2. Cada frase consiste en afiadir un caracter a una frase ya existente, sin repetirlas.

3. Inicialmente sélo tenemos la frase vacia.

Vemos el ejemplo de la palabra rellena. En este caso tenemos un problema y es
que, después de afiadir la primera /, no puedo afiadir la seguna, porque no puedo afiadir
frases repetidas. Por lo tanto afiado le como frase.

Estas frases en una lista numerada, comenzando por 0 — () , y siguiendo el orden,
son el "diccionario".

Ejemplo:  Vamos a ver como seria la lista resultante de: "rellena la encuesta’.
Tenemos que recordar que al final tenemos el fin de documento , #.

(00
1—r
2—e
3—1
4 —le

10 — nc
11 —u
12 — es
13 =t
14 — a#

\

3Esta simplificacién no es algo que nos inventemos. En la practica se considera un caracter de
final de fichero para determinar el fin de cada cadena.
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Ejemplo:  Hacemos lo mismo con la frase "salsa salada"

(00
1—=s
2—=a
3—1
4 — sa
5 — (el espacio)
6 — sal
7 — ad
\8—>a#

Para codificar se sustituye cada frase por un par formado por un nimero y un
caracter segtn la relacién:

frase — (n. de frase en el diccionario sin el altimo caracter, altimo caracter de la
frase)

Ejemplo:  Vamos a ver la codificacion de salsa salada.

;

s —(0,s)

a— (0,a)

I — (0,1)

sa — (1,a)

(espacio) — (0, espacio)

sal — (4,1)

ad — (2,d)

Lt = 2. #)

En este ejemplo, si suponemos que los elementos ocupan 1 byte cada uno:

cadena original — 126 bytes

codificacion — 8 - 2 = 16 bytes

Un ejemplo un poco mas realista es el que hizo Chamizo con el texto de La Regenta.

El texto consta de 1869610 caracteres, el diccionario le salié de 281192 frases.
Entonces:

219 > 281192 > 2! — Necesitamos 19 bits para los nimeros y 1 byte = 8 bits
para el caracter. Asi, cada frase ocupa 27 bits al codificar. La codificacion completa
ocupa 949023 bytes por lo que, efectivamente, Hay compresion

Para descomprimir vamos recuperando la lista del diccionario, partiendo de
0 — (), segan leemos la codificacién.

Ejemplo:  Vamos a descodificar la siguiente cadena:
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(0,e) (0,r) (2,e) (0, espacio) (0,t) (3,s) (0,#)

(0,e) = 1 —e
0,r) = 2—=r
(2,e) = 3 —re
Siempre empezamos por 0 — () ¢ (0, espacio) = 4 — espacio
(0,t) = 5t

(3,s) = 6 —res

(0,#) = 1—e

\

Frase final: erre tres

V.5.2.1. Nivel de compresién del algoritmo LZ78

El nivel de compresién depende del namero de frases asociadas a la cadena/fichero
inicial.

Por ejemplo en la cadena rellenala ya tenemos 10 frases. Las posiciones relativas
a 10 frases ocupan 4 bits. Puesto que un caracter en ASCIl ocupa 8 bits cada par
esta compuesto por la posicién y un caracter. Puesto que la codificacion requerira 10
frases, la longitud en bits sera 10 - (4 + 8)

En general la longitud en bits al codificar una cadena s con LZ78 es
le(S) =F- (ﬂOgQ F—I + b)
Siendo b el nimero de bits de un caracter.

iQué ocurre al aplicar el algoritmo a s = s;1....5,5 donde s;; € S = s1...5,, 7

Teorema V.5. Consideremos la longitud media

ZZ Z Pi1-- pleLZ(Szl ZN)
11,0t N
Entonces " (N)
lim 22—~ = H
Nl—I>rcl>o N

Con H entropia de s

Observacién: Asintéticamente LZ78 es tan bueno como el algoritmo éptimo en el
corolario del source coding theorem

V.5.3. Algoritmo LZW

Es una variante de LZ78 que comienza predefiniendo un diccionario con todos los
posibles caracteres (que pueden aparecer en la cadena).
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La divisién de frases, un poco diferente a la de LZ78, se basa en los siguientes
principios

1. Los caracteres individuales no forman frases porque ya estan en el diccionario.

2. Cada caracter del final de una frase se incluye en el inicio de la siguiente.

Codificacién: referencias de las frases sin el Gltimo caracter.

Ejemplo:  Tenemos la siguiente cadena:
01110100001+

Vamos a ver como sera la divisién en frases.Primero vemos que en el diccionario ya

tenemos
0—0
1—1

Construimos el resto de frases de forma que el diccionario queda:

(00

1—=1

2—01
3—11
4 — 110
5— 010
6 — 00
7 — 000
\8—>01#

Codificacion: posicion de cada frase al suprimir el altimo caracter.

0,1,3,2,0,6,2

Descodificacion: En cada paso afiadimos al diccionario la altima descodificacion
mas el primer caracter de la que esta en curso.

Aunque, como veremos, hay una excepcion.

Ejemplo:  Supongamos el diccionario inicial:
(
0 — espacio
1—e
2—=q
3=
4 —u

\
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Y nos dan las siguiente cadena a descodificar:

1,3,3,1,0,2,4,8,5,7

Empezamos a descodificar:

El'1 — e, lo siguiente es 3 — r pero si vemos la definicién que hemos dado de
cémo se descodifica, ahora tenemos que afadir al diccionario la altima descodificacién
mas el primer caracter de la que estd en curso. por lo tanto también tenemos que
afiadir al diccionario 5 — er

Vamos a seguir descodificando. Nos vuelve a tocar 3 — r y ademas afadimos al
diccionario 6 — rr

El siguiente es 1 — e y afiadimos al diccionario 7 — re

Pasamos al 0 — espacio y afiadimos al diccionario 8 — espacio

Luego leemos 2 — ¢ y afiadimos 9 — espacio g

Y asi seguimos hasta terminar la cadena.

Para la descodificacién , basta leer las frases descodificadas con cada niamero.
Finalmente nos queda la frase erre que erre

Antes hemos dicho que este método a veces no funciona, vamos a ver un ejemplo
en el que no nos valga este algoritmo:

Ejemplo:  En el ejemplo de ayer...
011...01#

Esto cuando lo codificamos queda

0,1,3,2,0,6,2

Si intentamos descodificarlo vemos que 0 — 0 , 1 — 1 y adadimos 2 — 01 y
llegamos al 3... Pero el 3 no esta en el diccionario.

¢ Cémo seguimos? Pues vamos a creernos que 3 — 11

Y sigo descodificando.

Leo 2 — 01 y adado al diccionario 4 — 110.

Lo siguiente es 0 — 0 y afiado 5 — 010

Y toca leer un 6, pero ain no tenemos el 6 en e diccionario.

Vamos a creernos que 6 — 00

Y continuo hasta el final.

i Como hemos sacado la codificacién del 3 y del 6 en el ejemplo anterior?
Siempre que no podamos crear una entrada de diccionario (acabamos de crear la

entrada k — 1 y nos toca descodificar la k) entonces escribimos :

k — altima descodificaciéon + primer caracter de esa descodificacion
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Es decir, en el caso del 6, justo antes habiamos descodificado el 0, miramos el
diccionario y vemos que 0 — 0, por lo tanto la altima descodificacién es 0. Como la
descodificacién de O tiene sélo un caracter , el primer caracter de la descodificacion

vuelve a ser 0.

V.6. El algoritmo ID3 de aprendizaje automatico
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Apéndice A

Ejercicios

A.l. Hoja 1

Ejercicio 1.1:  Una fuerza central es una fuerza que en T tiene médulo
que s6lo depende de ||7’||. Por tanto F =m- @ lleva a una ecuacion del tipo

7" =177

Calcula la derivada de 7 x 7'’ (el momento angular) y deduce de ello que
cada curva solucién estd contenida en un plano. Otra forma (mas complicada)
de proceder es probar directamente que la torsion de la curva es nula. Investiga
este procedimiento usando la ffomula de la torsién

Definimos la fuerza central (la fuerza que va del origen hasta x) de la siguiente

forma:
F=g(|7)7

Como F = m- @ entonces m@" = g(|_|>7||)?
De esto dltimo deducimos que 7 x " = (/ puesto que son vectores paralelos.

Por lo tanto %(7x?’):7x?+7x7”:ﬁ+ﬁ>.

Y con esto ya tenemos que ? esta en un plano ya que:

?x?’:% que es cte —> 70-7:0 %2 Pesta en un plano

i Qué ocurriria con V = 07

a2’ y x serian paralelos, es decir, la velocidad iria en la direccién de x — 7 esta
en una recta.

La explicacién de la altima implicacién se deja como ejercicio.

Otra forma de ver que 7 esta en un plano es utilizando la torsién:
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ts 2 (0]

(7/ > 7//) . ?///
177 x ||

Definimos la curva

y la torsion

T —

Por la férmula de la ? puesdo escribir:

7= Lo(| 7T

Y si dervivamos:

7T

A= 77
1 Z]]

e D]

Con esto podemos ver que 7" es combinacién lineal de 7y 7 y por tanto:

(3 % T x T = det(F, " ") = 0T x B £0T =0 —> curva plana

Ejercicio 1.2:

La estacion espacial internacional orbita a unos 400 km de la superficie dela
Tierra. Calcula en qué proporcion ha disminuido la fuerza de la gravedad a esa
altura. jCuanto pesaria una persona de 80kg a esa altura? j Por qué entonces las
imagenesque nos llegan muestran astronautas y objetos flotando ingravidos?

Queremos ver el peso de una persona a 400 km de la Tierra

Llamamos M a la masa de la tierra; m, al peso de una persona y R, al radio de la
Tierra.

Vemos la relacién entre la fuerza que hay sobre la persona en la superficie de la
Tierra y la fuerza a 400 km:

GMm R? ~ 638

GMm 5\2 2
5 R+4-10 67.8

R (R+ ) ( )
(R+400000m)2

Por lo tanto, si m = 80, el peso a 400 km seria:

80
(67—8>2 =T70.84Kg
3.8

Pregunta del profesor: Los astronautas estan flotando alrededor de la Tierra por
la fza.centrifuga. j Porqué no ocurre lo mismo en la superficie?
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Ejercicio 1.3:  Prueba que la curva en polares r(0) = lffelcf:e siendo

c / b2
_ - = 1 _——
¢ a a?

. . 2 2 . .
describe la elipse % 4+ % = 1 cuando el origen de las coordenadas polares esta en
a? b2

uno de los focos.

Prueba también que la curva en polares

l

r¥) = 1+ ecos(0)

cone >0yl > 0 constantes, describe una circunferencia si e = 0, una elipse si
0 < e < 1, una pardbola sie =1 y una hipérbola si ¢ > 1.

Indicacién: Escribe r(1 + ecos(f)) en cartesianas.

Tenemos la elipse expresada en polares:

a "t b? c b2
r(®) 1+ ecost slende e =% a?
Y queremos llegar a:
22 P
@ Tp !

Esto es la elipse en cartesianas cuando el origen esta en uno de sus focos. Como
es l6gico buscamos el cambio a cartesianas y para ello reescribimos la ecuacion:

r= VTP

r 4 ercosf = a 'b* con
rcosf =z

Despejando y elevando al cuadrado en ambos lados obtenemos:
(Va2 +12)? = (a7'0? — ex)® = 2® +y* = a ?b" + %2 — 20 'bPex
Agrupamos los términos:
(1 —e?)az? +y* = a 2b* — 20 'bPex

2
Como 1 — ¢? = % tenemos que
22
—2b2 + % = a2 — 2 bPex
a

. , . , . 2 T
Viendo en la férmula final el término Z—z dividimos por b en ambos lados de la
ecuacién y completamos cuadrados para = obteniendo:

x+a-e)? 2
( )+y

a? ﬁ:1
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Este resultado seria el que nos piden si e vale cero (a > 0), en cuyo caso es
exactamente una circunferencia y el centro coincide con "los focos" tal y como se
indica en el enunciado.

Ejercicio 1.4: Sea V el potencial de una fuerza ? esto es ? = -VV,
que satisface divF' = 0. Demuestra que si V' es una funcion radial (sélo depende

de la distancia al origen), entonces necesariamente F-K | Z|| 3%, como con
la ley de gravitacion universal

Hecho por De Juan. No fiarse al 100 %
Podemos descomponer el potencial en una composicién de 2 funciones:
d:R3+— R, con d(z,y,2) :||?H
f:R—R.
Con esta construccién, para alguna f tenemos V' (x) = f(d(x)).
KM

Si logramos demostrar que f tiene que ser de la forma f(z) = =2%%, ya tendremos

T 1

el ejercicio hecho puesto que su gradiente nos daria una fuerza con férmula como la
indicada.

Ahora sélo hay que derivar con cuidado:

~F = V() = () - V) = f (fe]) o

Observacién: Hay que prestar especial atencién al hecho de que al escribir x hacemos
referencia a un vector y no a una variable.

Vemos que F : R3 — R3. Calculamos la divergencia de ?

WF = 28 L OF L OF
div 8x+8y+62 0

Basandonos en la expresién de la fuerza calculada anteriormente tenemos:

OF(x) _ | 04(d(x) odx) | v r(dx)

or oA = )= dx))2 " dx)
1)

(1) = 28 . #7(4(x)) por la regla de la cadena.

Simplificando y utilizando el calculo anterior, obtenemos:

8F(X) _ a? "(d(x x) — f(d(x f/(X)
Ta = TGy 6N — () +
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El calculo es analogo para las derivadas respecto de y, z, con lo que la divergencia
queda:

divF = (f'(dx))d(x) — f/(d(x))) - (Z(‘iﬁ —+ 3fd<<dx(>x ’

2
Tomamos d(x) = r y utilizamos 22 + y? + 22 = <\/x2 + 2+ 22> = d(x)?

divF = 0= ((f'(r)r — £/(r) + 3f'(r))

S |-

=0 < rf'(r)=-2f(r)
Hemos llegado a una EDO cuya solucién es g(x) = § porque:

=" = g = = @) =2

Vemos que zg”(z) = 225 = 25 = —2=K = —2¢/(z) que es la EDO que teniamos.
Por tanto ya tenemos el ejercicio resuleto, pues la f obtenida coincide exactamente

con lo que esperabamos obtener. Veamos por que estad f garantiza la férmula para la
fuerza que indica el enunciado.

V(x) = fld(x)) = % N ||i(|’

Y para hallar la ?, utilizamos

—r -y -z
F=-VV=-K -
(HXH3 1[I HXH3>

?:—vvzgx

Y reescribimos :

Ejercicio 1.5:  Explica por qué en el punto mas cercano al Sol de la érbita de
una planeta, digamos a distancia r,, la velocidad v, debe cumplir v, = r,0'.

Recuerda que en el movimiento de un planeta h = 1?0’ es constante y que

a(l —€*) = h?/GM con a el semieje mayor y e la excentricidad. Deduce de
todo ello que v, = br;'\/GM/a

Para probar que v, = r,0 recordamos que estamos tomando v, = || 7’|,
Cogemos la férmula general de v :

v= @9l = v=Vi*+g?
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: . x =rcosf
Hacemos el cambio de variables ) de forma que
=rsinf

v = V75?2 + r202

Como en el punto mas cercano al sol la distancia alcanza un minimo =— 7 = 0,
entonces
v=r0 = v, =1,0

Ahora vamos a deducir:

Por el enunciado sabemos que

h  /GMa(l —€?)

v, = — =
p
T'p T'p

Solo nos queda probar que \/a(l — e?) = % o | que es lo mismo

2

b
a(l —e?) = "

Utilizamos la relacién de la excentricidad (e) con los semiejes (a,b).

Sabemos que e = <, siendo ¢ la distancia focal = ¢ = va? — b? entonces

Nz

a

e =
Sustituyendo:

b2 2 b2 b2
a(l —e?) = — = a(l—a
a a

Vemos que es cierto, por lo tanto v, = = -
p Tp

Ejercicio 1.6:  Prueba que si el semieje mayor de la elipse de un planeta es
a entonces su velocidad cuando ests a distancia r del Sol es \/2GM /r — GM a.

Indicacion: Utiliza el problema anterior y la conservacion de la energia.

Idea: En v, = ri . ,/% (ejercicio anterior) hay informacién redundante, ya que
p
b,a y r, estan relacionadas, no son independientes.

La conservacién de la energia me dice que

1
2mv— T

es cte

Como tengo la velocidad en un punto (v,), me queda
(%

1, GM GM
" = — = —_

1,
2 r 2P r
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Entonces
2GM 2GM
v = +v2 —
r Tp

i Cémo simplifico esto? mirando lo que queremos demostrar sélo queda probar que:

2GM s, GM

— V= —
Tp P a

Sustituimos v, por lo que teniamos en el ejercicio anterior:

2GM

Tp

U =\’
p

2_2@%_GMN_GM( w)

2
Tp ar » Tp

Para que la expresion se parezca mas a lo que queremos demostrar pensamos qué
relacién hay entre r,, y a.

Como e = £y 1, = a — ¢, sustituyendo:

GM p?
M1—@'<2_a%1—@)

Para terminar bastaria comprobar que:

1 b?
(2 - ) =1
(1—e) a’(l1—e)
Es facil usando las siguientes propiedades:
c? b?
62:$:1—§ — b =d*(1 —¢?)

Finalmente

1 ‘<2_1—62>:11 2—(1+e) =1

l1—e 1—e

Por tanto queda demostrado que

°2GM , GM

Tp a

Y ya tenemos sustituyendo en la ecuacién inicial que

_ [T G
v r a
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Ejercicio 1.7:  El cometa Halley tiene distancias maxima y minima al Sol
dadas por 5.25-102m y por 8.77 - 10'° m, respectivamente. Calcula la férmula de
su elipse en coordenadas cartesianas, su valor de %0’ y sus velocidades maxima y
minima.

Solucidon de clase

a+(l4e)=525x107 ) [a=26710"
a(l —e) =8.77 % 100 e = 0.967
Con esto calculamos ¢ = ae = 2.58 * 102 y b = 6.80 * 10!
b) clase (ver ¢j. 5)
h2
M a(l—e*) h=r%

h =120 = \/GMa(l — €2) = 5.53 x 10%

C) Umax Umin

Hay que tener en cuenta que la velocidad maxima se alcanza en el perihelio (punto
de la érbita con distancia mas corta) y la minima en el afelio (punto opesto al perihelio).

2GM M
vmaxz\/ GM__GM ) 5.45 % 10*m/s

a(l —e) a

2GM  GM
Vmin = \/ - =) 9.14 % 10°m/s
a(l+e) a

Ejercicio 1.8: La excentricidad de la 6rbita de la Tierra es aproximadamente
e = 0.017. Si en un libro de texto vemos la drbita dibujada con un eje mayor de
20cm, jcuanto deberia medir el eje menor?. Suponemos, consecuentemente, la
orbita de la Tierra circular. Si en una galaxia lejana hay un planeta hermano de
la Tierra con la misma drbita pero recorrida sélo en tres meses, jqué relacion hay
entre la masa de su estrella y la de nuestro Sol?

Hecho por Pedro. No fiarse al 100 %

Puesto que la excentricidad sea calcula como e = ¢/a siendo ¢ la mitad de la
distancia focal y a el semieje mayor de la elipse, podemos deducir facilmente que la
semidistancia focal es

c=0.17cm
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2

y sabiendo ahora que a? = ¢+ b2, con b es semieje menor, podemos despejar y obtener

que

b= Va2 —c2=+/399.9711 = 19.99921cm
Puesto que la diferencia entre los semiejes de la elipse es minima, tiene sentido
considerar la 6rbita como circular.

Ya sabemos que podemos calcular el area de la 6rbita de un planeta como
1 ) .
A= §hT siendo h = cte dependiente del planeta

Puesto que nuestro nuevo planeta y la Tierra tienen la misma érbita, aunque la recorran
a distintas velocidades, su area sera la misma.

Por tanto, puesto que nuestro nuevo planeta tiene un periodo 4 veces menor,
tenemos que hy = hr - 4.

Si recordamos el ejercicio 1.5 ya vimos que
h2
2
a(l —e) =
( ) GM
puesto que a,e, G no cambian al pasar de estudiar la Tierra a este nuevo planeta,
tenemos que

hy = va(l — e2)GMyg = 4hp = \/16a(1 — 2)GM — +/Myg = V16M

es decir, el nuevo Sol tendra 16 veces la masa del nuestro.

Ejercicio 1.9:  Sabiendo que GM = 3.99 - 1014m3s~2 con M la masa de Ia
Tierra, calcula a qué distancia de su superficie orbitan los satélites goestacionarios:
los que estan siempre sobre el mismo punto geografico porque giran a al par que
la Tierra, una vez cada 24 horas.

La 32 ley de kepler nos da una relacién entre la distancia y el periodo orbital. En

concreto:
T2 B B 472
ﬁ = cte

- GM
Para que sea geostacionario — T' = 24h = 24 % 3600s.

avr2\"”
R= (—) =4.923%10"m

472

R, = R — radio de la tierra = 4.23 x 10" — 6.38 % 10° = 3.58 x 10"m

Aproximadamente 35.000 Km
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Ejercicio 1.10:  Usando la ley de Gauss, prueba que en un planeta esférico
homogéneo hueco no hay gravedad en el interior.

Hecho por Pedro. No fiarse al 100 %

Segin la ley de Gauss la fuerza de la gravedad en un punto de una superficie sera
proporcional al flujo del campo gravitatorio a través de dicha superficie.

Una vez tomamos un punto en el interior del planeta hueco, consideramos la esfera
que lo contiene y que, a su vez, se contiene dentro del planeta.

Para calcular la fuerza de la gravedad en ese punto (o en cualquiera de la esfera
que hemos construido, pues todos comparten el mismo valor de gravedad) basta con
calcular el flujo del campo gravitatorio en torno a la esfera.

Puesto que esta esfera estd hueca y las lineas de campo vienen desde el infinito
hasta la superficie del planeta, no hay lineas de campo dentro del planeta por lo que
no hay lineas de campo que atraviesen nuestra esfera, por lo que no hay flujo y por
tanto, por el teorema de Gauss, no habra gravedad.

Ejercicio 1.11:  Newton resolvié el problema anterior con un bello argumento
geométrico: Fijado un punto interior se considera un doble cono que lo tiene como
vértice. El cono corta a la superficie interior del planeta en dos regiones que cuando
se reducen a tamaifio infinitesimal ejercen la misma atraccion. Intenta elaborar este
argumento hasta que te suene convincente.

Ejercicio 1.12:  Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange con coordenada
generalizada la distancia desde el punto de partida, halla las ecauciones de
movimiento de un objeto de masa m que cae por un plano inclinado de angulo «
partiendo del reposo. La energia potencia gravitatoria es mgy donde g = 9.8m.s™>
ey es la altura.

Hecho por Pedro. No fiarse al 100 %

Tomemos nuestra variable z(t) que define la distancia en linea recta desde el punto
de partida hasta la posicién actual de la masa.

El Lagrangiano seria:

/ab L= /ab Ee— By = /ab %m (Z'/(t))2 + mgz(t) sin(a)

aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange llegamos a

2mz/(t) = mgsin(«)

ot
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de donde podemos deducir que
1
Z(t) = gsin(a)t+ C; = 2(t) = 39 sin(a)t* + Cit + Oy
Asi, la ecuacién del movimiento de la particula seria de la forma

(z(t), y(t)) = <x0 + ig sen(2a)t? + cos(a)(C1t + Cs), Yo — %g sin?(a)t? + sin(a)(Cyt + Cg)>

Tenemos que
L=T-V

Siendo T la energia cinética y V' energia potencial.

Llamamos H a la altura y q la trayectoia del objeto

d oL oL
dt 0 Og;

Entonces escribimos
T =qCcosa — T = §Cosq

y=H —¢gsina -y = —¢sina
Y ahora la energia potencial y cinética

1 1 1
T = émv2 = im(x'Q +9%) = imq'2

V =mg(H — gsina)
d . oL

Con esto calculamos L y con las ecuaciones de IL _ IL |legamos a
dt  9g; Jq;

mg* = mgsina = §*> = gsino

Ejercicio 1.13: Sea G, un giro en R3 de angulo o alrededor de un
gje dado por un vector unitario n y sea f(a) = G,(x) para un x € R3.
Prueba que f'(0) = n X x y utiliza el teorema de Noether para deducir que si
L = sml|v|[* = V(||x||), entonces el momento angular x x mv se conserva.

Hecho por Pedro. No fiarse al 100 %

La matriz de giro de o grados respecto al vector n tiene la siguiente matriz:

cosa + n2 (1 — cosa) ngny (1 —cosa) —nysina nyn, (1 —cosa) +nysina
nyng (1 — cos o) + n, sin cosa—i—nj(l — cos ) nyn, (1 —cosa) — nysina
n.ng (1 —cosa) —nysina nyn, (1 —cosa)+n,sina  cosa+n? (1 — cosa)
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Si ahora derivamos con respecto a o obtenemos:

—sina+n?(l1+sina) ngn, (1+sina) —n,cosa ngn, (1 +sina) + n, cosa
nyn, (14+sina) +n,cosa  —sina+n, (1+sina)  nyn. (1+sina) —n, cosa
n.ng (1+sina) —n,cosa n,n, (1 +sina) +n,cosa  —sina+n? (1 +sina)

y al evaluar esta derivada en =0 tenemos:

2

n, NgNy — Ny NNy + Ty
NyNg + Ny nz NyM, — Ny
nang —nyl n.ny, +n, n?

Ahora nos fijamos en que calcular f’(0) es lo mismo que derivar la matriz con
respecto a «, evaluar en 0 y multiplicar por x. Por tanto, para calcular el valor pedido
s6lo hace falta multiplicar por x

TO BE CONTINUED ...
No se como pufietas se acaba esta parte.

Vamos a por la segunda parte. Para poder empelar el teorema de Noeter debemos
encontrar las invariantes del Lagrangiano. En este ejemplo, podemos ver que si
aplicamos la transformacién (z,y,z) — (zcosh — ysinh,xsinh + ycosh, z) el
Lagrangiano conserva su valor!

Si escribimos el lagrangiano con la notacién habitual vista en calse y desarrollada
por Newton tenemos:

Gmm

Va2 4 y? + 22

1
L= gm( +§° +2) =

Si aplicamos ahora el teorema tenemos:

_IL 8(1

0= o = 7 \g™ (2@ - (—zsinh — ycosh) + 2y - (xcosh — ysinh) +22-0))

2

Evaluando en i = 0 tenemos:

m(—zy,yz,0) = cte

que coincide con la tercera componente del producto mx x v. Repitiendo ahora
este proceso con giros en torno a los otros ejes (el giro que hemos cogido rotaba en
torno al eje Z) obtendremos las demas componentes.

Guille: Propuesta de resolucién mas simple

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que n = (0,0,1). Ya nos han
asegurado que el vector normal al plano es unitario, por lo que si el vector no es
el unitario en la direccién de Z simplemente tenemos que hacer giros y traslaciones
que conservan angulos y distancias. Es decir, que nos basta con considerar este
caso para estudiar el problema. Por la misma razén, podemos suponer también que

LEstamos aplicando un giro a todo el sistema
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Figura A.1: Giro del vector en el plano

x = [|x]| - (1,0,0) (un vector en la direccién del eje X) y llamaremos r = ||x|| por
simplicidad.

Con estas simplificaciones nos encontramos en las condiciones de la figura A.1. Es
facil ver que, de esta forma, se puede expresar f(a) como

f(a) = (rcosa,rsina,0)

, que derivando nos da f’(a) = (—rsina, rcosa, 0).

Por otra parte, si hallamos el producto vectorial vemos que n x f(a) =
(—rsina, rcosa,0), exactamente lo mismo que antes. Concuerda con el dibujo ya
que la direccién de giro tangente a la circunferencia es la misma direcciéon que la del
producto vectorial.

La segunda parte se haria como ha propuesto Pedro, con la ventaja de que asi
probablemente saldria mucho mas sencillo, aprovechando que el teorema de Noether
nos dice que el Lagrangiano se conserva en cambios de coordenadas o algo asi.

Ejercicio 1.14: Sabiendo que entre las superficies de revolucién cuyos
bordes son {x* + y*> = 4, z = £1} hay una de drea minima, prueba que es

V&% +y? = Ccosh(z/C) con C =~ 1.69
Indicacion: Recuerda (o demuestra) que si la grafica dey = y(z), a <z <b

gira alrededor del eje X el drea de la superficie resultante es 27 f: y\/ 1+ (v)?dx.
Después aplica el calculo de variaciones preferentemente valiéndote de la energia.

Este problema es equivalente a hallar la superficie generada por dos aros con jabén
que une ambos perimetros. La membrana generada intentara alcanzar un area minima
para tener tensién superficial minima también.

La superficie buscada, en cilindricas es » = r(z) (Las superficies de revolucién son
unién de circunferencias, basta tener el radio a lo largo del eje).
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El area de una superficie de revolucién se calcula con la férmula:
27r/7“\/ 1+ (r)2dz
Para minimizar usamos las ecuaciones de Euler-Lagrange 11.5:

L(r,r") =ry/1+ (r')2r =r(2)

d (OL\ 0L
dz \or')  or
Sale pero la ecuacién es un poco fea. Asi que probamos de otra manera
(conservancion de la energia):

Como ya hemos visto muchas veces junto al teorema de Lagrange, la energia:

oL
E=¢y= _
"o
se conserva (es cte.). Por tanto
r! ; r
E=rr— — 1+ (T/)Q __milagro
1+ (r)? 1+ ()2

Y resulta que:
d
/—2 :/dz
Vi(E) -1
Farc cosh — + cte
r — = :
cosh - =z

z
r = F cosh — + cte.
E

Adicionalmente, para que pase por las circunferencias:

r(l)=2 r(-1)=2 cte=0

1 .
2 — FE cosh E :>aprOX|mado con el ordenador E = 1.69

La constante debe ser nula
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Ejercicio 1.15: Para lagrangianos unidimensionales L(x,%), prueba
directamente, inicamente con diversas formas de la regla de la cadena, que las
ecuaciones de Euler-Lagrange son invariantes por cambios de variable y = y(z).

Hecho por Pedro y Edu. No fiarse al 100 %

Segin el cambio de variable que se indica en el enunciado, tenemos la siguiente
relacion:

L(y,y) = L(z, &) con y = y(x)
Como nos hara falta a continuacién, vamos a ver que

.0 _ Oydx Oy,
=g =3 55 = 5.7

Vamos a escribir ahora las ecuaciones de Euler-Lagrange con L con las variables
Y, y veremos que son equivalentes a las obtenidas trabajando con L con las variables
T, .

a9 (0L oL o [ OL Oy OLOy 0Ly .
~l a3l = 50 = s \laa | =5 5 T 537
ot \ oz ox ot \ 0y ox Jy Ox 0y J*x

aplicando la regla de la cadena a la izquierda de la igualdad llegamos a:

0 (9L\Oy OLO (04 _OLdy  OLOy,
ot\oy/)ox 0Oyot\ox) Oydx 0y

Si probamos que

OL O (0y\ OLO%y

ay Ot (%) T oy

podremos simplificar y obtendremos el resultado esperado. Vamos a ello.
OL O (0y\ OLO [0y 0L 0%y Ox
4a(2)-0 () -

T 0y 0% ot
con lo que ya lo tenemos.

A.2. Hoja 2

Ejercicio 2.1: Una cadena de Markov con tres estados, 1, 2, 3, tiene
probabilidades de transicion p;; = i/10 para 1 < i < 3 y j € 1,2. Calcula
P{X1=X2=2[X0=1}.
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Las probabilidades de transicién son por definicion:
Py =P{ X1 = j| X, =i}
Por Bayes sabemos que:
P{BNC|A} =P{B|A} -P{C|ANB)
Siendo

« P{BNC|A} = A0

- P{BlA} = "5

_ P{CNANB}
= P {C|A A B} = TP{ANB}

Llamamos B = X; =2y C = X3 = 2 de forma que:
P{Xi1=X,=2[Xg=1} =P{X; =2Nn X, =2[X, =1} =
=P{X1=2Xo=1} -P{Xo =2|Xo = 1N X, =2}

Vemos que IP’{Xl =2|Xy = 1} es la probabilidad de transicién pqo

La partede P {Xg =2|Xo=1NX, = 2} se puede escribir como P {X2 =2|X; = 2} =
P22 ya que por definicion, una cadena de Markov sélo depende del suceso anterior.

Por lo que nos queda que

1 2 1
PiX1=X2=2|/X0=1; = . = __ .- - =
{ | } P12 * P22 1010 50
Ejercicio 2.2:  Considera la cadena de Markov con cuatro estados y con

probabilidades de transicion p1s = pay = ps3 = ps2 = 1. Halla para qué
distribuciones iniciales existe una distribucion limite.

Primero construimos la matriz de transicién:

0100
0001
P_0100
0010

Podriamos utilizar Jordan para calcular el limite, pero en este caso, al haber tantos
ceros, es mas facil hacer las operaciones.

Cogemos una distribucién inicial

(Ilo) = (=9, 2,1)
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que por ser distribucién de probabilidad tiene x +y + 2z 4+t =1

Ahora tenemos que ver si existe lim(][,) P"

Haciendo ([,) — (I1p) - P — (Ily) = (IL) - P = (Io) - P?— ..
Nos queda que
(2,y,2,t) = (0,2 + 2, t,y) = (0,6, y, 2+ 2) = (0,y,2 + 2,1) — ...

Vemos que siempre va a oscilar de la manera (0,a,b,c¢) — (0,b,¢,a)

Por lo tanto la Gnica posibilidad de que converjan es que a,b,c sean iguales. Por lo
tanto todas las distribuciones iniciales que estoy buscando tienen que cumplir.

r+y+z+t=1 111 1
{x+z:t:y :>(HO):([E,g,g,g—x)ConOngg
Y la distribucién limite seria:
1) = (0.1.1
L] \737373
Ejercicio 2.3: Lanzamos una moneda al aire y consideramos la variable

aleatoria X,, que da el ndmero de caras en las tiradas n y n — 1. jEs {X,,}°° | una
cadena de Markov?

Para saber si es una cadena de Markov lo que tenemos que ver es si el resultado

del caso n depende de n — 1, n — 2, n — 3...(caso en el que no seria Markov) o si solo
dependede nyn —1

En otras palabras, si fuera cadena de Markov cumpliria:
P{Xpi2=0Xp11 =1NX, =2} =P{ X420 =0[Xppy =1}
Vamos a ver cada parte por separado:

= Parte izquierda

e Que X, = 2 significa que en n y en n — 1, salié cara

e Que X, 1 = 1 significa que: o en n salié cara o en n + 1 sali6 cara. Como
sabemos que en n sali6 cara tenemos que:

Xp1=1NX, =2 = ccx( cara, cara, cruz)
e Como X, ., = 0 tenemos que:
P {Xn+2 =0X,1=1NnX, = 2} =P {ccxx|ccx} = %
= Parte derecha
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e Que X, .1 = 1 puede significar zc o cx (sucesos ny n + 1)

e X, .o = 0 significa que tendriamos cxx
Por lo que la parte derecha es:

P{Xnt2 =0|Xp1 =1} = P{caz|zcUcz} = i

Hemos obtenido las probabilidades:

1
2 4

Lo que refleja que no se trata de una cadena de Markov pues la probabilidad de un
suceso depende de la historia anterior.

Ejercicio 2.4:  Sila matriz P de probabilidades de transicion de una cadena
de Markov finita es simétrica y con todos sus elementos no nulos, explica por qué
P" tiende a una matriz con todos sus elementos iguales.

Recordamos que la suma de los elementos de cada fila de P es 1y por lo tanto,
los de P™ también.

De esto y de que todos los elementos de P™ son iguales deducimos que:

. .. .1
lfm P" = 1/N
1 1
Ejercicio 2.5: En una cadena de Markov hay tres estados y se sabe

pi1 = 3, P13 = 1/2, poy = 3/4 y pas = p31 = p3z = 0. Halla el resto de las
probabilidades de transicién, justifica que hay una distribucion limite y hallala.

Para calcular P utilizamos que la suma de todos los elementos de cada fila tiene

que dar 1.

0

Para calcular el limite vamos a ver primero que sea regular porque regular —
Jlim(]],) - P" y ademas es la anica distribucion estacionaria.

N |

W =

|
Il
IN[e]
(@)
o[ o
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Para ver que es regular vemos que cumpla que P* tenga todos los elementos > 0
para algin k

1/2 1/3 1/6
P*=13/8 1/2 1/8
3/4 0 1/4

Con esto ya est4 claro que para P* todos los elementos son > 0 (y probablemente
también para P3) por lo tanto es regular.

Ahora vamos a calcular la distribucién estacionaria y con eso ya tendriamos el valor
del limite.

Sabemos que la distribucién estacionaria (]]) va a cumplir que:
= (ID = (2,9, 2)

s rty+z=1

. (xayvz) P = ('Iayaz)

lo que nos da es siguiente sistema

sty =a

S+z=y ) 111
3 = Sol : 1 P =5, =
+4==z o <H> (2’3’6>

r+y+z=1

o8

Ejercicio 2.6:  Tenemos cuatro paginas web: A,B,C y D. Cada una de ellas
tiene dos enlaces: A y B enlazan ambas a Cy a D, C enlaza a By a D, y D
enlaza a Ay a B. Explica por qué la cadena de Markov correspondiente es regular.
Navegando al hazar desde A, halla el nimero medio de clicks para la primera vuelta
a A. jCuales son las paginas mas y menos importantes?

Hecho por Pedro y también en clase. Fiarse al 100 % =D

Leyendo con atencién el enunciado y considerando que la probabilidad de pinchar
en cualquiera de los dos enlaces de una web es la misma, tenemos que la matriz de
transicion es:

0 0 1/2 1/2
0 0 1/2 1/2
0 1/2 0 1/2
1/2 1/2 0 0

P =

Para poder confirmar que la cadena de Markov es regular, debemos ver que P*

107 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

tiene todos sus elementos no nulos par algin k. Podemos comprobar facilmente que

1/4 1/2 0 1/4
1/4 1/2 0 1/4
1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 1/2 1/2

P? =

y podemos ver a simple vista que P* tendra todos sus elementos no nulos, por lo que
la cadena es regular.

Ademas esto nos dice que puedo llegar de cualquier vértice a cualquier vértice en
4 pasos. (yen5,yenb6...)

Nos queda el siguiente grafo:

DN
‘"

Para ver el tiempo medio de retorno a A, podriamos estudiar las probabilidades,
pero es bastante lioso.

Como ya tenemos que es regular sabemos que es irreducible y podemos usar que:

Tiempo medio de retorno al estado i = inverso de la i-ésima coordenada de la
distribucién limite = (Gnica distribucion estacionaria. (es tnica porque es regular)

Sabiendo esto calculamos la distribucién estacionaria

A TE
(H) = (:E,y, Z7t> $+y+z :t

Y resolviendo este sistema queda que:
1 5 21
= H=(= = 2=
ID =zt = (51 503)
Por lo tanto el tiempo medio del primer retorno a A es : 6.

Y fijandonos también en la distribucion limite vemos que la pagina mas
"importante" es D, luego B, C y finalmente A.
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Ejercicio 2.7:  Recuerda que el algoritmo page rank sustituye la matriz de
transicion P por P, = (1 — ¢)P + ¢E donde E es la matriz N x N con todos
sus elementos 1/N. Explica por qué P; es una matriz de transicion licita de una
cadena de Markov regular cuando 0 <t < 1.

Hecho por Pedro. No fiarse al 100 %

Para empezar es evidente que, en caso de corresponderse con una cadena de
Markov, P. representaria una cadena de Markov regular, pues ella misma tiene todos
sus elementos no nulos (tendriasmo k = 1).

Puesto que todas las filas de P suman 1, tendremos que las filas de P, sumaran
1 —e+¢e =1, ya que los elementos de la matriz E' también suman 1.

Ejercicio 2.8:  Consideramos tres paginas web A,B y C. Las dos dltimas
estan enlazadas entre ellas y A enlaza a B. Comprueba que la distribucion limite
cuando se aplica el algoritmo page rank viene dada por

(5 1-2/3 1 —5+52/3>

37 2—¢ 7 2—¢

Halla autovalores de P; y con ellos trata de explicar como varia la “velocidad” de
convergencia en términos de . Por ejemplo, je bueno o malo coger el nimero de
iteraciones como el inverso de €7

La matriz de transicién de este sistema, suponiendo que todos los enlaces tienen
igual probabilidad de ser pulsados, es:

P =

oo o
—_ O
)

La matriz P, empleada por el algoritmo de page rank sera de la forma

1
PE:(1—5)~P—|—5§

—_ = =
—_ = =
—_ = =

e/3 1—-2/3  ¢/3
P.=1¢/3 ¢€/3 1—2¢/3
e/3 1—-2/3  ¢/3

Puesto que P. tiene todos sus elementos no nulos, se trata de una cadena regular
y por tanto su distribucién limite coincide con la distribucion estacionaria. Planteando
las ecuaciones habituales para el caculo de la distribucién estacionaria obtenemos
exactamente la distribucién dada en el enunciado.
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Es decir, bastaria con resolver el sistema

xP. =x

En vez de hacer ese calculo tal cual lo mejor es hacerlo por trozos.

Entonces:

(1—¢)(0,z+ z,y) + %(m +y+2)(1,1,1) = (x,y, 2)

Si a esta ecuacién le afiadimos que = + y + z = 1 obtenemos el sistema:

£ _ o
3
1-— £
(1_5)(O7$+279)+£<1,1,1):(a:,y,z)—> l-e)z+2)+5=y
3 l-ey+s=2
r+yt+z=1

y el resultado es:

(@.9.2) = (5 1—2¢/3 1—€+£2/3>

37 2—¢ 2—¢

Para la parte de los autovalores: Podemos ver que los autovalores de esta matriz
son 1,0, — 1 y sus autovectores:

3 -3
1,1 (1=211) (1,—=2F5 4
€ -3+ 2¢

A la hora de estudiar la velocidad de convergencia, tenemos que el tiempo que
tardara la matriz diagonal formada por los autovalores en estabilizarse cuando estamos
calculando potencias.

En este caso tenemos dos autovalores constantes e idempotentes por lo que todo
depende del altimo autovalor: ¢ — 1. Por tratarse de un nimero negativo (¢ < 1) va a
oscilar en torno al 0. Cuanto mayor sea € mas se acercara al 0 y las oscilaciones seran
cada vez menores, por lo que convergerd mas rapido.

Ejercicio 2.9: En una urna hay dos bolas blancas y otras dos negras.
Escogemos dos al azar y las pasamos a otra urna. En cada instante se escoge al
azar una bola de cada urna y se intercambian.

Considerando los estados dados por el nimero de bolas negras en la primera
urna mas uno, escribe la matriz de probabilidades de transicion y halla la
distribucion limite, probando que existe
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Tenemos la matriz:

0 1 0
P=1|1/4 172 1/4
0 1 0

La matriz indica que si no tenemos ninguna bola negra en la primera urna, la
probabilidad de hacer el movimiento indicado y seguir sin bolas negras en esa urna es
0 (p11). Si tenemos una bola negra, la probabilidad de seguir teniendo una bola negra
es pao = 1/2 ya que podemos coger las dos blancas o las dos negras e intercambiarlas
(dos de 4 opciones)

Podemos ver a simple vista que el cuadrado de esa matriz tendrd todos sus
elementos no nulos, por lo que la cadena de Markov que estamos trabajando es regular
y por tanto existe distribucién limite, que coincide con la distribucién estacionaria.

Procedamos pues a calcular esta distribuciéon estacionaria, resolviendo el sistema
(x,y,2)P = (z,y, 2):

0 1 0
(z,y,2) | 1/4 1/2 1/4| = (2,y,2)
0 1 0

Que nos da el siguiente sistema de ecuaciones:

1,

Y=
x—l—%y—l—z:y 1
r+y+z=1

Ejercicio 2.10:  Suponemos que variamos el esquema del ejercicio anterior
considerando las 4 bolas negras y numeradas. En cada paso elegimos un nimero
al azar y cambiamos de urna la bola correspondiente (sin reemplazarla). Halla la
distribucién estacionaria.

Aunque el enunciado dice que son numeradas, no lo hemos tenido en cuenta en
clase, para no complicarlo demasiado.

En esta ocasién, el estado i representara la situaciéon en que hay i bolas en la
primera caja (el elemento de la matriz pgy representara la probabilidad de pasar de no
tener ninguna bola a tener 2). Con esta consideracién, la matriz de transicién queda:

—_
=}
)

111 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

Para buscar la solucién estacionaria sélo tenemos que plantear el sistema de

ecuaciones habitual:
xP=x

que, descompuesto en coordenadas, nos queda:

(

a:%b
b:a+%c
c=3(b+d) 1
4 = ... = (a,b,c,d,e) = —(1,4,6,4,1
e:id
a+b+c+d+e=1

Ejercicio 2.11:  Se lanza una moneda hasta que salga una de las secuencias
XCC, CXC, CCX. jPor cual de ellas apostarias?

Trata de formular el problema como una cadena de Markov (no irreducible)
con estados { XX, XC, CX, CC, XCC, CXC, CCX }, donde los estados representan
las dos altimas tiradas o el fin del juego. Calcula el namero de tiradas esperado del
Juego.

Hecho por Pedro. No fiarse al 100 %

La primera pregunta es facil, lo 6ptimo seria apostar a la que no apuesten Solar
ni Cazakas.

La cadena de Markov de este ejercicio, con los estados indicados en el enunciado,
seria:
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Tal y como nos adelantaba el enunciado, la cadena obtenida no es irreducible. No
podemos ir de cualquier estado a cualquier otro en un namero finito de pasos.

TO BE CONTINUED...

No se como formular lo que viene ahora correctamente.

Ejercicio 2.12:  Da un ejemplo de una cadena de Markov finita regular tal
que PS tenga algiin elemento nulo, donde P es la matriz de transicion.

Hecho por Pedro. No fiarse al 100 %
Basta con escribir un ejemplo tan absurdo como una cadena lineal en la que
pij =1 < i+1=7y FP; =0 en otro caso.

Una cadena de este tipo, siempre que sea finita, sera regular asi que basta con
hacerla con mas de 6 nodos, de forma que no se pueda llegar del primer estado al
altimo en 6 pasos, lo que provocaria un 0 en la matriz PS.

Ejercicio 2.13:  Consideramos la cadena de Markov finita con estados en
7, consistente en que en Z* damos un paso a la derecha con probabilidad 0.4 y
a la izquierda con probabilidad 0.6, mientras que en 7~ estas probabilidades estan
intercambiadas. Ademas, desde el 0 se alcanzan el 1 y el -1 con probabilidad 1/2.

Como el origen “atrae” a los otros estados, se puede probar que el tiempo medio
de retorno es finito y la teoria asegura que existe una distribucién estacionaria. j Cual
es? Por la simetria se puede suponer que toma los mismo valores en los negativos
que en los positivos

Hecho por Pedro. No fiarse al 100 %

Aunque la idea seria la de siempre, en este caso el sistema de ecuaciones nos queda
con infinitas ecuaciones.

Vamos a restringirnos a los 2 primeros enteros positivos y negativos y el 0 y
supondremos que para los que siguen la distribucién sera la misma que para los enteros
2y 3.

Para representarlo en forma de matriz, consideramos que en los extremenos tenemos
tantas posibilidades de quedarnos fijos como posiblidades habria de llegar a esos valores
desde estados que quedan excluidos de nuestra simplifiacion menos las probabilidades
que habia de salir de nuestra simplifiacién.

Podemos suponer, sin demasiado riesgo de equivocarnos, que en la distribucién
estacionaria tendremos los mismos valores en todos los enteros con valor absoluto
mayor o igual que 2.

Por tanto, siendo a,b,c,d,e los valores de los estados —2,—1,0,1,2
respectivamente, simulando un movimiento y forzando la estacionalidad de esa

113 de 142



Guillermo Guridi Mateos
Modelizacién - Curso 2014 - 2015 C2 - UAM Cristina Kasner Toruné

solucién, tendremos:

(a:O.6a+O.4b (a:b

b= 0.6a + 0.5¢ 0.4b = 0.5¢

c=060+06d = c¢c=06b+06d = a=b=c=dc=12a
d = 0.5c¢ + 0.6¢ 0.4d = 0.5¢

e = 0.4d + 0.6¢ \e:d

De modo que habria infinitas distribuciones estacionarias, que serian todas aquellas

que cumplen esa relacion:
(a,a,1.2a,a,a)

Ejercicio 2.14:  El namero total de particulas se conserva a lo largo del
tiempo en el modelo discretizado de movimiento browniano (paseo aleatorio) en
una dimension. Traduce esto en alguna ley de conservacion para le ecuacion del
calor en R (con dato de decaimiento rapido) y demuéstrala

Hecho por Pedro. No fiarse al 100 %

El movimiento browniando en una dimensién se corresponde con el analisis del
sistema:

imaginando que se extendiera hasta el infinito por los laterales.

Consideramos que la probabilidad de coger cualquiera de los dos caminos que parten
de un grafo es la misma, de modo que

. 1 . 1 .

Establezcamos que los valores de tiempo son 0, 1h, 2h, ... y que una particula se
mueve saltando entre los puntos de ¢Z (representados por los nodos de nuestro grafo).
Consideramos S = Z y X,, sera la variable aleatoria que toma el valor j cuando la
particula esta en la posicién ¢j en tiempo hn.

Como vimos en clase, el analisis combinatorio bien conocido del paseo aleatorio
unidimensional muestra que, con esta notacién, en tiempo hn = 1 la particula se aleja

del origen del orden de e/n.

Puesto que queremos que en hn = 1 la distancia se mantenga acotada, deberamos
tomar h = ¢?/22. Nuestro objetivo sera estudiar qué ocurre cuando & — 0.

2Consiguiendo que la distancia al origen sea e\/n = &4/ E% = 1/2, que es constante
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Una vez aclarado esto podemos escribir:

P{Xn—H :j}_P{Xn:j} _ P{Xn:j_1}+P{Xn:j+1}_2P{Xn:j}
h N g2

Puede comprobarse que la igualdad es cierta de forma sencilla basandose en la
relacion: 1/2 = he?,

Esperamos que cuando ¢ — 0, P{X,, = j} pueda expresarse como una funcién
buena, que dependa del espacio y el tiempo, u(x,t) con z = je y t = hn. De esta
forma la ecuacién anterior conduce a:

u(z,t+h) —u(z,t)  ulx—et)+ulr+e,t) — 2u(z,t)

h g2

y podemos observar de manera trivial que esta ecuacuién se corresponde con:

ou 0%u

E—@ZBGR,I%>O

Y esta altima ecuacién no es otra que la ecuacién del calor

Ejercicio 2.15:  Paseamos por 72 partiendo del origen y avanzando de uno
en uno en una direccion: N, S, E, O, elegida al azar. Demuestra que el nimero de
retornos al origen en a lo mas 2M pasos es en media:

DAy (2n)! (k)1

k+l=n

Comprueba que esta serie diverge cuando M — oo, expresando la suma interior

como I
4”_17T_2/ / (sin(z) +sin(y))2n dxdy

A.3. Hoja 3

Ejercicio 3.1:  Consideramos la funcién f : Z, — C definida por 10 = 10,
f(£1) = —2F2i y f(2) = —2. Calcula su desarrollo de Fourier discreto.

Recordemos que el desarrollo discreto de Fourier se hacia siguiendo la férmula:
1 p nm - —nm
s =5 o (5 ) eon ) = )¢ (5
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En nuestro caso tenemos N = 4 con m = 0,+1 y 2. Empezamos calculando los
coeficientes de Fourier:

f0) = e(0)- (£(0)+ F(1) + f(=1) + f(2))
SO = 0 e+ f(1) e (=3) + F(=1)-e(3) +f(2)e(=3) _
F(=1) = F0)-e(0) + f(1)-e(3) + f(=1) e (=1) + f(2) e (3)
f2) = f(0)-e(0)+ f(1)-e(3) + f(=1)-e(=3) + f(2)-e(D)
f0) = (104 (=2 —2i) + (-2 +2i) — 2)
f()y = 104+ (-2—2i)- (=) +(-242i)-i—2-(—1)
Y D) = 104 (-2-20) it (—2420) (i) —2-(-1)
f(2) 10+ (=2 —2i) - (1) + (=24 2i) - (—1) — 2 (1)
f(0) =4
f)y =8
— ) f-1) =16
f2) =12

Una vez tenemos estos coeficientes calculamos el desarrollo discreto de Fourier:

f@):i<4+8@(%)+166(—%>+126(g>)

Ejercicio 3.2:  Prueba que la convolucién de dos funciones es una operacién
conmutativa.

Vamos a realizar la prueba considerando funciones f,g : R — C. En el caso de
funciones discretas o 1-periédicas la prueba seria similar.

Para ver que se trata de una operacién conmutativa debemos comprobar que:
frg=gxf

La definicién de convolucién nos permite escribir:
(Feo)a) = [ 1lo =gty

Pero mediante el cambio de variables lineal w = 2 — ¢, tenemos:

| rta=tatar = [ swgte — i
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Y aplicando nuevamente la definicién de convolucién llegamos a
| gt~ wiu = (g ()

Con lo que queda probado

(f xg)(z) = (g% f)(x)

Ejercicio 3.3:

Consideramos las funciones 1-periédicas reales que en [0,1] coinciden,
respectivamente con min(z,1 — x) y con (—1)1?"l donde [-] indica la parte entera.
Calcula sus coeficientes de Fourier. Expresar la primera serie de Fourier en términos
de cosenos y la segunda en términos de senos.

La primera funcién parte del origen y asciende como y = x hasta llegar a
x =y = 0.5 y posteriormente desciende de forma lineal hasta llegar a z = 1,y = 0.

Vamos a calcular su desarrollo de Fourier, puesto que en esta ocasién tenemos
f T+ C la férmula que debemos aplicar es:

Fla) = 3 fnjelne) donde f(m) = [ fla)e(=no)

n=—oo

Calculamos pues los coeficientes de fourier, que quedan de la forma:

" 1/2 . /1 .
f(n) — / xe—%rnmzdx +/ (_ . l’) 6_27Tnmd$ —
0 1/2 2

1/2 . .
N < 6727rmx e27mnm(27.(_inx_‘_1)>

1
e 2™ (2ming + 1)
(2min)?

 4min * (2min)?

1/2

_ _efwin(ﬂ.in + 1) -1 672m'n _ efwin 6727rin(2ﬂ.in + 1) _ eﬂ'in(ﬂ.in + 1)

A2n2 4min 4m2n?
—e ™ (min + 1) — 1 — e 2™ (min) + e~ ™" (win) + e~ ™" (2win + 1) — €™ (win + 1)
- 472n? -
—e™(min) — 27" 4 e — 1 (=1)"(min) +2(=1)"*!
- 4m2n? - Am?n?

Como no estoy nada seguro de estas cuentas no voy a seguir avanzando. Lo que
habria que hacer a continuacién es escribir el desarrollo de fourier sustituyendo f por la
altima fraccién calculada y basarnos en las ecuaciones de Euler para pasar de complejos
a funciones que sélo contengan cosenos.

La segunda funcién oscila entre —1 y 1 y podemos verla claramente representada
en la siguiente grafica.
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D=

>
[2z] =0 [2z] =1

Calculamos ahora los coeficientes de Fourier, con lo que tenemos:

1/2 1 1
+ e(—nx)
0 1/2

2min

f(n) = /01 f(z)e(—nx)dr = /01/2 e(—nm)dw—/ll e(—nz)dr = . e(—nx)

/2 N 2min

() ) (e (9)

Como e(—1/2) = €?™(=1/2) = —1 nos queda:

f(n) = %(1 —e(=n/2)) = {Ol z: Z ipr::)ar
fo=2 Y A

Teniendo en cuenta que

J— 3 2
e(nz) = cos(2mnx) + isin(2mnx) y e(nz) + e(=nz) = ZM
n —n n

Nos queda:

f() = 2 Z 2isin(27rnx) _ %Z sin(27(2k + 1)x)

m n=1y 2in n k=0 2k +1

Ejercicio 3.4: (Calcula la transformada de Fourier de la funcion caracteristica
f de un intervalo [-a/2,a/2]C R. Estudia qué ocurre con a™'f y a™'f cuando
; . < s L o0
a — 0. Teniendo esto en cuenta, j cémo parece que ha.brla que definir [_OO .e(fx)df ?
Esta férmula se emplea con mucha frecuencia en Fisica sin mas explicaciones.

Es sencillo ver que

. e -1 _
Clbl_f}(l]a f(x) = (lll_f)f(l)a X[-a/2.a/2(T) = 0 Vo #0
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puesto que si z # 0, en algin momento tendremos |a/2| < |x| de modo que la x
estara fuera del conjunto sobre el que f es funcién caracteristica y por tanto tendremos
lim, ,0a'-0=0

Por otro lado

r=0 = lima 'f(z)=lima! =0
a—0 a—0

puesto que todos los intervalos [—a/2,a/2] contienen el 0 de modo que f(z) = 1
siempre.

Podemos ver también que:

Por lo que, en cierto modo, a™* —O> delta de Dirac.
a—r

Vamos a estudiar ahora el comportamiento de o' f:

~ a/2 in(2 9
lima ' f(§) = hm a” / f(x)e(—z&)dr = lim a_I/ e(—am)dz = lim a—l.g..SHl( méa/2) _
a—0 a—0 _a/2 a—0 27_‘_5

Esto sugiere que =1
Aplicando ahora la férmula de inversién tenemos

[e.9]

i(z) = / 1-e(x€)dg

— o0

con lo que parece que hemos alcanzado una definicion posible para la integral
pedida.

Observacién: Como podemos observar, la integral no converge. Vale 0 en todo punto
salvo en 1, que es co.

Ejercicio 3.5: Para trata de forma discreta ondas muy oscilatorias hay
que tomar muestras muy grandes para limitar ambigiiedades graves. Sea una sefal
f(z) = Ae(vz) + Be(—vx) con v € RT. Supongamos que al extraer N muestras
se obtiene f(j/N) = 0 para 0 < j < N, es decir, lo mismo que se obtendria
muestreando la funcién nula. jCuéles son los posibles valores de v?. Explica por
qué esto sugiere que el nimero de muestras debe ser al menos el doble de Ia
frecuencia de una sefial (la generalizacion de esto es el Teorema de Nyquist)

Tenemos una sefial de la forma

f(z) = Ae(vz) + Be(—vz)
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Puesto que tenemos que f(j/N) = 0 para todo j, nos queda:

vJ vy _ viy__B
Ae(N)—I—Be( N)—O=>e(2N>— I

y, como en particular esto es cierto para j = 0 tenemos que B = —A.

Puesto que B y A son constantes, tenemos que para cualquier valor de j, e (2%)

debe valer siempre lo mismo. La anica forma de que esto ocurra es que

2v
—cZ
NG

ya que asi, al descomponer la funcién e como combinacién de senos y cosenos,
tendremos coseno y seno de miltiplos enteros de 27, que nos garantiza la constancia
en su valor.

Por tanto, nos queda la igualdad 2v = NK siendo K un entero positivo. Para
evitar que esto pueda producirse basta con tomar N > 2uv.

Ejercicio 3.6:  Si en una imagen en formato JPEG hacemos cero todos los
coeficientes de Fourier excepto los agy que corresponden a la funcién ¢oy, jqué
ocurrira?

La imagen se vera totalmente pixelada, pues para cada bloque de 8 x 8 estaremos
tomando el color que tenia el pixel (0,0) del bloque.

Ejercicio 3.7:  Halla los coeficientes antes de cuantificar una imagen JPEG
que consta sélo de los pixeles de la primera columna en blanco (valor=255) y el
resto negros (valor=0), tratando de expresarlos de manera lo mas simple posible

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

Podemos estudiar el desarrollo de Fourier de la funcién que nos da el color para
cada uno de los tres colores basicos RGB que, en este ejemplo, seran los tres iguales.

Los resultados experimentales vistos en clase muestran que el resultado sera una
funcion real, es decir, que sélo dependera de cosenos.

Aplicamos pues la transformada coseno discreta:

7T
™m ™m
F = Z Z Ay Prim €ON O (1, k) = cos (E(% + 1)) cos (1—6(21 + 1))
n=0 m=0

Despejando podemos ver que los coeficientes se calculan segin la siguiente férmula,
que aparece en los apuntes del profesor:

77
QO ZZFU{’ Dpm(l, k) donde av, =2sin#0y 1sin=0
k=0 1=0

nm = 61
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Todos los bloques que no estén en la frontera izquierda de la imagen tendran todos
sus coeficientes nulos puesto que al calcular a,,, tendremos F' = 0.

Por tanto, el caso interesante lo constituyen los cuadrados fronterizos. Puesto que
F(k,l) = 0Vl # 0 podemos escribir:

7 7
(6787 (678 ™ ™m
=P F(k k) = =™ F(k — 2k +1 —

Sabemos que todos los pixeles de la frontera tienen el mismo color, 255, de modo
que F'(k,l) = 255 por lo que podemos simplicar la féormula y escribir:

7

e ™ m™m

- 1255 ) ok 41 mn
o, o 55 kzocos(w(k: ))cos(16)

Vemos que
7 .
8 =0
Zcos (H(% + 1)) = S! "
—~ 16 0sin#0

Entonces como la parte real del sumatorio de exponencial da el sumatorio de cosenos

puedo calcular:
7
n
—(2 1
S e ( P >)

k=0

que es una progresion geométrica.
Y luego cojo su parte real

Yo ya lo veo bastante simple

Ejercicio 3.8:  Una imagen JPEG que consta de una linea horizontal negra
gruesa de lado a lado en un fondo blanco no es invariante por traslaciones; es
decir, el tamario del fichero depende de la altura a la que esta la linea. Explica este
fenémeno. jPara qué grosores y posiciones habrd mayor compresion?

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

El tamafio depende de la altura de la linea, vamos a ver porqué.
En JPEG se dividian los bloques en 8 y se interpretaba cada bloque por Fourier.
Pensemos primero en los casos de linea con grosor 8.

En la situacién de que la linea esté justo en el centro de los bloques la funcién que
analizamos Fourier en cada bloque es constante. Es decir agy = algo y e resto nulos.

Si no cuadra con el bloque, por ejemplo cogemos un pixel de los bloques de arriba,
vemos que en los 6 bloques restantes la funcién no es constante por lo tanto hay
a;; 70y ag # 0 por lo tanto ocupa mas.
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Esto es porque en todos los cuadrados que contienen la linea , hay un cambio
abrupto de blanco a negro en solo un pixel.

Para entender porqué es esto recordamos que JPEG expresaba cada cuadrado como
combinacién lineal de los cuadrados "base".
7

f(kJ) = Z anm(p(kJ)

n,m=0

Ejercicio 3.9: Demuestra que los polinomios de Chebyshev T, (x) =
cos(n arc cos ) son realmente polinomios para x € [—1,1] y que satisface

Thi1(z) = 22T, (x) — T,—1(x) paran > 1

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

Para empezar vamos a comprobar que se satisface la ecuacién recursiva.

Thi1(z) = cos((n+1) arc cos x) = cos(n arc cos x) cos(arc cos x)—sin(n arc cos x) sin(arc cos x) =
= T,(z)z — sin(narccos z)V1 — 22
Por otro lado tenemos:
T,—1(x) = cos((n—1) arc cos ) = cos(n arc cos z) cos(arc cos x)+sin(n arc cos r) sin(arc cos ) =
T,(z)z + sin(n arc cos £)V1 — 22 = sin(narccosz)V1 — 22 = T,y (x) — T (2)x

Y sustituyendo este resultado en la ecuacion anterior obtenemos el resultado
buscado.

Una vez hemos probado que la ecuacién recursiva es cierta nos basta con fijarnos
en que Ti(z) = cos(arccos(z)) = x. Sabiendo ademas que Tp(x) = 1 queda
perfectamente claro que la ecuacién recursiva nos lleva a obtener polinomios.

Llamamos arc cos x = y entonces

T, (x) = cos(ny)

Intentamos relacionar 7,11 (z) con cos(ny). Para ello vemos que:

Thi1(x) = cos((n + 1)y) = cos(ny)cosy — sen(ny) seny

Vemos que cos(ny) = T,,(z) , el cosy = x y para los senos utilizamos las férmulas
de procudo de cosenos de forma que nos queda que:
cos((n+ 1)y) — cos((n = D) T (2) = Tus(2)

sen(ny)seny = 5 = 5
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Teniendo esto ya podemos ver que:

7%+1_'7%71

- 7%+1::x'1%‘+ 9

— Th1 =221, —T, 1

Ejercicio 3.10: Prueba que para funciones impares los coeficientes con
indice par en el desarrollo de Chebyshev-Fourier son nulos. Busca un anélogo para
funciones pares.

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

Recordemos que una funcién impar es cualquier funcién que satisface

f(=2) = = f(x)
El desarrollo de Chebyshev-Fourier de una funcién f(z) dada es de la forma:
f(z) =ap+2 Z a, T, (z) = ag+ 2 Z a, cos(n arc cos x)
n=1 n=1

Por otro lado, el desarrollo de Chebyshev-Fourier de f(—xz) tenemos:

fl=x)=ag+2 i a, cos(narccos(—z)) = ag + 2 i a, cos(n(m — arccosz)) =

n=1 n=1
= ap+2 Z ay, (cos(n) cos(n arc cos ) + sin(nm)algo?) = ap+2 Z ay, cos(nm) cos(narccos ) =
n=1 n=1

=ap+2 Z a,(—1)" cos(n arc cos x)
n=1

Sabiendo que f es una funcién impar, igualamos los dos desarrollos obtenidos
invirtiendo el signo en el segundo. Asi nos quedan dos desarrollos exactamente idénticos
en los términos impares pero con signos opuestos en todos los pares. La Gnica opcién
para que se mantenga la igualdad es que estos términos de indice par sean nulos.

Por otro lado las funciones pares son aquellas que cumplen

En este caso, igualar los desarrollos anteriormente calculados (de f(z) y f(—x))
nos quedarian dos series idénticas en los términos pares y con signos opuestos en
los impares. La Gnica forma de que ambas series sean idénticas es que esos términos
impares sean nulos.

Tenemos que

an:/o f(cos(2mx)) cos(2mnz)dx
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Esto lo hemos sacado de la formula de los coeficientes de Fourier:
1
F(z) = f(cos(2mx)) — a, = / F(z)e(—nx)dx
0

Vemos que para f impar = ag, =0
Vamos a probar esto altimo:

Hacemos un cambio de variable en la integral de forma que z = ¢ + %

1 1
Qg = / = f(cos(2mt 4 m) - cos(2m2kt + 2mk)dt
0

1
Vemos que cos(2m2kt + 27k) = cos(2m2kt) y que f(cos(2mt + w) =
f(=cos(2nt) = — f(cos(2nt)

Entonces )

aop = — ’ f(cos(27t) - cos(2m2kt)dt

1
2

y por ser 1-periédica nos queda

a+1
Ao = —/ f(cos(2mt) - cos(2m2kt)dt

y paraa =0

1 1 1
0 0 0

Ejercicio 3.11:  Explica cémo calcularia la funcién tangente para cualquier
valor real si tu calculadora sélo te permitiera evaluarla en [—m/4,7/4]. Consiera
el desarrollo de Chebyshev-Fourier de f(x) = tan(mz/4) truncando hasta los dos
primeros coeficientes no nulos. Con ayuda de un ordenador, aproxima estos dos
coeficientes con 6 cifras decimales y comprueba la precision al proximar tan(3/4).

Compara el resultado obtenido al emplear dos términos no nulos de la siere de
Taylor de f

Para empezar sabemos que la funcién tangente es una funcién m-periédica con la
siguiente grafica:
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Podemos observar que el periodo no se da en [—7/4, /4] sino en [—7/2,7/2]. No
obstante, tenemos que

tan (Z _ :U) _sin(r/2—x2) cos(z) 1

2 ~ cos(m/2 —x) sin(z)  tan(z)

Asi podemos obtener el valor de la tangente para un punto comprendido entre 7/4
y 7/2 puesto que al restarle 7/2 a un valor de este tipo caemos en la zona conocidoa:
[_7?/47 7T/4]

Sabemos que el desarrollo de Chebyshev-Fourier es de la forma:

flx)=ag+2 Z a, T, (x) con T, (x) = cos(n arc cos(x))

Puesto que nuestra funcién f es impar sabemos que los coeficientes con n par
seran nulos

Calculamos a; y as:

1
a; = / tan(% cos(2mz)) - cos(2mx)dx = 0.469225
0
az = 0.028585

Entonces

3 ™ 3 3
tan Z = f<§) ~ 2a1T1(;) + 2@3T3(%) = 0.931506

Ejercicio 3.12: Sabiendo que ffooo e dy = /7 calcula la transformada de

Fourier de f(x) = e~ >0 utilizando un cambio de variable x — wr+v,v €
C. Justifica que este cambio complejo es licito
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Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

Para calcular esta transformada de Fourier nos apoyaremos en la férmula:
flz) = / f(g)e*mda siendo f(g) = / f(z)e = dx

Calculamos primero los coeficientes de la serie:

o)

fle) = /Z f(z)e(ex)dz = /Z e e(—ex)dr = / o—awP—ier g,

— 00

Atendiendo a la indicacién del enunciado, hacemos el cambio de variable x = pt+v,
con lo que deberemos cambiar dx = udt obteniendo:

oo 2 OO 2 OO 242 2
/ e OT I o0 / efa(,ut+v) 77,5(,ut+v)dx _ / e ok t*—av 72a,uvtfzs,ut7z€'udx

—0o0 —0o0 —00

El cambio de variable que hicimos tenia dos constantes que no hemos especificado
y cuyo valor no altera los pasos seguidos hasta llegar a este punto. Si escogemos bien
v podemos eliminar el termino ¢ del exponente.

Para ello necesitamos

1€

=200 =iep = v =
—2a

Ademas, dada la informacién que nos proporciona el enunciado, nos interesa que
el coeficiente del término ¢* sea 1. Para ello basta con tomar p = +/a.

Por tanto ya tenemos completamente identificado el cambio de variable que vamos
a realizar. Con él, obtenemos:

oo oo
o242 — o2 — eb—i 22— 2 .2
/ e an i —av 2ot —ieput zsv)dl, _ / et mavi—iev . ﬁ . e /(da)—e?/(2a)

[e.e] —0o0

Ejercicio 3.13:  El filtro de convolucién sharpen para imagenes se representa
a veces con una matriz 3 x 3 cuyos elementos son —1, excepto el central que es
9. Intenta adivinar su efecto visual.

Ejercicio 3.14:  Explica por qué si se sabe que la densidad es una funcién
radial, entonces basta una proyeccion para reconstruirla por tomografia. Demuestra
que en este caso una férmula para hacerlo es

p(z,y) = /OO /O7T |r| Py(r)e(r cos(0) /2 + y2)dOdr
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Tenemos la siguiente férmula:

plz,y) = / / rPy(r)e(ar cos O + yr sin 0)drdd
o Jo

Lo que tenemos que utilizar es que para p radial = P, = P, (No depende de ).
Entonces Pg PO
p radial = p(z,y) = p(v/2* +y,0)

Entonces tenemos que
2
plx,y) = p(v/22+ 42, 0) / / rPO V22 4 y2r cos 0)drdf

Y ahora , para que nos quede como en el enunciado, podemos hacer dos cosas: La
primera es hacer un cambio a un tipo de polares "raras"

La segunda es ver que tengo

21 [e) T [e) 2w (e%s)
/ / T... :/ / r...+/ / r
0 0 0 0 s 0

Para transformar el segudo par de integrales lo que hago es transformar 6 — 6+,
que puedo hacerlo porque el coseno es periédico, y r — —r

El cambio de 8 me cambia los limites de la integral a foﬁ y el segundo cambio me

deja ff)oo —7....

Una vez que teneos esto, al hacer la suma ya nos queda fow ffooo |r|...drd0

Ejercicio 3.15:  Halla Py(t) al hacer tomografias de las secciones de:
a) Una barra homogénea de denisdad 1 y radio 1
b) Esta barra vaciada hasta radio 1/2

c) El resultado de rellenar el hueco central con un material de densidad 2

a) P9 fT@t P
Justo debaJo de la linea, donde t = 0 P(0) = 2

Entonces la solucién general seria

WI—1si —1l<t<l
Pa(t){

0 en otro caso

b) Mientras los rayos no atraviesen lass parte vacia, el resutado es igual que el
apartado anterior.

Cuando |t 21 ( osea que no pasa por la barra) es 0, igual que el apartado anterior.
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Cuando si atravesamos la parte vacia tenemos el total 24/1 — 2 y le tenemos que

restar la parte hueca 24/ %2 — 12

En general nos queda

2V1 -2 si 2 <t <1
Py(t) =<4 0sift|>1

2V — 12 —20/1% —#2si 1] <

Ejercicio 3.16:  Un modelo natural para la temperatura en el interior de la
Tierra a profundidad = (pequefia) es que u(x,t) es periddica en t de periodo un
afio por efecto de las estaciones, y entonces

u(z,t) = Z cn(x)e(nt)

Deduce ¢, (z) = an,e *3FIV™ de la ecuacion del calor u; = tuy,, suponiendo
u(+00,t) < 0o, con a, los coeficientes de Fourier de la temperatura en la superficie
y =+ el signo de n.

Ejercicio 3.17: Halla u(x,t) en el problema anterior cuando u(0,t) =
Ao + sin(27t) (el verano corresponde a t = 1/4 y el inverno a t=3/4). Deduce
que las estaciones no actian con la misma intensidad ni al mismo tiempo en la
superficie que en el interior.

Ejercicio 3.18:  Explica por qué si f : Zyx — C entonces f,(n) = f(2n)
y fi(n) = f(2n + 1) se pueden considerar funciones f : Zoge—r —> C y satisfacen
f(n) = fo(n) + e(—n/2%)fi(n). La iteracion de esta formula da lugar a la
importantisima FFT. Suponiendo los e(n/2*) conocidos de antemano, explica

por qué esto ahorra operaciones al calcular {f(n)}2-,

Hacemos el desarrollo de Fourier para f,,, fi:

ok—1

foln) = 3" F(2m)e (;fo?)
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Vamos a multiplicar f;(n) por e(—n/2%). Para ello, vemos primero cémo nos quedan
las exponenciales:

() () (2 (23

Vemos que lo que nos queda es como las exponenciales impares del desarrollo de
f(n). De hecho, si multiplicamos por dos arriba y abajo en la exponencial de f,(n)

—mn —2mn
€ ok—1 =¢ ok

y entonces, la identidad del enunciado nos queda que

2]971

fon) +e (;—:) fitn) =3 (f(Zm)e (_22””) + f(2m+1)e (—_n@;z + 1))>

m=0

Si nos fijamos, tenemos exactamente todos los términos de f(n) asi que ya lo
tenemos todo listo.
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A.4. Hoja 4

Ejercicio 4.1: Sean 0 < p < 1yq = 1—p. Comprueba que la
entropia de {a,b} con p; = p, po = q es la mitad que la de {A, B,C, D} con
p1 = p?, P2 = p3 = pq, ps = q*. i Cémo se generaliza este hecho?

La entropia de {a, b} se calcula como:
Hy = —plogyp — qlog, q
Y la entropia del {A, B,C, D} es:

H, = —p®log, p* — 2pq(log, p + log, q) — ¢*log, ¢* =
= —2p®log, p — 2pqlog, p — 2pqlog, ¢ — 2¢*log, g

Entonces
Hs, = (—2p* — 2qp)log, p + (—2¢° — 2qp) log, ¢

y como
—2p* — 2qp = —2p(p + q) =2

q=1-p, p+(1-p)=1
—2¢° — 2qp = —2q(q +p) = —2q

Es facil ver que
Hy =2H,

i Cémo se generaliza éste hecho?
La generalizacién de este hecho es que la entropia de una cadena de N simbolos es la
entropia multiplicada por N.

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

Analizando las probabilidades dadas tenemos que el segundo conjunto representa
las diferentes posibilidades al tomar dos elementos de {a, b} con sus probabilidades
respectivas. Asi, los elementos de ese segundo conjunto que nos dan representan:

A=a,a B=a,bC =baD=0b

La generalizacién de este hecho seria que dado un conjunto con ciertos elementos
donde cada elemento tiene una cierta probabilidad de aparicién, si tomamos el conjunto
formado por las combinaciones posibles de dos elementos, la entropia se duplica.

Ejercicio 4.2:  Tenemos una moneda trucada en la que sale cara sélo el 30 %
de las veces. jQué tiene mdas entropia (cantidad de informacion), lanzar un dado
una vez o lanzar la moneda trucada tres veces?
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Sea p la probabilidad de sacar cara con esta moneda tenemos:

p=0.3
En un dado la probabilidad de cada nimero es

1
pz_6

Vamos a calcular la dos entropias que se nos pide:

1. Tirar una vez el dado

1 1 1 1 1
H, = —glog2 PR glog2 i —log, i log, 6 ~ 2.5849 4

2. Tirar 3 veces la moneda

Se podria calcular H, hallando las probabilidades de cada una de las 8
probabilidades. Pero vamos a hacerlo de forma més corta:

H2 = 3Htirando una vez la moneda

Esto se puede hacer porque los sucesos son independientes®.

Hy; =3-(—0.310g, 0.3 — 0.710g, 0.7) ~ 2.6438

Podemos comprobar que tenemos una mayor entropia al lanzar la moneda trucada
tres veces.

Ejercicio 4.3:  Prueba que la entropia de un conjunto con probabilidades p;
cumple

H< - Zpi log(q)

cualesquiera que sean q; € R™ con > q; < 1. Prueba también que la entropia es
maxima en el caso de equidistribucion (todas las probabilidades p; son iguales).

Vamos a hacerlo usando los multiplicadores de Lagrange.
Llamamos a f(zy,...x,) = — > pilog, x;

Demostrar la desigualdad del enunciado equivale a probar que el minimo de f
restringido a > x; < 1,2; > 0 es H.

Puesto que log, z; es decreciente en x;, si el minimo se alcanzara con Y x; = o <

1, multiplicando cada x; por é se tendria un valor menor lo que nos llevaria a una
contradiccion.

#Recordatorio cambio de base del logaritmo: log, (z) = llzi((i))
5Puede deducirse a partir de la generalizacién del ejercicio anterior.
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Por tanto podemos suponer > x; = 1. El teorema de los multiplicadores de
Lagrange nos dice que la funcién F definida a continuacion

F(zy,...xn) = f(x1, .00, x) — )\in

tiene gradiente O al evaluarla en un f. Por tanto, para encontrar el minimo que
buscabamos derivamos F' con respecto a cada x; e igualamos a 0 con lo que obtenemos
ecuaciones de la forma:

Luego

Como Y x; =1,y > p; = 1, sacando factor comin A, obtenemos que
i i

A=1 = xi:piporque&:)\zl‘v’i.
:r,

(]
Finalmente nos queda que

f(pb apn) =H

Ejercicio 4.4:  Calcula la entropia de una distribucion binomial B(4,0,5).
Explica cémo la definirias para una distribucién continua de probabilidad y calcilala
para la normal N(0,1)

Puesto que tenemos una distribucién binomial B(4,0.5), siendo el conjunto S =
{0,1,2,3,4} tenemos que las probabilidades de cada elementos son:

~

0— (3)(0.5)* =p;
1 — (1)(0.5)* = p,
2 — (5)(0.5)* = ps
3= (3)(0.5)* =p,
4— (1)(0.5)* =ps

Ve

Calculamos la entropia:

H = —pylog, p1 — p2logy pa — ... — pslog, ps = 2.0306
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Para la segunda parte del ejercicio queremos definir una distribucién continua de
probabilidad y calcularla para la normal N(0,1). Recordemos que la normal N(0, 1)
tenia la siguiente funcién de densidad:

fla) = e

- / " (@) logy f(x)da

Calculamos pues la H, que en este caso podria alcanzar valores negativos:

(log2 \/%/ _% (log\/_+ >

Para resolver esta integral usamos que

Podriamos coger®

Con lo que llegamos a:

1

~ (log2)v2r

NG 1 1
<log(\/_)\/_ (1/2)3/2) = liog2) (1og(\/%) — —)

Ejercicio 4.5: Consideramos el nimero de caras al tirar dos monedas.
Encuentra el nimero medio de bits minimo para almacenar los resultados de este
experimento repetido cien veces y disefia un cédigo que lo alcance.

—_

En este caso tenemos S = {0,12} conpy =1 , po=1 ps =1

Calculamos la entropia, que nos da una cota inferior.

1 1 1. 1 1. 1 3
H=—>log,- — =log, = — ~log, -~ = —
4082y T 9025 T 02 T g

La entropia nos indica que % bits es la "cantidad de informacién" de cada

experimento.

6Esta definicion puede dar entropia negativa, eg: para normales con media 0 y varianza muy
pequefia (1000)
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Para calcular el nimero medio de bits para 100 experimentos tenemos la siguiente
cota, extraida del corolario del source coding theorem:

o~
*
—~
Q
~—
w

1
< —_ —_—
100 2 * 100

3
- <
5 =

En concreto tenemos que el namero minimo seria 100 - % = 150 bits.

Ahora vamos a buscar un cédigo que alcance este minimo. El cédigo 6ptimo
asignara Gnicamente un bit al elemento con probabilidad 1/2 y dos bits a los otros’.

Tomamos
0—10, 1 =0, 2—11

que se trata de un cédigo perfectamente descifrable e inyectivo.

Por tanto sélo nos queda confirmar que este cédigo es 6ptimo. Para ello estudiamos

su longitud media:

1 1 1 3
(C)=2-41=+2-="2
(C)=27+15+27 =3

que coincide exactamente con la entropia, que era la cota inferior para la longitud
media.

Para almacenar 100 veces este experimento necesitaremos un namero medio de
bits de 150 bits.

Ejercicio 4.6:  En la informatica normalmente un caracter se codifica con
un byte a través del cédigo ASCII, usandose aproximadamente 40 posibilidades
cuando se desprecian las mayidsculas, acentos y algunos simbolos poco comunes.
En espafiol, las vocales constituyen estadisticamente el 45.07 % de los caracteres
de un texto. Usando sélo este dato, jhasta cuanto se deberia poder comprimir un
fichero de un mega de texto en mindsculas sin acentos?

Puesto que consideramos un alfabeto compuesto por sélo 40 elementos tenemos:
S{Sl, S92y vaany 840}

Si las vocales estan en s;....s5 entonces
D1t o+ ps = 0.4507
D6+ oo+ pao = 1 — 0.4507
La mayor entropia (menos compresién) corresponderia al caso equidistribuido.
P1=p2=..=Ds

P6 = ... = P40

"Es evidente que con menos bits es imposible obtener un cédigo.
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En estas condiciones tendriamos

0.457

1—0.4507
H = —0.4507 log, (T) — (1 — 0.4507) log, (—

= 4.85bits
35 )
Aunque sea el “caso peor’ no podemos suponer nada mejor, pues no se aporta mas

informacién en el enunciado. Por tanto, en base a esta entropia tenemos que un cédigo
de 1024 bytes podria reducirse hasta 4.85 Megabits = 0.6MBytes.

Ejercicio 4.7:  Mejora el resultado del problema anterior sabiendo que la
estadisica de las probabilidades de las dieferentes vocales es:

a — 0.1253, e — 0.1368, i — 0.0625, o — 0.0868, u — 0.0393

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

Para ver si el resultado mejora basta con recalcular la entropia, sabiendo que el
segundo sumando calculado anteriormente no varia.

Asi, tenemos:

H = —0.1253log,(0.1253)—0.1368 log, (0.1368)—0.0625 log, (0.0625)—0.0868 log, (0.0868) —

1 —0.4507

—0.039310g,(0.0393) — (1 — 0.4507) log, ( o

) = 4.54bits

Podemos ver que el resultado mejora levemente pero no se observa un cambio
sustancial.

Ejercicio 4.8: Escribe un ejemplo de un cédigo definido en S =
{s1, 82, $3, 54} que no tenga la propiedad de prefijo

Debemos buscar una asociaciéon de cada uno de los simbolos de S a una cadena
binario que sea inyectiva y permita descifrar el cédigo tal que C(s;) + (1|0) = C(s;)
para algin 7 y algin j.

A ojo de buen cubero podemos escribir el cédigo:

S1 — 01, S9 — 011, s3 — 0111, s4 — 01111

Podemos comprobar a simple vista que es descrifrable y evidentemente no es prefijo.

Ejercicio 4.9: Dibuja el arbol que corresponde a un cédigo con
IM(C)={11, 000,001, 101}
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0 1
00 10 11
000 001 101
Ejercicio 4.10: Supongamos cierto tipo de ficheros en que los bytes

representan nimeros entre 1 y 4 con probabilidades respectivas:
P1 = 035, D2 = 034, P3 = 03, Pa = 0.01

Halla su codificacion de Huffman y el tamafo medio en bytes que alcanzard un
fichero de 10° bytes tras la codificacion. Compara el resultado con la cota inferior
de la entropia.

Para hallar la codificacion de Huffman construiriamos el arbol partiendo de las
hojas, que son los nimeros que se pueden representar, y convirtiendo en hermanos
a dos nodos que tengan la menor probabilidad en cada iteracién. Asi la codificacion
queda:

150,210, 3— 110, 4 — 111

La longitud media del cédigo es:
[(C)=035-140.34-2+0.3-3+3-0.01 = 1,96 bits

de modo que, de cada byte pasamos a 1.96 bits. Por tanto, un fichero de 10° bytes
pasara a 24500 bytes.

Calculamos ahora la entropia de esta codificacién:

H = —0.35-10g,(0.35) —0.34-log, (0.34) — 0.3-1og,(0.3) —0.01-log,(0.01) = 1.64 bits

Sabemos que
H<I|(C)<H+1

y, efectivamente, se cumple la igualdad. No obstante, puesto que el algoritmo de
Huffman nos garantiza obtener el c6digo minimo, podemos concluir que la cota inferior
es demasiado 6ptima y es imposible alcanzarla.

Ejercicio 4.11: /Qué aspecto tiene el arbol que corresponde a la
codificacion de Huffman para un conjunto de 2* elementos, todos ellos con la
misma probabilidad? ;Y qué aspecto tiene el arbol en la codificacion de Huffman
si las probabilidades p; son proporcionales a los nimeros de Fibonacci F;? En este
altimo caso, intenta dar una prueba de lo que te sugieren tus ejemplos.
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Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

Si seguimos el algoritmo de Huffman, en cada iteracién tenemos que unir bajo un
mismo padre a los dos elementos con menor probabilidad y, en caso de empate, escoger
dos al azar.

Este algoritmo, si todos los elementos tienen igual probabilidad, nos dara lugar a
un arbol perfectamente balanceado y completo de profundidad k.

Si las probabilidades son nameros de Fibonacci, al juntar dos elementos, la
probabilidad que asociemos al padre serad igual a la probabilidad de otro elemento
del conjunto (por definicién de la serie de Fibonacci). Asi, nos quedara un arbol nada
balanceado en el que todo nodo (salvo la dltima hoja) tendra dos hijos si es hijo
izquierdo y ninguno si es hijo derecho.

La codificacién de los elementos seria de la forma 0, 01, 001, 0001, ...

Ejercicio 4.12:  Da un ejemplo de un cédigo sobre un conjunto de cuatro
elementos tal que las longitudes de las codificaciones sean I, = 1, I, = 2,
I3 = Iy = 3. jEs posible afadir un quinto elemento al conjunto sin modificar
la codificacion de los otros?

El algoritmo a seguir consiste en partir de un arbol binario completo e ir podando
ramas para que queden cédigos con las longitudes indicadas.

Partiendo del arbol de profundidad 4, para forzar que haya un elemento cuya
codificacién tenga longitud 1 debemos podar a profundidad 1. Tras esto podamos
a longitud 2 y dos veces a longitud 3, con lo que nos queda el arbol:

SN

00 01

/N

000 001

Si quisiéramos afiadir un nuevo elemento deberiamos podar nuevamente el arbol. En
caso de hacerlo estamos perdiendo otras codificaciones de modo que no podemos. La
forma matematica de probar que es imposible afiadir un nuevo elemento es observando
la desigualdad de Kraft que dice que, para poder existir un cédigo con determinadas
longitudes es necesario que la suma de las inversas de estas longitudes sea menor que
uno.

En este caso tenemos
2714224934984 97<1 —= 14277<1

con lo que vemos que no hay posibilidad de afiadir ningtin nuevo elemento sin cambiar
la codificacién de los ya existentes.
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Ejercicio 4.13: Supongamos que queremos comprimir ficheros binarios
que tienen un 80 % de 1s. Calcula la tasa de compresién que se obtendria con
la codificacién de Huffman cuando los bits se agrupan de dos en dos. Es decir,
S = {00,01,10,11} con probabilidades respectivas 0.2%, 0.16, 0.16, 0.8%, y
cuando se agrupan de tres en tres

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.
Esta corregido en clase y la primera parte esta bien

Al hablar de la tasa de compresién lo que nos estan pidiendo es la entropia. Vamos
a calcularla:

Hy = —0.2% - 1og 0.2 — 0.16 - 10g 0.16 — 0.16 - 10g 0.16 — 0.8* - log 0.8% = 1.44

Si representamos cada uno de los elementos de S por el nimero binario que

representan tendriamos:
S =1{0,1,2,3}

y la codificacién de Huffman (obtenida por medio de la construccién del arbol) seria

0— 111, 1 —» 1102 — 10, 3—0

La longitud media de esta codificacién seria:

[(C)=3-0.2°+0.16-3+0.16-2+0.8°-1 =156

Al agrupar los elementos de 3 en tres nos queda:
S = {000,001, 010,011,100, 101, 110, 111} = {0,1,2,3,4,5,6,7}

La entropia se calcula como:
7
H; = Zpi log, p; = 2.16
i=0
Al aplicar el algoritmo de Huffman nos quedaria la compresién de la siguiente forma:

0— 11111111, 1 — 11111110, 2 — 1111110, 3 — 111110, 4 — 11110

5 — 1110, 6 — 110, 7 — 10, 8 =0

En este caso la longitud media seria: (2.18, mirar las cuentas)

I(C)=0.8-1+08-02(2+3+6)+08-02*7+8+5)+0.2°-9 =263
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Ejercicio 4.14:  Escribe la lista de pares que corresponden a la codificacién
de la frase tres tristes tigres en LZ78. Obtén también la codificacion con LZW
de esta frase suprimiendo los espacios y empleando un diccionario inicial de seis
letras:

0—e 1—g9, 2=t 3—>r, 4—5s 5—>1

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

» LZ78

El diccionario nos queda:

Elemento |12 |3 4|5 |6 |7 |89 |10 |11 |12 13
Simbolo |t |r|e|s tr|i|st|es| t|ig]| re|s#

Y la frase queda codificada como:
(0,2),(0,7),(0,€),(0,5), (0, _), (1,7),(0,4), (41), (3, 5), (5,1), (7, 9), (2,€), (4, #)

» LZW

El diccionario nos queda

Elemento |0 |1/2({3|4 /5|6 (7|8 |9|10|11|12 | 13|14 |15 |16 | 17

Simbolo | e |g|i|r|s|t|tr|re|es|st]|tri|is |ste|est| ti|ig |gr]|res

Y la frase queda codificada como:

5,3,0,4,6,2,9,2,1,7

Ejercicio 4.15:  ;Qué dice

(0,m),(0,2),(0, ), (1, a), (4, ), (1,¢),(3,a),(4,.)

codificado en L7787

Segin vamos descifrando construimos un diccionario dindmico que nos permite
llevar a cabo este proceso de descifrado.

El diccionario nos queda

-y
N
w
N
(6}
(@)
\‘
oo

Elemento
Simbolo | m | i ma | ma me a | ma.

Y la cadena es

mi mama me ama
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que se obtiene simplemente con leer el diccionario de principio a final.

Ejercicio 4.16:  Supongamos el algoritmo LZW funcionando bit a bit con
el diccionario inicial formado por 0 y 1. Calcula cudntos elementos tendria al final
el diccionario cuando se comprime un fichero formado por 8000 bits, todos ellos
iguales a 0.

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

La idea es correcta pero me he hecho algo de jaleo con los nameros. Cuando me
pare a hacerlo con calma lo corregiré

Al construir el diccionario seguiriamos los siguientes pasos

1. Empezamos leyendo 00, que se guarda en el diccionario en la posicién 2.
2. Leemos 000, que se guarda en el diccionario en la posicién 3

3. Leemos 0000, que se guarda en el diccionario en la posiciéon 4...

En el primer paso hemos procesado los dos primeros bits de la cadena, en el segundo
4, en el tercero 8, y asi sucesivamente. Por tanto tendremos que afiadir elementos al
diccionario hasta la iteracién n en la que ya habremos procesado 2" elementos.

Si queremos haber procesado todo el diccionario necesitamos 2" > 8000 — n =
14. Es decir, nos quedara un diccionario con 15 elementos, cada uno de los cuales sera
una sucesiéon de ceros. Concretamente, en la posicién ¢ tendremos una cadena de i
ceros, salvo en las dos primeras, donde tendremos un 0 y un 1 respectivamente.

Ejercicio 4.17: Consideremos la cadena de bits ¢, obtenida al
concatenar todas las de longitud 1, todas las de longitud 2 y asi hasta de
longitud k, todas ellas ordenadas. Por ejemplo, para k = 3 seria c3 =
0100011011000001010011100101110111. Intuitivamente éste es el peor caso para
la compresion LZ78. Calcula la longitud de c;, en bits y el nimero de pares de que
constaria su codificacion.

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

Cuando vayamos dividiendo la cadena original en frases obtendremos que las frases
son las mismas con las que se describe la cadena, es decir, tendremos las frases posibles
de longitud 1, todas las posibles de longitud 2, las de longitud 3, etc.

Tendremos un total de Zizl 2™ frases, lo que implicara que necesitaremos k+1 bits
para codificar el cédigo dentro del par ( cédigo , letra ) empleado en la codificacién
con este algoritmo. Ademas necesitaremos un byte para codificar esa letra final.

Por tanto necesitaremos un total de:

k
> 2m | - (k+9) bits = (2! = 1) - (k + 9) bits
n=1
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con una codificacién que constara de 28t! — 1 pares, cada uno de los cuales con
k + 9 bits.

Ejercicio 4.18:  Para elegir al azar un nimero de 1 a 2n podemos decidir
primero aleatoriamente si queremos que esté en el subconjunto de los pares o de los
impares y después coger un nimero al azar del subconjunto. Por tanto, si queremos
que la entropia mida la cantidad de informacién es razonable exigir que cumpla:

1 1 11 1 1
H{—,.. 2 o | =H === H{—. =
(Qn’ n veces 277,) (2, 2) + (n n veces n)

Utiliza un argumento similar para justificar la tercera propiedad exigida por
Shannon.

Hecho por Pedro. Se aceptan correcciones.

La tercera propiedad exigida por Shannon es:

k
1 1 1 1
H (ﬁ’ ..(n veces).., ﬁ) =H <%, ..(k veces).., %>+§:1 %H (b—Z, ..(b; veces).., b_)

(2

y se deduce de la idea: “La cantidad de informacién no puede variar si subdividimos
S en subconjuntos mas pequefios de tamafio b;".

Ejercicio 4.19:  Un cédigo dptimo (en cuanto a la longitud media) sobre
un conjunto de n elementos equiprobables, cuando n no es una potencia de dos,
necesariamente da codificaciones de longitud [log,(n)| para algunos elementos y
de longitud [log,,(n)|+1 para otros. Prueba que los codificados con longitud mayor

son exactamente 2 <n — Qllog, ”]>
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