METODOS MATEMATICOS I
Curso 2013-14

Tema 1

1. Expresar los siguientes nimeros complejos en la forma x + yi:
3i30 _ i19

2i—1

) 2430+ @+i); b)) Q+30)E+D): o 2413;;

(—14iv3)?  (=1-iv3)"?
(1—1)20 (141020

d) 2+ 3i)3; e)

9

) (1+D)*; g

Resolver la ecuacién z2 — 8iz — (19 — 4i) = 0.
Expresar cos 5x y sen 5x en funcién de cos x y sen x.

Calcular todos los valores de: a) +/1 —i;y b) J=8.

U

Demostrar la identidad de Lagrange,
1 sen [(n + l)9]
1 0 20 + ... Q= _ LV 2771
+ cos ¢ + cos + + cosn 2+ 25en(9/2)
(Qué ocurre cuando sen(6/2) = 0?
6. Desarrollar en serie de Fourier cos* 6.

7. Expresar en la forma x + yi: a) et b) sen(1 +i); c) cos(2 + 3i); y d) cot(n/4 —ilog?2).

. _ [—i\!H
8. Calcular todos los valores de: a) log(—i); b) log(1 4+ 1i); ¢) (=i)'; d)2"; ye) ( ﬁl) .

9. Siz =x+1iy = rei? #£ 0, calcular todos los valores de: a) |z']; b) |i%|; y ¢) |z%| en funcién de x, y, r y 6.
10. Resolver las siguientes ecuaciones: a) cosz = 4; b)tanz = 3i/5;¢c)tanz = i;yd)senz + cosz = iv2.

11. Demostrar que si f es una funcidn analitica y una cualquiera de las funciones Re f, Im f, | f| 6 Arg f es
constante, entonces f es constante.

12. Encontrar todas las funciones analiticas cuya parte real es de la forma u(x, y) = ax3 +bx?y +cxy? +dy3,
donde a, b, ¢ y d son constantes reales. Expresar el resultado en funcién de z.

13. Encontrar todas las funciones analiticas f(z) cuya parte real es de la forma g(x) cos y, expresando el resul-
tado en funcién de la variable compleja z = x + iy.

Tema 2

14. Calcular las siguientes integrales:

d d d d
a) —Z; b) / —Z; c) / ldz| Zl; d <
lzl=1 Z lz=1 |2] lzl=1 2 lz|=1

<




15. Calcular las siguientes integrales:

a) [ y (z3 + 3) dz, donde y es la mitad superior de la circunferencia unidad (orientada positivamente);
b) /. y e!/Zdz, donde y es la circunferencia de radio 3 centrada en 1 + 5i;

c) fy z%(z — 1)~ !dz, donde y es la circunferencia de centro 0 y radio 2;

d) fy z73dz, donde y es el cuadrado de vértices —1 —1, 1 —1, 1 +1,y —1 4+ i;

e) f y z "% sen zdz, donde y es la circunferencia unidad;

f) flgj=2 2% 2] €%dz.

16. Sea f analitica en el disco |z|] < R con R > 1. Calcular fOZﬂ £ (%) cos2(6/2) df en funcién de f y sus
derivadas evaluadas en el origen.

17. Sea f una funcion entera tal que | f(z)| = 1 en todo el plano complejo. Demostrar que f es constante.

Tema 3

18. Estudiar la convergencia de las siguientes series:

in

>, cos(in) nsen(in) > 2 1 (3+4i)"
2: . 2: . 2: . 2:(1+'n). }:

2 an b) KL © logn’ 9 e ) n (5 + 12i) '
n=0 n=0 n=2

n=1 n=1

19. Encontrar un dominio en el que la funcién f(z) = Y ;2 ,(2z — 1)"/n sea analitica.

20. Calcular el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de potencias:

o0 o0 o0 o
a) an"; b) Zz”e_”; c) Zn!n_nz"; d) Zn_lz”.
n=0 n=0 n=1 n=1

21. Calcular los desarrollos en serie de Taylor de las siguientes funciones en torno al punto z¢ indicado, especi-

ficando los correspondientes radios de convergencia: a) e%, zg = 1;b) 271, zg = 1;¢) z%e?, zo = 0; d) e sen z,
2 — —

20=0;0)¢,20=0; yH(z—1D""z—-2"" zo =0.

22. Calcular los tres primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Taylor de tanz en 79 = 0.

23. Calcular los tres primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Taylor centrado en el origen de la
funcién f(z) = Log(cosz).

24. Calcular los tres primeros coeficientes no nulos y el radio de convergencia del desarrollo en serie de Taylor
centrado en el origen de la funcién f(z) = ./cosz, considerando tnicamente la determinacion principal de la
raiz.

25. Encontrar las coronas de convergencia de las siguientes series de Laurent:

o] o] Zn -1 27 1 o] Zn

NN, g n_n. T .

a) E i"z"; b) E o + E 2" 7", c) 354 2 + E PR
n=—00 n=0 n=—00 ) n=0

n

—1 (e
Dzt Y s o Y %ZW

n=—o00 n=—00



26. Calcular los desarrollos en serie de Laurent de las siguientes funciones en las coronas que se indican:

-1 Z Z
a) sen(z” ), 0<|z] <o0; b) ——, 0<|z| < 1; c) —, 1 <|z| <o00;
) sen@™). 0< [zl ) . 0<l2 ) = 1<l
A S 0< < ) ! 0<lzl <1 f) ! 1<zl <2
— zZ| < o00; €) ———————, z ; —_—, z ;
z2 2(z=1D(z=2) 2(z=1D(z=2)
) ol >2
— Iz .
¥ 2e-De-2)
.. 3(z—1) ]
27. Calcular el desarrollo de Laurent de la funcién f(z) = ————————-enlacorona 5 <[z — 1] < 1.
2z—-1(z—-2)

28. Calcular los tres primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Laurent de la funcién f(z) =
1/(z? senh z) en una corona de la forma 0 < |z| < R. ;Cudl es el mayor valor posible de R?

29. Clasificar las singularidades de las siguientes funciones:

—1)2 3 1/(z—1) _
a) - Loy EEDEED et g De) e G
(ez2 —1)(e? —2) 1 —sen(mz/2) e? —1
Tema 4
. z+2 .

30. Sea la funcién f(z) = a3 1) Hallar el desarrollo de Laurent de f en la corona 1 < |z| < 3.

I — 4l —
ii) Calcular la integral / f(z)dz.

|z—3i|=1

31. Calcular las siguientes integrales:

a) tanz dz b) 1+ 7+ 22) (el/z NI VICSS VI e1/(z—s)) dz
|z|=8 |z|=3
27 cos(36) df 2w do
) — d) —
o S5—4cosb o (5—3senb)
*° x2dx © cos(2mx)
e) f) —————dx
0o (xXZ2+9)(x%+4)2 o X*+x2+1
2 / % x sen(3x) cos(2x) d h) / glox WeR
x2+1 o (X2 4+ 1)2 1)2
3 1 1a)x
i d dx eR
) |z—1|=3Z COS(Z—Z) < 1) /Ooxz—31x—2 @
o0
N | 2% 4y, weR

o X441



Tema 5

32. Integrar las ecuaciones siguientes:
a) 5x+2y—3)y'=9—-12x—5y; b) y=e"7; ¢) Yy =y+senx; d) y = zx);c—;yz;

2 . _ xt+2
sen x : f) y/ — X s y

e) Y =cosx —y— y? 5

D9 Y = Yy =x+ 3
Dy =1-%5: ) 0)P=9

33. Sea la ecuacién 3y? — x + 2y(y? — 3x)y’ = 0. i) Hallar un factor integrante de la forma w(x + y?2). ii)
Determinar la solucién general de la ecuacion.

34. Comprobar que una ecuacién de la forma y’ = x"~! f(y 4 ax™) se convierte en una de variables separadas
haciendo el cambio z = y + ax™. Hallar por este método la solucién general de y’ = 2x(y + x2)2.

35. Hallar la solucién general y discutir la existencia y unicidad de soluciones de las siguientes ecuaciones:
_ 2 2 B
) Y = (=477 b)Yy =20 oy =5 d) Y =1y o) Y =5 -y
By =1+y>>

36. Integrar la ecuacion diferencial y’ = y

y+2x—1

Yty (Cudntas soluciones verifican y(0) = 0?

37. Sea la ecuacion diferencial y’ = % + e~¥/* i) Calcular su solucién general. ii) Hallar las soluciones que
pasan por el punto (e, 0) y las que lo hacen por (1, 1).

38. Sealaecuacién y’ = 1+ y%x i) Hallar su solucién general. ii) Determinar todas las soluciones que satisfacen
y(1) = —1. iii) Dibujar aproximadamente sus curvas integrales.

39. Sea la familia de hipérbolas xy = c. Escribir la ecuacién diferencial de la que son curvas integrales. Hallar

las trayectorias ortogonales a ellas (las curvas que las cortan perpendicularmente). Resolver el mismo problema

para las circunferencias x2 + y? = 2cx y las pardbolas y? + 2cx = ¢2.

40. Sea la ecuacién xy’ = (1 — x)y + x2. i) Hallar su solucién general. ii) Para todo (xo, yo) € R?, discutir
cudntas soluciones cumplen la condicién inicial y(xg) = yy. iii) Localizar los puntos del plano en los que y” = 0.

41. Resolver la ecuacion diferencial 3
¥ = 24302+ )y,
Determinar por cudles de los siguientes puntos del plano pasa una unica curva integral de la ecuacién: a) (1, 1);

b) (=1,1); ©)(1,0); d)(0,1).

42. Sea la ecuacion diferencial y’ = Wz_x) i) Hallar su solucién general. ii) Hallar las soluciones que verifi-
can y(1) = 0e y(1) = 2.iii) Determinar por qué puntos del plano pasa una tnica curva integral.

Temas 6y 7

43. Escribir la solucién general de las siguientes ecuaciones diferenciales:
Au —u=e**: b)u"+u=xe*cosx; c)u’+u=tanx; d)u" +2u" + 5 =5x;
) u®+ 4y =xe¥cosx; ) (x+ Du”"—u' =+ 1% g x2u’ —2u=x3";

h) x%u” —x(x +2)u' + (x +2Qu =0.



44. Hallar las soluciones de los problemas de valores iniciales siguientes:

u” +5u" + 8u' + du = —8e ¥
u(0) =1, u'(0) =—-1, u”(0) =9

W = f(x)
u(0) = -1, u'(0) =0,

x+1,

3—x,

a) b) Sx) =

u” 4+ 2xu’ =2x

) x3u"” + x2u" —2xu’ 4 2u = 2x* 0 xu” — (x + D' +u = x%e*
u(h) =u'(1) =1.

u() =u' (1) =u"(1) =0 u(l) =u'(1)=0

45. Seala ecuacion u”’ + 5u” + 4u’ + cu = x. i) Hallar una solucién particular para todo valor de la constante
real c. i1) Hallar la solucién general para ¢ = —10.

46. Considérese la ecuacion u””’ 4 2u” 4+ (1 + a)u’ + 4a’u = e *,cona € R. i) Paraa = 0, hallar la solucién
que satisface u(0) = u’(0) = 0, u”(0) = —1. ii) Hallar una solucién particular de la ecuacién para a # 0.

47. Hallar la solucién general de la ecuacién u® — 2u” + 2u” —2u’ +u = 2cosh x .

48. Resolver la ecuacion de tercer orden

x3u" —3x%u" —x(x2—6)u' + (x> —6)u =0.

49. Resolver la ecuacidn diferencial
2
wu” —u'? = ,

efectuando el cambio de variable u’ = v(u).

50. Resolver los problemas de valores iniciales siguientes:

01 =2 0
a)y' = (_% —;)y, y(0) = ((1)) b)y' = G :T)y, y(0) = ((1)) )y = (g g —é)y, y(0) = (?)

51. Hallar la solucién general de los siguientes sistemas:

YVi=yi+y2+y3 i =y2+ v =
a) Sy =2y14+y2—y3 b)) {yy=yi1+y3 ¢ {yy=y1+2m
y§=—y2—|—y3 yé=y1+yz y§=y1—y3-

52. Hallar la solucién del problema de valores iniciales
x'=x—4y+2z
y=x-3y+z
Z=x-2y+1
x(0) =2, y(0) =2z(0) =1

53. Hallar la solucién de los problemas de valores iniciales siguientes:

x'=x-2y—t x'=2x+y x'=—x-—y x'=2x-—y
a){y =2x—=3y—1t b){y =3x+4te’ o)y =2x—y Sy =x+12—1
x(0)=y(0) =1 x(0) = y(0) =1 x(0)=1, y(0)=2 x(0) =0, y(0) = —1.
0 0 1 0 —x2 1
o . , 000 —1 0 0
54. Considérese el sistema y' = Ay + b(x) con A = 100 o0 yb(x) = o |-yseayo= )
01 0 0 0 0

Hallar la matriz fundamental @(x) del sistema homogéneo con @(0) = 1, y la solucién del inhomogéneo con
y(0) = yo.



55. Hallar la solucién del sistema

x'=4dy +z
y=z-4
7 =5z7-2x
que verifica x(0) = —2, y(0) = 3, z(0) = 0. [Ayuda: el sistema tiene una solucién constante.]
56. Sea el sistema
;L (0 1
y =4y, A—(a | _go) «€R.

Hallar la matriz fundamental canénica en el origen para fodos los valores de «.



Soluciones Tema 1

8.

. . 11 10
. a) 644i; b) 5+ 14; ©) — 4 —

17

-2+ 51, 24 3i.

cos 5x = cos® x — 10sen? x cos3 x + 5sen? XCOSX, sen 5x = sen” x + 5senx cos

cos* 6 =

. a) e?(cosl +isenl);

) 1T
a [
2

/1+f V2-1

(3 + 4cos26 + cos 49)

1 i ! |
+2nwi; b) Elog2+£+2nni; ¢) e3 2T, () 2nmgilog2,

4

Z en todos los casos.

9. a) 2" 9, ) ey(%”rzn“); c)

10. a) *ilog (4 + +/15) 4+ 2nm;

12. ¢ =
13.

171; d) —46+9i; e) 1+i; ) =221 +i);

4

(:I:\/_:tl) +£V2i.

b) senlcoshl +isenhlcosl; c¢) cos2cosh3 —isen2senh3;

1—1 =
V2

g¥logr+y(@nn—0) qonde n € Z en todos los casos.

b) ilog2 +nm; ¢) no existe solucion ;

x — 10sen? x cos

g) —64.

2

15

d)—+— .

17

d) ilog(~/2+ 1) — 7 +2nm, ilog(v/2—1) + %“ + 2n7, donde n € Z en todos los casos.

—3a, b=-3d, f(z)=

(@a+id)z3 +ik, conk e R.

f(z)=ae*+be % +ic, cona,b,c e R.

X.

Soluciones Tema 2

14.

15.

16.

a) 2wi;

a) —6;

b) 0; ¢) 2mi;

n(f(0) + 3 /'(0)).

b) 0; c) 0; d) 2m.

d)0: e -2 f) 4mi.

Soluciones Tema 3

18.
19.
20.

21.

a) diverge;

-2

<3

a),d) R=1; b),c) R=e.

a) et =

o0

k=0

c
ZE(Z—I)’C, R =o00;

b,d,e) convergen absolutamente; ¢) converge (pero no absolutamente).

)<= Y DFe-DF, R=1
< k=0



22

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

k

2.2 < — . — kn\ z — .
e—X_:z(k_m!,R 00; d) e*senz = 222sen( )k' R =o0;

k=0

2k o0
S R=co: . Z( )kR—l
" - ’ _ _ k+1 ’ - .
= k! (z 1)(z 2) = 2
.. 13,25 b
T
Log(cosz) = —2z2—Lz4— Lz6+--, 2l <3
2 4
22z n
Joosz=1-2 % <X
cos Z 1 96+ .zl 5

a) diverge paratodo z ; b) C( 5 ) ; c) C—-{0}; d) diverge paratodo zZ; e) C(0;2,3).

o8] ( l)k 1 z e z 1
1 - k+1_k
Ve 1;)(2k—|—1)! z2k+1 . z+1 1;1( rE © z+1 1
e? | I B 2 1 1 - ! k
) 22 2z ]é)(k+2)! ) Z2(z—=D(@Ez-2) 2z lg)( 2k+2)
f T I Ly
2z-DE-2) P TG EE I o

S R =Y Gl A N~ Py
2z —1)(z—2) _kz=1 2k (z—1)k k;()(z D™
1 1 1 7z

- = , 0< < 7.
Zsenhz 3 6z 360 Izl <=

a) 0 (singularidad evitable), 2k ti con 0 # k € Z (polos simples), log2 + 2kmi con k € Z (polos simples);
b) 4k 4+ 1 con k € Z (polos dobles si k # 0, —1, polo simple si k = —1, singularidad evitable si k = 0);
¢) 0 (singularidad esencial);

d) 1 (singularidad esencial), 2k7ti con k € Z (polos simples);

e) 0 (singularidad no aislada), con 0 # k € Z (singularidades esenciales).

1
kT

Soluciones Tema 4

30.

31.

. R AN Y AU AR N ) .
l)f(Z):(l—E)ZZ_k‘i‘(l—E)kZW ll):l'[(2+3l).
=0

k=1

. 38mi T 5T b1 e~ V3T (1 1
a) —12mi; b) ; ; ; = ;

) - d AR PPN - ) A
3 D ' Y000 VoA & 3



b in_a)e_lwl; D 1437 i 2n(e™2? —e™?), w >0,

12 0, o <0;

11
k) —e “senw.
2

Soluciones Tema 5

32.a) y24+6x2+5xy—3y—9x=c; b) y=logc+e*); c) y=cex—%(senx+cosx);

2 2 2
d) y= r . e) y =cosx + vt ;D y=cx?—x: @ x—cy—3y3=0;
c+Xx ce* —cosx —senx
) . 1
h)y y—3x2—log|l+y|l=c; i) y—x+loglx+y—1]=c: j) y= :
c £+ 3x
1 x —y?
33. 1 = i) ——— =
Y=y Y ae

34 i)[d—z——n—l—c ii) y = tan(x? 4 ¢) — x?

' f@+na WY '

35. Como informacién adicional se ha incluido el dibujo de las curvas integrales.

N

a) 4y + log

|
()

x—4y +2
_— | =
x —4y

¢) y2+2xy+cex* =0
b) y=

X +c

N
ah

1 1-— 2 _ —x2 X
d) y+ 5 log|— | =x+ec € y7=ltce f) y'/3 —arctany'/3 = = ¢
2 I1+y 3
36. Solucién general: y2 +2xy —ce?* = 0. Las soluciones que verifican y(0) = 0 son y(x) = 0e y(x) = —2x.

37. 1) y = xlog(log|x| +¢). ii) (e,0): y = xlog(log|x|); (1,1): y = xlog(log|x| + e).



38. y=x+£2x+c. i) y=x-2x

39. xy =c¢ = y + xy’ = 0. Trayectorias ortogonales: y’ = § =x2—-y2=k.

x2+yr=2ex=y = y;;jfz . Trayectorias ortogonales: y’ = ngj;z = x>+ y?2=ky.
y24+2cx = c? = yy' = —x £ /y2 + x2 . Trayectorias ortogonales: y’ = —2— = y2 4+ 2kx = k2.

xt4/y2+x2
40. i) y = x(1 4+ ce™). ii) Solucidn tnica si x¢ # 0, infinitas soluciones si xo = y¢ = 0, ninguna solucién si
xo = 0, yo # 0. iii) y = x (recta solucién), x = 2 (curva de puntos de inflexién).

2 3
41. Solucién general: y = x3(% + log |x| + c) (c € R), y = 0. Curva integral unica: (1, 1), (—=1,1) y (0, 1).

42. i) Solucién general: y(y —2x) = cx. ii) y(1) = 0: y = 0; y(1) = 2: y = 2x. iii) Por cada punto del
plano salvo el origen pasa una tnica curva integral, mientras que por el origen pasan infinitas.

Soluciones Temas 6 y 7

43. a) u = c1e¥ + e + %ezx ;
b) u =cjcosx + casenx + %[(SX —2)cosx + (10x — 14) senx]ex ;
¢c) u=cpcosx + cpsenx —cosx log|secx + tan x| ;
d) u = c1 + (c2c082x + c3sen2x)e™ + % — Z?x ;

e) u = (cy1cosx + cpsenx)e’ + (c3cosx + casenx)e ™ + ;—2[(3 — X)cosx + x sen x]ex

..

f) u:Cl(x2+2X)+C2+§+§;
Qu=cx’+cy+ (x =2+ 2)e*;

h) u = c1x + coxe”.

%xz—l, x <1

44. a) u(x) = e ¥ + 4x2e 2, b) u(x) =
—%x2+4x—6+2el_", x=1;

) ux)=F(x*=5x2+5x—-1);  dDu@x)=@@+De+3x2-5e"; e u(x)=nx.

X 4
- — =, c#0
45. 1) up = ¢ ii)u—cex+e_3x(c cosx + ¢ senx)—i—i
) P77 ) x2 5y = (1 2 3 0 25
———, ¢=0.
8 16
- _1
4xe %, a=gz
46. i) u = —1 x%e™. i) up = -
a;éO,%.

a(4a—1)’



47. u(x) =¢* (61 + crx + %2) + c3c08x + casenx + S—
48. u(x) = x(c1 + e’ +c3 e_x) .

1
49. u = c1e?¥ + —.

c2
e X _e—2x _ 3xe—2x
e ¥ +e_3x 14+ 2x _ _ _
50. a) y(x) = %(e - b) y(x) =e* ( . ) 0 y(x)=|e x—_f 2’;—39265 2x
c — 4Xx¢

3 0 1 1 1 1
51.a) y=ci| 4| e 4| 1]e4es[14+x]e?; b)) y=ci|1]e* 4| —1])e 43| 0]e

2 -1 —X 1 0 —1
2 0 0

o) y=ci|-2|e*+ca|1]e** +c3[0]e ™.
1 0 1

52. x=2t+2", y=t+et, z=1+t.

1 (812 — 4t + 17)e3 —e™! _f cosN2t —/2sen /2t
53. 1—1¢ ;b)) & t ;
2 ( )(1)’ ) 6((8t2 12z+13)e3f+3e 9 ¢\ Vasen V3t +2cos V31)

t . —t + (8 — 2t)e' 2 .
< >
d) (2[_1) sit<2, (1—2t (10 — 2¢)e! 2 sit=2.

cos x 0 sen x 0 cosx — 2x
0 COS X 0 —senx ., ) . . , ) 0
54. o(x) = | _ sen x 0 cosx 0 . Solucién pedida del sistema inhomogéneo: 29 senx
0 sen x 0 cos x 0

55. x=10—12e7!, y=—1+44e™?, z=4—4e".

56.

—ax

1 (ae*+e e’ —eX e*(1—x) xe*
1. oXA : =—1: e =
o 7é 1: e o+ 1 (a(ex _ e—ax) eX + ae—ax) ’ o 1: e ( —xeX e)C(l + X) s



