Leccion 9: Contrastes de hipétesis

1. Introducciéon

El contraste de hipotesis consiste en formular una hipétesis acerca de una poblaciéon, y
aceptar o rechazar esa hipotesis basdndonos en la informaciéon proporcionada por una
muestra.

En el contraste de hipotesis, se denomina hipotesis nula (Hy) a la hipotesis planteada y
que vamos a comprobar usando una muestra. También se plantea la denominada hipo6tesis
alternativa (H).

El método de contraste de hipotesis trata de reunir suficientes evidencias como para com-
probar que la hipo6tesis nula es muy poco probable. Si conseguimos reunir estas evidencias,
se dice que rechazamos la hipdtesis nula, y por tanto aceptamos la hipotesis alternativa. Por
el contrario, si no logramos reunir suficientes evidencias y la hipotesis nula es plausible, no
se rechaza la hipotesis nula. Es importante entender que cuando no se rechaza la hipotesis
nula, no implica que Hj sea cierta; simplemente no hemos logrado demostrar que es falsa.

1.1. Tipos de contrastes

Vamos a distinguir dos tipos de contrastes:
» Contrastes paramétricos.
= Contrastes no paramétricos.

Realizamos un contraste paramétrico cuando la poblaciéon sobre la que se establece la
hipotesis pertenece a una familia de distribuciones conocida (como por ejemplo, la distri-
buciéon Normal).

En este tipo de contrastes, normalmente las hipétesis Hy y H; se refieren a algin pardmetro
de la poblacion (por ejemplo, p en una distribuciéon Normal). Un caso tipico consiste en
comprobar si la media es igual a un valor supuesto, o es menor que ese valor. Es decir:

Hy: p=100
Hy: p <100

La hipotesis se realiza sobre los parametros de la poblaciéon, puesto que son valores desco-
nocidos. Solo a través de las muestras podemos estimar o formular hipotesis acerca de esos
parametros poblacionales.



Por el contrario, realizamos un contraste no paramétrico cuando no podemos decir
cuél es la distribucion de probabilidad de la poblacién de la que extraemos la muestra. En
estos casos, solo podemos formular hipotesis acerca del tipo de distribucién de la variable
aleatoria que estamos estudiando. Por ejemplo, podemos formular la hipotesis de que el
nimero de goles por jornada en las ligas europeas es una distribuciéon normal, y comprobar
mediante un contraste si es una hipotesis plausible o no.

En este tema solo trataremos los contrastes paramétricos. En el siguiente tema veremos
algunos casos de contrastes no paramétricos.

1.2. Tipos de hipo6tesis
En un contraste siempre tendremos que decidir una hipétesis nula Hy y una hipotesis
alternativa H,. Estas hipotesis pueden ser de dos tipos:

= Hipodtesis simple
Una hipotesis es simple si plantea que el parametro de la poblacién tiene un valor
concreto. Por ejemplo,
Hy:p=100

es una hipotesis simple.

= Hipo6tesis compuesta
Una hipoétesis es compuesta cuando plantea que el parametro de la poblaciéon puede
tomar mas de un valor. Por ejemplo,

Hy <100

es una hipotesis compuesta

En un contraste de hipoétesis se puede dar cualquier combinaciéon entre Hy y H;. Es decir,
podemos tener las siguientes combinaciones:

Hy H,
Simple Simple
Simple Compuesta

Compuesta Simple

Compuesta Compuesta

De todas formas, los casos mas habituales son:
= Hy simple y H; compuesta.
= H, compuesta y H; compuesta.

El primer caso (Hy simple, H; compuesta) es ademas mucho mas habitual, v los ejemplos
0 ) )
posteriores se referiran casi siempre a este caso.



2. FErrores en un contraste de hipoétesis

Vamos a ilustrar los posibles errores que se pueden cometer en un contraste usando un
ejemplo.

Tenemos dos urnas con la siguiente composicion:
= Urna A: 4 bolas blancas y 2 bolas negras.
= Urna B: 2 bolas blancas y 4 bolas negras.

Elegimos al azar una urna y extraemos tres bolas, y vamos a realizar el siguiente contraste
de hipotesis:

Hy: La urna elegida ha sido la A
H, : La urna elegida ha sido la B

El resultado del contraste puede ser que rechazamos Hj, y por tanto asumimos que las
bolas salieron de la urna B. Por el contrario, si no logramos reunir evidencias suficientes,
no podremos rechazar Hy y tendremos que asumir que las bolas salieron de la urna A.

Imaginemos que sacamos las tres bolas de la urna A, pero nuestra muestra contiene 2 bolas
negras y una bola blanca. Si ensenamos la muestra a otra persona que no sepa de déonde
han salido las bolas, esa persona nos diré que es més probable que hayan salido de B, y por
tanto rechazara Hy. Cuando la hipotesis nula es cierta, pero la rechazamos en el contraste,
estamos cometiendo un error de tipo I.

Repitamos ahora el muestreo. Elegimos la urna B, sacamos tres bolas, y resultan ser 2
bolas blancas y 1 bola negra. Ahora ensenamos esa muestra a otra persona que no sabe de
dénde han salido las bolas. Esa persona nos dird que lo mas probable es que vengan de A.
Es decir, aceptara la hipotesis nula Hy, por ser més probable que H;. Cuando aceptamos
la hipotesis nula, pero la hipotesis nula es falsa, estamos cometiendo un error de tipo II.

Este tipo de errores son inherentes al contraste de hipotesis. En ocasiones, un tipo de error
puede ser mucho més costoso que otro. Veamos algunos ejemplos:

= Afirmar que un paciente tiene cancer cuando no lo tiene.
En este caso, si la hipotesis nula es que no tiene cancer, y nuestro test rechaza Hy,
estamos cometiendo un error de tipo I (rechazamos Hy, le decimos que tiene cancer,
pero resulta que Hy es cierta).

= Afirmar que un paciente no tiene cancer, pero si lo tiene.
En este caso, hemos aceptado Hy y hemos rechazado Hy, pero Hj es falsa; es decir,
hemos cometido un error de tipo II.

., Cual es méas costoso? En este caso, parece claro que el error de tipo II puede tener
consecuencias mas graves que el error de tipo I.



Veamos otro ejemplo:

= Suponemos que un puente viejo aguantara, pero acaba derrumbéndose.
En este caso, nuestra Hj, era que el puente es seguro, la hemos aceptado, pero ha
resultado ser falsa. Hemos cometido un error de tipo II.

= Suponemos que un puente viejo no aguantaré, pero no se derrumba.
En este caso, hemos establecido Hy como que el puente aguantaré, y la rechazamos.
Pero Hjy ha resultado ser cierta. Hemos cometido un error de tipo I.

De nuevo, en este caso el error de tipo II puede ser mucho mas grave que el error de tipo L.
Otro ejemplo mas:

= En un juicio, declaramos inocente al acusado, pero era culpable.
En este caso, Hy es que el acusado es inocente. Aceptamos H, pero resulta ser falsa.
Es decir, es un error de tipo II.

= En un juicio, declaramos culpable al acusado, pero era inocente.
En este caso, de nuevo Hj es que el acusado es inocente, pero se rechaza, y se condena
al acusado. Sin embargo, Hy ha resultado ser cierta. Si rechazamos H, pero es cierta,
cometemos un error de tipo .

En este caso, el error de tipo I es mas costoso que el error de tipo II. De hecho, el sistema
legal funciona de este modo, intenta evitar condenar a inocentes. Esto es, el objetivo es
evitar cometer error de tipo I (es decir, condenar a inocentes), a expensas de cometer
errores de tipo II (dejar escapar a criminales cuya culpabilidad no se puede demostrar).

Por tanto, existen elementos externos al contraste de hipotesis que pueden hacer que tanto
los errores de tipo I como de tipo II sean muy graves.

La probabilidad de cometer un error de tipo I se conoce como nivel de significacion
(). La probabilidad de cometer un error de tipo II se representa como /3, siendo 1 — (3 la
potencia del contraste.

En resumen, existen cuatro posibles opciones en un contraste, resumidas en la siguiente
tabla:

Decision
No rechazar Hy Rechazar Hy
Cierta Acierto Error Tipo I
O Falsa | Error Tipo II Acierto




3. Contraste de hipoétesis

Como regla general, para realizar el contraste de hipdtesis elegiremos un nivel de significa-
cion «. Es decir, elegiremos cuél es la probabilidad de cometer un error de tipo I. Cuanto
mas pequeno sea «, mas improbable serd cometer un error de tipo I.

Una vez fijado el nivel de significacion, el método del contraste de hipdtesis intenta maxi-
mizar la potencia del contraste 1 — 3, por lo que minimiza la probabilidad del error de tipo

I1 5.
El método del contraste de hipotesis consta de los siguientes pasos:

1. Elegimos un estadistico T'(X1, Xs, ..., X,,,0) que dependa de la muestra y del para-
metro de la poblacidon sobre el que vayamos a realizar el contraste

2. Dividimos el espacio de posibles valores de T en dos regiones Ry (region de aceptacion)
y Ry (region critica), usando la distribucion de probabilidad de la poblacion, y el nivel
de significacion a.

3. Calculamos el valor de T para la muestra obtenida. Lo denominaremos Tj.

4. Si Ty € Ry, entonces no rechazamos la hipotesis nula. Por el contrario, si Ty € Ry,
entonces rechazamos la hipotesis nula.

En estos pasos hemos obviado dos cuestiones que son imprescindibles para realizar el
contraste de hipotesis:

» ;Como elegimos el estadistico T'( Xy, ..., X,,0)?
= ;Como calculamos cudl es la region de aceptacion Ry y la region critica Ry 7

Para elegir el estadistico adecuado, no existe una respuesta general. En este tema vamos
a estudiar algunos tipos de contrastes paramétricos, para los que ya existen estadisticos
“prefijados” que podemos emplear.

Respecto a la segunda pregunta, la region critica es la que hace que el valor Ty sea im-
probable. Por este motivo, la region critica estara siempre en las colas de la distribucion,
ocupando un area de o dentro de la funcién de densidad. En algunos casos estara solo en
una de las colas, y en otros estara en las dos colas (ocupando § en cada cola).

En la figura [I| se observa la funcién de densidad de una distribuciéon ¢ de Student con
25 grados de libertad. Se han coloreado las dos zonas que forman la regién critica. Se ha
calculado el valor tg que hace que

0,05
P(tn > t()) = 77 = 0,025
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Figura 1: Region critica formada por dos colas, de § cada una.

En este caso, como la funcién de densidad es simétrica, el valor para la cola de los negativos
serd —tg. Es decir, el valor ¢y divide el espacio de posibles valores del estadistico T" en dos
regiones:

= La region critica
En este caso (—oo, —to| U [to, +00). Si el valor del estadistico cae dentro de esta zona,

rechazariamos la hipétesis nula Hy (y por tanto aceptariamos la hipotesis alternativa
Hy).

= La region de aceptacion
En este caso (—to, tp). Si el valor del estadistico cae dentro de esta zona, aceptariamos
la hipotesis nula Hy.

Ejemplo 1 Un agricultor quiere vender su cosecha de frutas. Para calcular su valor apro-
ximado, consulta a un experto que tasa la produccion en 30 kg. de fruta por drbol.

Para mayor seguridad decide tomar una muestra de 26 drboles al azar, obteniendo un
rendimiento medio de 34 kg. de fruta por drbol, con una desviacion tipica de 4 kg. ;Puede
el agricultor aceptar la hipdtesis del experto? (use un nivel de significacion del 5% ).

Solucién

En este caso, tomaremos como Hj que la media de producciéon por arbol es 30 kg. ;Cual
serd la hipoétesis alternativa? En alguno casos, plantearemos la posibilidad de que la media
sea superior a 30, o inferior. Pero en este caso, simplemente diremos que la media no



es 30, sin especificar si es mayor o menor. Por tanto, el contraste quedaria definido con las
siguientes hipotesis nula y alternativa:

Hy: p=30
Hy: p+#30

Para el contraste hemos obtenido una muestra de tamano n = 26, en la que hemos obtenido
T=234,ys=4

Ya tenemos todo lo necesario para empezar el contraste. Sigamos los pasos definidos en los
parrafos anteriores:

1. Elegir el estadistico
En este caso, estamos realizando un muestreo para tomar decisiones sobre la media
de la poblacién, a partir de la media muestral. Como ya sabemos

feN(u,%)

Sin embargo, desconocemos el valor de ¢. Podriamos intentar aproximar ¢ por s.
Pero si realizamos esa aproximacion, la variable aleatoria que tendriamos que usar
(lo veremos en las proximas secciones) seria

r—p
s/v/n—1

€ tn—l

Es decir, tenemos que usar la distribuciéon ¢ de Student, en vez de la Normal.

2. Calcular las regiones de aceptacion Ry y critica R;
Para este contraste, aceptaros Hy cuando el valor de z esté proximo p. El valor de la
media muestral se podria alejar de p bien con valores muy grandes por encima de p,
bien con valores muy pequenos por debajo de p.

Por tanto, la region critica estara presente en las dos colas de la distribucion ¢,_;.
En cada cola, ocuparemos un area de § para calcular las regiones criticas.

Como n = 26 y a = 0,05, tenemos que calcular ¢y tal que

0,05
P(t25 > to) = 77 = 0,025

La region critica estara formada por (—oo, to] U [to, +00)

En las tablas de la distribuciéon ¢ de Student, podemos comprobar que to = 2,060.
La region critica estd formada por las dos areas coloreadas que se muestran en la

figura [I}



3. Calcular el valor de Ty

Como el estadistico era _
r—p
s/v/n—1

tenemos que
z—30 34 —30

:s/\/n—lz 4/+/25 =0

Ty
4. Aceptar o rechazar H

Como hemos obtenido que Ty > ty, la muestra se encuentra en la region critica, por
lo que rechazamos Hy, y concluimos que p # 30. La hipotesis del experto es falsa.

4. Contrastes en poblaciones normales

4.1. Contraste sobre ;1 con ¢ conocida

En este caso, el contraste es del tipo

Hy: p=po
Hy oo p# po

El estadistico que usaremos para este contraste es

2l e N(@O,1)

a/v/n

Por el tipo de hipotesis Hj, es un contraste a dos colas, donde cada cola ocupa §. Tendremos
que calcular el limite de la region critica A,/ usando la tabla de la distribuciéon Normal

«
P(N(O7 1) > /\a/2) = 5

Por simetria, la region critica serd (—oo, —Aq/2] U [+Aq/2, +00)

En algunas ocasiones, incluso si ¢ es desconocida pero la muestra es muy grande, podemos
aproximar ¢ por s y usar este mismo estadistico.



Ejemplo 2 De una poblacion Normal con varianza 100, se desea contrastar la hipotesis
de que la media poblacional es 40. Para ello, extraemos una muestra aleatoria de tamano
25, resultando T = 41. Si el nivel de significacion es 10 %, ses aceptable la hipdtesis?

Solucién
El contraste de hipotesis es:
Hy: p=40
Hy: p+#40
con o = 0,1
El estadistico para el contraste es

T(Xi,..., Xp, ) € N(0,1)

_T—p
- o/vn
Para calcular la region critica, buscamos en una tabla de la distribuciéon Normal

0,1
P(Z > Najp) = 1= 5= = 0,95

Resultando A,/ = 1,645

Calculamos B
T—p 41 —140
Ty = =

= = =0,5
a/yv/n  10/v/25
Como Ty € (—Aa/2, +Aa/2) no podemos rechazar la hipotesis nula.

O

4.2. Contraste sobre ;. con o desconocida

El contraste a realizar es:

Ho: p=po
Hy o p# po
El estadistico a usar es _
T —p

€ Zfnfl

s/v/n —1

Para calcular la region critica, buscamos ty en la tabla de la distribucion ¢ de Student, tal
que
«
P(tn—l > to) = 5

Por simetria, la region critica serd (—oo, —to] U [+tg, +00)

9



Ejemplo 3 El cava Puerta del Sol tiene un contenido medio de azicar de 24 gr/l. Para
contrastar dicha hipdtesis al 1 % se toma una muestra de 21 botellas, resultando T = 25 gr/I
y 52 = 4. Suponiendo que la poblacion es normal, ses aceptable la hipdtesis del fabricante?

Solucién
El contraste a realizar es el siguiente:
Hy: p=24
Hi: p#24
con o = 0,01

Como o es desconocida, tendremos que usar es

T—p

s/v/n—1

€ tn—l
Buscamos %y en la tala de t9;_1

0,01
P(tg() > to) = 77 = 0,005

Resultando t, = 2,845

Calculamos B
T—pu 25—24
T, = —

~s/v/n 2/4/20
Como Ty € (—top, +to) no podemos rechazar la hipotesis nula al 1% de significacion.

O

=2,234

4.3. Contraste sobre ¢? con p desconocida

El contraste a realizar es

.
Hy: o°=o0§

H1 0'2 7£ 0(2)
El estadistico para este contraste es
2
ns 9
T = ? € Xn-1

10



Para calcular la region critica a dos colas debemos tener en cuenta que la distribucion x2_;
no es simétrica. Tendremos que calcular los dos extremos de la region critica como sigue:

8}
P(X2 1 > Aaj2) = 5

(07

P(Xa_y < M_aj2) = 5

La region critica estara formada por (—00, Ai_a/2] U [Aa/2, +00)

Ejemplo 4 La varianza de una muestra de 17 valores de una poblacion normal es s> = 9.
+8e puede aceptar al 5% de significacion que la varianza de la poblacion es 0% = 16% ;Y
st la muestra tuviera 314 valores?

Solucién

El contraste a realizar es
Hy: 0?2=16
H, : 0*#16

El estadistico es

ns2

T=—¢€x
0_2 Xn-1

Calculamos la regiéon critica para o = 0,05. Por un lado tenemos
0,05
Resultando A,/ = 28,85

Para la otra cola calculamos

0,05
P(Xir1 < Mioaj2) = =5~ = 0,025
Resultando Aj_q /2 = 6,91
Por tanto la region critica es (—oo, 6,91] U [28,85, +00)
El valor del estadistico es
ns> 17-9

T = = =
0= "3 16 9,57

Por tanto, dado que 9,57 € (6,91, 28,85) no podemos rechazar la hipotesis nula, no hemos
reunido evidencias suficientes para rechazar Hy.

11



Ahora repetimos el contraste de hipotesis usando una muestra de tamano n = 314, siendo
el resto de valores iguales.

En este caso, tenemos que recalcular la region critica. Por un lado tenemos

0,05
P(X314_1 > Aaj2) = = = 0025

Resultando A, /p = 364,98

Para la otra cola calculamos

0,05
P(x3141 < AM—aj2) = - = 0,025

Resultando Aj_,/2 = 266,80
Por tanto la region critica es (—oo, 266,80] U [364,98, +00)

Recalculamos también ) 2149
B 2 176,63

T, ="
0 o2 16

Por tanto, en este caso Ty no esta en el intervalo (266,80, 364,98), por lo que rechazamos
la hipotesis nula.

. Por qué en el primer caso no rechazamos Hj y en el segundo caso si? En el primer caso
no hemos logrado reunir evidencias suficientes para rechazar Hy. Pero eso no significa que
tengamos que aceptar Hj, simplemente que no tenemos evidencias para rechazar H,.

En el segundo caso, al incrementar el tamano de la muestra, ya tenemos evidencias sufi-
cientes como para rechazar Hy y aceptar H;.

Este ejemplo ilustra una propiedad muy importante de los contrastes de hipotesis, que a
menudo se malinterpreta. Que no logremos rechazar Hy no implica que H, sea verdadera.
Simplemente indica que no tenemos evidencias para rechazar Hy. Si estuviéramos realizan-
do un estudio de Ingenieria, seria arriesgado tomar Hy como cierta en un contraste que no
logra rechazar Hj. Si queremos comprobar si una hipdtesis es cierta, tenemos que plantear
un contraste de manera que esa hipotesis sea la hipotesis alternativa Hy, e intentar falsificar
H, para mostrar que H; es verdadera.

O

2

4.4. Contraste sobre 0° con u conocida

De nuevo, el contraste a realizar es



Para este contraste usamos el estadistico

0_2 € X’n—l
donde
1 n
"2 2
= — X, —
2 (zi — )

La regién critica se calcula como en el caso con i desconocida. La region critica estara for-
mada por dos colas, teniendo en cuenta que la distribucion x2_, no es simétrica. Tendremos
que calcular los dos extremos de la regiéon critica como sigue:

«

P0G > dapa) = 5

«
P(Xi—l < Ai—aj2) = 3

La region critica estara formada por (—00, Ai_a/2] U [Aa/2, +00)

Ejemplo 5 De una poblacion Normal con jn = 16 se desea contrastar la hipotesis de que la
varianza poblacional vale 3 con un nivel de significacion o = 0,1. Para ello se obtiene una
muestra aleatoria de tamano 10. La muestra obtenida es {10,11, 13,14, 15, 15,16, 17,29, 20}

Solucion

El contraste a realizar es

Para este caso podemos calcular que

10

ne® = Z(wz —p)* =102

i=1

Por tanto i 102
no
To="r="5 =%

Calculamos ahora la region critica. Por un lado tenemos

0,05
P(xTo_1 > Aaj2) = — = 0025

Resultando A,/ = 18,31

13



Para la otra cola calculamos

0,05
P(xio1 < Aimaj2) = =5 = 0,025

Resultando A\y_q/2 = 3,94
Por tanto la region critica es (—oo, 3,94] U [18,31, +00)

Como Ty = 34 no esté en el intervalo (3,94, 18,31), tenemos que rechazar Hy y concluir que
0% # 3.

O

5. Contrastes entre dos poblaciones normales

5.1. Contraste para j, — i, con o, y o, conocidas

En este caso, el contraste consiste en

El estadistico en este caso es

Para la region critica, que es a dos colas, tenemos que elegir un valor A,/ tal que

(0%
P(Z>)\a/2):§

Por simetria, la region critica sera (—oo, —Aa 2] U [+Aa/2, +00)

Se puede emplear el mismo estadistico incluso si las varianzas poblacionales son desconoci-
das, pero la muestra es grande. En este caso, se pueden usar las varianzas muestrales como
aproximacion de las varianzas poblacionales sin cambiar el estadistico.

Ejemplo 6 FEl consumo de cigarrillos entre los estudiantes de Filosofia e Ingenieria se ha
extendido en los ltimos anos. Se pretende contrastar al 4% si los estudiantes de Filosofia
fuman la misma cantidad diaria de cigarrillos que los de Ingenieria. Se ha tomado una
muestra de 400 estudiantes de Filosofia, y resulta que suman de media 16 cigarrillos diarios.
Se tomo también una muestra de 200 estudiantes de Ingenieria, resultando una media de

14



15 cigarrillos diarios. Si el consumo diario de cigarrillos es una variable aleatoria Normal,
y las desviaciones tipicas son 40 para los estudiantes de Filosofia, y 20 para los estudiantes
de Ingenieria. ;FEs el consumo de cigarrillos entre los estudiantes de Filosofia e Ingenieria
igual?

Solucién
Tomaremos las siguientes variables aleatorias

X = num. de cigarrillos diarios que fuma un estudiante de Filosofia

Y = num. de cigarrillos diarios que fuma un estudiante de Ingenieria

El contraste a realizar es

HO oM Ty = 0
Hy: o piy —pty #0
con a = 0,04
Los datos de la poblaciéon que conocemos son o, = 40y o, = 20

Por su lado, los datos de las muestras que conocemos son n, = 400, n, = 200, * = 16 e
y = 15.

El valor del estadistico es

T — i — (e — 16 —15 -0
(o g 402 202
e T 200 T 200

Para calcular la region critica, obtenemos el valor A, /s tal que

0,04
P(Z > Aajs) = % = = =002

Resultando A,/ = 2,054
La region critica es por tanto (—oo, —2,054] U [2,054, +00)

Como Ty = 0,408 € (—2,054,2,054), no podemos rechazar Hy, y por tanto no hemos
logrado encontrar evidencias de que haya una diferencia en el nimero medio de cigarrillos
que fuman los estudiantes de Filosofia y los de Ingenieria.

O

15



5.2. Contraste sobre p, — 1, con varianzas desconocidas pero o, =
Ty

En este caso, el contraste consiste en

Ho: pe — py = po
Hy oo g — phy # fho

El estadistico en este caso es

T— 17— (g —
y—n Iy) VN \/ Mg + 1Ny — 2 € tpyyn, 2

VI + Ny /1283 + Ny S,

Para calcular la region critica, buscamos ty en la tabla de la distribucion ¢ de Student, tal
que

0
P(tanrny,Q > to) = 5

Por simetria, la region critica sera (—oo, —to] U [+to, +00)

Ejemplo 7 Queremos contrastar si el nimero medio de estudiantes por grupo en las Es-
cuelas de Ingenieria de Caminos y Aerondutica son iguales. Para ello hemos tomado una
muestra de 14 grupos de Caminos y 18 de Aerondutica. Para los grupos de Caminos hemos

obtenido que
14

2:140

=1

14

> (@i —2)* =490
i=1
Para los de Aerondutica hemos obtenido

18

Z=198

=1

18

> (v — ) =486

=1

Si suponemos que ambas poblaciones tienen la misma varianza, contraste la hipdtesis de
que el numero medio de estudiantes por grupo es similar en ambas escuelas, con un nivel
de significacion del 5%.
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Solucién
El contraste a realizar es

HO: :ux_:uyzo
Hy : M$_Ny7é0

Los datos muestrales son n, = 14, n, = 18, & = 140/14 = 10, y = 198/18 = 11, s2 =
490/14 = 35y 57 = 486/18 = 27.

El estadistico resulta ser

T—y— (U —11-0
MMy r/ Ny + 1 14 +18v/14 4+ 18 — 2
VT T Ty /11252 —|— nys2 Y v \/14 + 18\/490 + 486\/ v

Por tanto, Ty = —0,492

Para calcular la region critica, buscamos ty en la tabla de la distribucion ¢ de Student, tal
que

0,05

«
P(t14+18,2 > to) = 5 = T = 0,025

Resultando ty = 2,042.
Por simetria, la region critica sera (—oo, —2,042] U [2,042, +00)

Por tanto Ty = —0,492 € (—2,042,2,042), por lo que no podemos rechazar la hipotesis
nula, es decir, no tenemos evidencia para afirmar que el nimero medio de alumnos por
grupo en ambas escuelas sea diferente.

O

5.3. Contraste sobre

q|
QNR N

Si queremos contrastar una hipétesis de la forma o2 = K 02, podemos transformar la
hipotesis para plantear el contrates de la siguiente forma:

Hol

wqmlsqm @qmlzqu

Hli

El estadistico para este contraste es




Para calcular la region critica debemos tener en cuenta que la distribucion F' de Fisher no
es simétrica, pero tiene la propiedad

1
Fo) = ——— (1)
a/2 b,a
Flfa/Q

Por tanto, calculamos Fy, /5 tal que

(6%
P(an—l,ny—l > Fa/2> - §

Para calcular F;_,/» obtenemos el valor que verifica

1 a
P(F, 1, 1> = —
(Fry—1n,—1 F17a/2) 5

La region critica estaré formada entonces por
(=00, Fi_a/2] U [Fu2, +00)

Ejemplo 8 Para contrastar la hipotesis de que las varianzas de dos poblaciones norma-
les son 1guales, se toman dos muestras independientes de tamanos 31 y 21. Las varianzas
muestrales resultan ser 400 y 300, respectivamente. Contraste la hipétesis al 2% de signi-
ficacion.

Solucién

El contraste que nos pide el enunciado del problema es

que podemos transformar en el siguiente contraste

o2
Hy: 0_—552]_

y

o2
Hli 0—22;7&1

Los datos muestrales son n, = 31, n, = 21, s2 =400 y 332/ = 300.
El valor del estadistico es

Comy—10%s2 31 21—1 _ 400
Ty= e M= 2%wd 27 2270 2319
n,—1 n, o2s: 31-1 21 300
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Para calcular la region critica, obtenemos el valor F,,/» tal que

a 0,02
P(F Fop)=—=-"—
(F30,20 > /2) 5 5
El valor resulta ser F,/ = 2,779.
Por otro lado, calculamos
1 a 0,02
P(Fy30 > =—-=—"—
(F0,30 Fl—a/2> 5 5
Obteniendo ]
= 2,549
1-a/2

Por tanto Fi_,/p = ﬁ = (0,392.

Notese que para calcular Fy_,/» hemos usado la distribucion F' de parametros (20,30),
en vez de (30,20). Hemos aprovechado la propiedad de la distribucion F' que dice que

FS/I;Flbfa =1 tal y como se muestra en la ecuacion .
La region critica es pues (—o0,0,392] U [2,779, +00)

Como el valor Ty = 1,312 € (0,392,2,779), no podemos rechazar Hy, y no podemos decir
que las varianzas de ambas poblaciones sean diferentes.

O

6. Contrastes sobre el coeficiente de correlacion de Pear-
son

Cuando ajustamos un modelo por minimos cuadrados, podemos contrastar hipotesis acerca
del coeficiente de correlacion. El contraste mas habitual trata de averiguar si podemos decir
que el coeficiente de correlacion es significativamente diferente de cero.

El contraste consiste en

Hy: p=0
Hli p#()

donde p es el coeficiente de correlacion de Pearson poblacional.
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Para este contraste, y solo en el caso en el que las muestras = e y hayan sido
extraidas de poblaciones normales, podemos usar el siguiente estadistico

2
1 —r2

siendo 7 el coeficiente de correlaciéon muestral.

(’I’L — 2) S tn_g

Como la distribucién ¢ de Student es simétrica, para calcular la region critica basta con
obtener el valor £, que hace que

P(tn_Q > to) = —

La region critica sera (—oo, —tg] U [+tg, +00)

Ejemplo 9 En una granja estan probando un nuevo tipo de maiz, que supuestamente hace
que las gallinas pongan mds huevos. Para contrastar si existe correlacion entre la cantidad
de maiz y el nimero de huevos, se toma una muestra formada por 42 gallinas. El coeficiente
de correlacion muestral ha resultado serr = 0,2. Suponga que las poblaciones son normales,
y contraste la hipdtesis de que hay correlacion al 1%.

Solucién

El contraste es

HO . p = O
Hi: p#0
El valor del estadistico es
0,22
—2) —2)=1,291
1— 7~2 (n \/1 —op2-Y=1

Para la region critica, calculamos

[0
P(t42_2 > to) = 5 = —

Resultando tq = 2,705
Por tanto, la region critica es (—oo, —2,705] U [2,705, +00)

Como Ty = 1,291 € (—2,705,2,705) no podemos rechazar Hy, y por tanto no podemos decir
que exista correlacion entre ambas variables. No podemos afirmar que exista una relacion
entre la cantidad de maiz y el nimero de huevos que ponen las gallinas.

O
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7. Contrastes sobre proporciones

En este tipo de contrastes, se plantean hipotesis acerca del parametro p de una variable
de Bernoulli o de una variable binomial. Veremos dos tipos de contrastes: p toma un valor
concreto, y acerca de la diferencia entre proporciones.

7.1. Contraste sobre la proporcién de una caracteristica

En este contraste planteamos las hipotesis:

Hy: p=npo
Hy: p#po

Para este contraste podemos usar el estadistico
P —DPo

po(1—po)
n

€ N(0,1)

donde p es el valor poblacional y p es el valor de la proporciéon muestral.

Para calcular la region critica, tendremos que encontrar un valor A,/2 tal que

(6%
P(Z > )\a/z) = 5

Por simetria, la region critica estara formada por (—o00, —Aa/2] U [+Aa /2, +00)

Ejemplo 10 En la FEscuela de Caminos se hace un sondeo a 1600 alumnos y profesores.
960 de ellos se confiesan colchoneros, mientras que el resto dice ser madridista. A un
nivel de significacion del 5%, spodemos decir que el 65% de los profesores y alumnos son
colchoneros?

Solucion

Tal y como estéa planteado el enunciado, podemos calcular que la proporciéon de colchoneros
en la muestra es

960
p=——=0,6
P=T600 ~
El contraste consistird de
Hy: p=0,65
Hy: p#0,65
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El valor del estadistico es

h— 0,6 — 0,65
T,= 2P PO 49

po(1—po) 0,65(1—0,65)
n 1600

Para calcular la region critica, hallamos A, /2 tal que

0,05
P(Z > Aajs) = % = = =196

Por lo que la region critica resulta ser (—oo, —1,96] U [1,96, +00)

Por tanto, como Ty no esta en (—1,96,1,96), tenemos que rechazar la hipotesis nula, y
podemos decir que la proporciéon de colchoneros en la Escuela no es 0,65.

O

7.2. Contraste sobre la diferencia de proporciones

En este caso queremos realizar un contraste como el siguiente:

HO: Pz — Py = Do
Hy Pz — Dy # Po

El estadistico para este tipo de contrastes es

Apiﬂ _Apy _Apo - E N(O’ 1)
\/pz(ilpz) + Py(L;Py)

siempre y cuando n, y n, sean valores grandes.

Los parametros p, y p, se refieren a las proporciones muestrales, mientras que py es el valor
de la diferencia que se va a contrastar.

De nuevo, para calcular la regién critica, tendremos que encontrar un valor A, /s tal que

«
P(Z>/\a/2):§

Por simetria, la region critica estara formada por (—o00, —Aq 2] U [+Aq/2, +00)

Ejemplo 11 Para cuantificar la influencia de una campana publicitaria se toman dos
muestras independientes antes y después de la campana, resultando que:
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Antes | Después
Conocedores del producto 145 282
No conocedores 355 318

Al 5% de significacion, jse puede aceptar que el incremento de conocedores del producto

ha sido del 25%?
Solucién
El contraste a realizar es:
Hy: py—py, =025
Hy: po—py #0,25
donde X e Y se refieren a los encuestados después y antes de la campana.

Antes de la campana, se encuesto a n, = 145+355 = 500 personas. Después de la campana,
el ntumero de encuestados fue n, = 282 + 318 = 600.

Por tanto, las proporciones muestrales son p, = % = 0,47, después de la campana. Por el

contrario, antes de la campaiia la proporcién de conocedores era p, = 1o = 0,29.

500
El valor del estadistico es por tanto
D — Dy — 0,47 — 0,29 — 0,25
To= 121 ?y p((z ) =243
Pa(1—Pa Py(1—p 0,47(1-0,47) 0,29(1—0,29)
\/ rra ny * \/ 600 + 500

Por su lado, la region critica estd definida por A, /2, que se obtiene al calcular

a 0,05
P(Z>/\a/2):§:T

Resultando A,/2 = 1,96.
Por tanto la region critica es (—oo, —1,96] U [1,96, +00)

Como Ty = —2,43 no esté en (—1,96,1,96) rechazamos la hipdtesis nula, y por tanto el
incremento en la proporcion de conocedores no ha sido del 25 %.
O

8. Contrastes con una sola cola

Los contrastes a una sola cola pueden tener alguna de las formas siguientes

H()I 0260
Hli 9<90
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o bien

Hoi GSHO
H 9>90

En el caso general, no es posible obtener estadisticos para este tipo de contrastes, ya que
no existen estadisticos para hipotesis compuestas. Por tanto, es necesario transformar la
hipotesis nula a una hipoétesis simple, mientras que se conserva el sentido del contraste.

Por ejemplo, si estamos contrastando la media de una poblacién normal con las siguientes
hipotesis:

H()I ILLSE)
Hli ,u>5

Podemos plantear el siguiente contraste, que nos proporcionara los mismos resultados

ya que si la muestra aconseja rechazar la hipétesis nula con p = 5, también aconsejara
rechazar Hy con pu < 5.

En el caso general, usando una hipoétesis simple en la hipotesis nula, podemos dejar la
hipotesis alternativa como una hipotesis compuesta. La precaucion que habra que tener es
que la region critica tendré una tnica cola. En el ejemplo anterior, la region critica estara
en la cola para valores mas altos. Por el contrario, para una hipotesis alternativa del tipo
1 < 5, la region critica estaria en la zona de los valores més bajos de la distribucion.

Normalmente el sentido de la hipotesis alternativa se plantea segiin el problema que ten-
gamos que resolver. Por ejemplo, tenemos un producto cuyo fabricante afirma que solo
contiene defectos en el 0,5% de los casos. En este contraste, la afirmacion del fabricante
seria la hipotesis nula, y la alternativa es que la proporcion de defectos sea mayor. No tiene
sentido contrastar que la proporciéon de defectos sea menor.

Por tanto, el contraste seria

Hy: p=20,005
Hy: p>0,005

En general, usaremos los mismo estadisticos que hemos visto hasta ahora, con las mismas
distribuciones de probabilidad para cada estadistico, pero tomando una tnica cola en la
que repartir el nivel de significacion «. La cola estara en la zona de los valores mas bajos
o mas altos, dependiendo de como planteemos la hipotesis alternativa H;.
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Ejemplo 12 Un fabricante comercializa tablets, y afirma que como mucho un 5% de
los tablets contiene grietas en la pantalla. Un comerciante al que el fabricante provee de
dispositivos electronicos ha acumulado 500 tablets y ha comprobado que 28 de ellos tenian
grietas en la pantalla. A un 1% de nivel de significacion, jes correcta la especificacion de
defectuosos del fabricante?

Solucién

En este caso, contrastaremos si la proporciéon de defectuosos es mayor a lo que el fabricante
reporta. Sera un contraste a una tnica cola, usando la especificacion del fabricante como
hipotesis nula. Por tanto, el contraste sera:

Hy: p=20,05
Hi: p>0,05

Segtin la muestra obtenida por el comerciante, sabemos que

28
5— 20— 0.056
P= 500 "

Recordamos que el estadistico para contrastes con proporciones es

D — Do B 0,056 — 0,05
\/po(l—po) B \/0,05(1—0,05)
n 500

En cuanto a la region critica, como el estadistico sigue una distribucion N(0, 1), tendremos
que seleccionar solo los valores altos de la distribucion, usando una tnica cola para la region
critica. La frontera entre la region de aceptacion y la critica, \,, se calculara como

T, =

= 0,616

P(Z > Ay) = a=0,01

En este caso usamos « en vez de £, ya que todo el nivel de significacion se distribuye en

2
una tdnica cola.

El valor que resulta es A\, = 2,326

Por tanto, la region critica para el contraste a una tnica cola es [2,326, +00)

En este caso, como Ty = 0,616 < 2,326, no podemos rechazar Hy, y a pesar de las evidencias
recogidas por el comerciante, no podemos afirmar que la especificacion del fabricante no
sea correcta.

O
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