CAvrcuro 1 Curso 2014-2015.
19 del grado de Matematicas y doble grado MAT-IngINF

Hoja 8: la integral de Riemann

1.- Probar que la funcién y = [z] es integrable en [0, 5] y calcular fos [z] dx.

2.- Sea f una funcién continua en [a, b], no negativa, y que cumple f; f(x)dz = 0. Probar que f es
cero en todos los puntos.

3.- Dar un ejemplo de una funcién definida en un intervalo [a, b], no integrable, y tal que f? sea
integrable.

4.- Sea una funcién continua en [a, b]. Definimos la media o valor esperado de f sobre [a,b] como

b
= bia/ f(x)dx

(a) Sean M y m respectivamente el méximo y el minimo de f sobre [a,b]. Demostrar que m <
E(f) < M. Si f es constante, jcuél es su valor esperado?

(b) Usando el teorema de los valores intermedios y el apartado anterior probar el siguiente resul-
tado: Sea f una funcién continua en [a, b]. Entonces, existe ¢ € [a, b] tal que

_a/f 7).

(¢) Supongamos que f es impar (es decir, f( ) = —f(—x)). Hallar E(f) sobre [—a, a]. Sugerencia:
interpretar la integral en términos de areas.

(d) Evaluar [ 27 sen(a*) da.

5.- Sea 0.1]
T si x€l0,1],
f(ac)—{ r+1 st ze(l,2].

Definimos F con F(0) = 0y F(z) = [, f(t)dt, si z € (0,2]. Determinar F de forma explicita y
probar que es continua en el 1ntervalo [0, 2] aunque f no lo sea.

6.- Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
z2 1 sen” x
F(z) = / (sent?) log(1+t*)dt, G(z)= / cos?t?dt, H(z) = / cos(log(2t?)) dt.
0 2 —e*

7.- (*) Encontrar una funcién f definida y continua en [0, c0) tal que

/I (1+1) f(t)dt = 6%
0
8.- Sea [ :[0,4] — R,

flx) =

:Qué valor debemos dar a a para que exista una funcién F en [0,4] con F’'(x) = f(z)? Encontrar
todas las funciones F' posibles que cumplan la condicién anterior.

z? si 0< 2 <3,
r+a si 3<z<A4.

9.- Calcular las primitivas siguientes:

(1) / */;3\/; VZ

) / o di (5) / (tanz)? da (6) / xzd—il



10.- Calcular las primitivas siguientes, usando la férmula de integracién por partes:

(1) /wgemdx

(4) /M dz

T

(2) /e” sen(bx) dx
(5) / cos(In z) dx

(3) / (Inz)? d
(6) / 2(in(z))2dz

11.- Calcular las primitivas siguientes, usando el cambio de variables adecuado en cada caso:

(1) /ezsen(e””)dm

(4) /ﬁ da

(2) /hl%dm
(5) /xﬂdw

efl/'
- d
(3>/62I+2ez—|—1 v

(6) / In(cos z) tan z dz

12.- Calcular las primitivas siguientes, usando cambios de variable trigonométricos:

0 Fm

(4) / V1—a22da

® | A=
(5) /\/mcix

® [
(6) /\/mczx

13.- Calcular las primitivas siguientes, mediante descomposicién en fracciones simples:

222 -1
(1)/$dm

d+a?—z-—1

(2)/ 4+ x+2 J

x4+ 222 +1 v

23 +1
——d
(5)/x2—|—m—|—1 v

14.- Calcular las primitivas siguientes:

(1) /(6 x? —8)P xdx

(4) /2%_1(195
(7)/903\/3:27—16195

dx
10 _
( )/9x2+6x+5

(13) / e +3e™ dx

e?r +1
(16) /(m2 - e
dx
(19) / (z —1)2 (22 + 3)
dx
(22) / 1+ xQ)%
®) [ o

(28) /x2 senz dx

(31) /sen4x cos® x dx

(34) /arctanxdac

(5) /cossex%dx
3
(8) / s
3
(11) /mdx
) [ 5o
(20) /l—fiw‘ldx

dx
23 T S—
(23) /senzx cosx

(26) / log  dz
(29) /x3 e 2% dx

(32) /sen3 x cos® x dx

1
arcsenz \ 2
(35) / <1_x> d

202 +x+1
(3) / G317

3z24+2x—1
—_—d
(3)/ T+ 2 v

4
x
“”/mdx
(9)/372\/1—1—3:0!3:
x
(12)/x37:c2+4:v74dx

P +2zx+1
1 ——d
(8)/334—1—2:52—1—1 o

(24) / C(C)i:x

(27) /:I: log x dx

(30) /005(236) e3* da
(33) /sen(2x) cos(bz) dx

(36) /x2 arc cos x dx



15.- (%)

(a) Hallar [tanzdz, [tan®xdz. Expresar [tan” x dz en términos de [ tan™ 2 z dz. Como apli-
cacién dar una férmula para [tan®zdz y para [tan” zdz.

(b) Hallar [sec?zdz, [sec®zdx. Expresar [sec™zdx en términos de [sec” 2z dz. Como apli-
cacién dar una férmula para [ sec®zdx y para [sec” z dz.

16.- (*) Calcular los siguientes limites expreséndolos como limites de sumas de Riemann:

oy U AT y U R
im , T ; 1m e ] .
n—oo nrtl n—00 \ \/n2 n(n+1) Vn(n+n)
1 “~(n—k)k
If — If S
RSOy Jm D

17.- Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias y en caso afirmativo calcular su
valor:

oo oo 1 oo
7\/} X x
(1) /0 e de  (2) /2 P S — dxz  (3) /o log z dx 4) /1 1ot dz

X

O o O i <7>/01¢% <8>/_11\/f%2

18.- Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias:

(1) /1006%%:,;, acR (2) /OOOM (3) /Ooomdx
(4) /Oé(b‘;”;)%, aeR (5 /_O; 2 (6) /_Ze_w2dm
19.- (%)

(a) Usar la férmula de integracién por partes para demostrar la férmula de reduccién

1 o

/xaeﬁzdx:on‘eBz—g 2 teP%dr, para a>0, B#0.
oo

(b) La funcién T se define para x > 0 como I'(z) = / t*"te ! dt. Demostrar que se tiene

0
I'(z + 1) = 2 T'(z). Deducir entonces que I'(n + 1) = nl.
20.-

(a) Hallar el drea limitada entre las gréficas de f(r) =8 — 22, g(z) = z2.

1
(b) Hallar el drea limitada entre las gréficas de f(x) = 1/(z2 + 1), g(z) = §\x|

(¢) Calcular el drea comprendida entre las curvas y = xe™%, y = 22 e~ para valores de x > 1.

1—2x
1+

3
(d) Hallar el drea limitada por la curva y = ( ) , su asintota vertical y los ejes de coorde-
nadas.

21.- Sea F(z) = [y e~ dt, y sea G su funcién inversa. Hallar G'(0).

22.- (*) Sean f, g continuas, con f > 0y g creciente. Demostrar que existe ¢ € [a, b] tal que

b c b
/ F(Hg(t)dt = g(a) / £t + g(v) / F(tydt.
23.- (*) Calcular
dx

/Tr cos?x +senz +x —4
cosz + 2

—T



