12/03/2015

i)
({5}

0y
([
,___'___I__u

€
o[l
0
()

(G

LR
1)

£
=
.”mm_—___""_w

(]

(49)
()

.___ [l
____ |y
o

)
=___mm_m__u

Estadistica

on

/4

| Serrano Sanchez de Le

-

Ange




12/03/2015

|' .
ndice
Definicion.
Variables aleatorias continuas y discretas.
Medidas caracteristicas de una variable aleatoria.
e Esperanza matematica.
e Varianzay desviacion tipica.
Variables aleatorias bidimensionales.
e Esperanza matematica.

e Varianza.

e Covarianza.




Definicidn
Una variable aleatoria (o estocastica) X es una
funcion definida sobre el espacio muestral S que

asigna un numero real a cada uno de los puntos, o
resultados posibles, de dicho espacio muestral.

Su valor depende del resultado del experimento y por
tanto no se conoce de antemano.

Notacion: variable = mayusculas, valor concreto de la
variable = minusculas.

Ejemplo: Sea X la variable que representa el resultado
de lanzar un dado. Tras lanzarlo, vemos que sale x = 2.

12/03/2015



Tipos

Variable aleatoria discreta: toma un conjunto finito
o infinito de valores que se pueden contar
(representado por niimeros enteros).

e Ej.: n? de accidentes al dia en un tramo de carretera.
e Ej.: resultado de un dado.

Variable aleatoria continua: toma todos los valores
posibles en un intervalo (no se puede contar, pero se
puede medir).

e Ej.: peso de una pieza en una fabrica.
e Ej.: temperatura de una habitacién.
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Variable aleatoria discreta

_-_-_-_-_-_-_-_-_-_-—‘_":-—'.___.

..-/"’—/---

Sea una variable aleatoria discreta X, que toma los

valores S = {x

1’

Se llama funcion de probabilidad (funcion de masa
de probabilidad) de la variable discreta X a la funcion

X,, X, ..e ).

2) 3)

que asocia cada valor x con la probabilidad de que X

tome ese valor.

Propiedades:

f(x)=P(X =X)

f(x)=0, Vx. €S

> (%) =1

12/03/2015



‘ffwﬁ*fxfﬁ#f_

e

Variable aleatoria discreta

Se llama funcidn de distribucion (o de frecuencia
acumulada) a la funcién que asocia cada valor de x
con la probabilidad de que la variable aleatoria X tome
un valor menor o igual que x.

F(x)=P(X <£Xx)

Propiedades: F(-0)=0, F(0)=1
F(X)= Z f(x)=F(X_)+ f(x)

P(x < X <x;)=F(x;)—F(x)
P(X >x)=1-F(x)

12/03/2015



12/03/2015

ﬂ”’ﬁﬁﬁﬁ;?ﬁ#_ T e
Variable aleatoria discreta

P(X=x) I'(x) o F(x5)=1

i F(x,)
f(x,)

| F(x,)
£(x5)
) Fix,)
f(xs) I

% R X% ¢ X % KX X%
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Ejemplo

* X = suma de los resultados de 2 dados.

Resultados de los dados -

(1,1) 1/36 1/36
(2,1) (1,2) 3 2/36  3/36
(3,1) (2,2) (1,3) 4 3/36  6/36
(4,1) (3,2) (2,3) (1,4) 5 4/36  10/36
(51) (4,2) (3,3) (2,4) (1,5) 6 5/36  15/36
(6,1) (5,2) (4,3) 3,4) (2,5) (1,6) 7 6/36  21/36
(6,2) (5,3) (4,4) (3,5) (2,6) 8 5/36  26/36
(6,3) (5,4) (4,5) (3,6) 9 4/36  30/36
(6,4) (5,5) (4,6) 10 3/36 33/36
(6,5) (5,6) 1 2/36  35/36
(6,6) 12 1/36 36/36 =1 8
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Ejemplo (continuacion)

La probabilidad de que la suma de los dos dados esté
en el rango 4 < x < 7 es:

21 6 15
P(4<x<7)=F(7)-F(4)=-2-—=
( )=F(7)-F(4) T 2o
Otra manera:
4 5 6 15

PA<x<N=fB)+fO@®)+f(N)=—+—+—=
( ) B)+ 1) ()36 36 36 36




Ejemplo (continuacion)
Probabilidad de que la suma sea mayor que 10:

33 3
P(x>10)=1-F(10) =1- "=
( ) (10) o

Otra manera:

2 1 3

P(x>10)= f (11)+ f (12) =
Bk G e
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Variable aleatoria continua

Sea una variable X que toma todos los valores posibles
en el intervalo (-oo, o).

La probabilidad de que la variable tome un valor
concreto x es cero (hay infinitos valores posibles).

Se define funcion de densidad de probabilidad (o
distribucion de probabilidad), f{(x), como aquella
que cumple:

f(x)20, [ f(x)dx=1
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Variable aleatoria continua

f(x)dx representa la probabilidad de que la variable X
tome un valor comprendido entre x y x+dx.

La probabilidad de que X esté comprendida entre los
valores x, y x, es:

P(x, < X <X,)=["f(x)dx

En el cdlculo anterior podemos sustituir el signo < por
<, ya que:

P(X =x,) = j f (x)dx =0
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Variable aleatoria continua

La funcion de distribucion F(x) de una variable
aleatoria continua es la probabilidad de que la variable

X tome un valor inferior a x.

F(x)=P(X <x)=| f(t)dt

Propiedades:
P(x, < X <X,)= j f()dx=[" f(x)dx—[" f(x)dx=F(x,)-F(x,)
F(-0)=0, F(x)=1 f(x)=

dF (x)
dx

12/03/2015
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Variable aleatoria continua

En el caso de que la variable X solo tome valores en el
intervalo (a,b), entonces las integrales definidas
anteriores seran entre esos dos valores.

[ f(x)dx =1

La funcién de distribucion seria:

(0, x<a
F(x):<LX ft)dt a<x<b
1, x>b

\
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Variable aleatoria continua

f(x)

F(x)
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~ Medidas caracteristicas de una
variable aleatoria

Igual que para las distribuciones de frecuencias,
definimos medidas caracteristicas de las variables
aleatorias.

* Centralizacion: valor esperado o esperanza

matematica.

* Dispersion: desviacion tipica, varianza.
Por convenio, se usan letras griegas para las
distribuciones de variables aleatorias y letras latinas
para las distribuciones de frecuencias (tomadas de una
muestra).
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-Esperanza matematica o valor

esperado

Sea una variable aleatoria discreta X que toma los valores x,,
..., Y sea f(x) su funcién de probabilidad.

La media, esperanza matematica o valor esperado g,
también representado por E(X), de X es:

u=E(X)= in f (%)
En el caso de una variable aleatoria continua:
u=E(X)=[ x f(x)dx

Representa un valor tipico de la variable aleatoria.
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Ejemplo

(1,1)

(2,1) (1,2)

(31) (2,2) (1,3)

(41) 3,2) (2,3) (1,4)

(51) (4,2) (3,3) (2,4) (1,5)
(6,1) (5,2) (4,3) 3,4) (2,5) (1,6)
(6,2) (5,3) (4,4) (3,5) (2,6)
(6,3) (5,4) (4,5) (3,6)
(6,4) (5,5) (4,6)

(6,5) (5,6)

(6,6)

O o0 N O U1~ W N

-
= O

Ju—
N

1/36
2/36
3/36
4/36
5/36
6/36
5/36
4/36
3/36
2/36
1/36

2/36
6/36
12/36
20/36
30/36
42/36
40/36
36/36
30/36
22/36
12/36
252/36 = 7 = E(X)

* X = suma de los resultados de 2 dados.
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Valor esperado de una funcidn

Sea g(X) una funcion de una variable aleatoria X'y que,
por tanto, tomara también valores aleatorios.

Se define el valor esperado de g(X) como:

Hyexy = E(Q(X)) =D, 9(x) f (%)

(en el caso continuo) = J‘_OO g (X) f (X) dx

19



Linealidad

El valor esperado cumple las propiedades de
linealidad.

Sea g(X) = a X + b, con a y b constantes.

E(aX +b)=aE(X)+D

12/03/2015

20



g

Varianza

La varianza de una variable aleatoria es una medida
de dispersion, representada por o2 o Var(X).

o =Var(X) =E((X - 1)’ )= > (x - )’ f ()

Propiedad:

(en el caso continuo) = fo (X — ,u)z f (X)dX

J2 _ E(XZ)_ﬂZ

12/03/2015
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Varianza

[.a varianza de una funcion de una variable aleatoria se
define como:

ng(X) = E((g(x)_lug(X))z): Z(g (%) _,Ug(X))2 f(x)

0 0]
o0

(en el caso continuo) = J‘_ (g (X) - :ug(X) )2 f (X)dX

12/03/2015
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Varianza

Sea g(X) = aX + b, su varianza es:
o2y = E((@X +b— p1,,)? )= E((@X +b—auy —b)?)=
2

= E((ax —ap,)?)=E(@*(X — 11, )*)=a’E((X - 1)? )=’

De aqui se deduce que la varianza de una funcion
aleatoria constante es cero:

2 _
o, =0

23
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Ejemplo

(1,1)

(2,1) (1,2)

(31) (2,2) (1,3)

(4,1) (3,2) (2,3) (1,4)

(51) (4,2) (3,3) (2,4) (1,5)

(6,1) (5,2) (4,3) (3,4) (2,5)
(1,6)

(6,2) (5,3) (4,4) (3,5) (2,6)
(6,3) (5,4) (4,5) (3,6)
(6,4) (5,5) (4,6)

(6,5) (5,6)
(6,6)

N o B AW

Co

11

12

1/36
2/36
3/36
4/36
5/36
6/36

5/36
4/36
3/36
2/36
1/36

100

121

144

4/36
18/36
48/36
100/36
180/36

294/36

320/36
324/36
300/36
242/36
144/36

* X = suma de los resultados de 2 dados.

I B R M T
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Desviacion tipica

La desviacion tipica de una variable aleatoria se
define como la raiz cuadrada positiva de la varianza.

Caso discreto:

a=\/2(xi — 1) £ (x,)

Caso continuo:

o= \/fw(x—y)z f (x)dx

25
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Ejemplo
Luego la varianza de X es:

o =in2f(xi)—,u2 :1:9%%—72 =5,83

La desviacion tipica de X es:

o=242

26



Variables aleatorias
bidimensionales

Denotaremos una variable aleatoria bidimensional
de un experimento aleatorio por (X, Y), de forma que

tomara valores (x, y) en un espacio bidimensional real.

Una variable bidimensional es discreta cuando las dos

variables que la componen lo sean. Asimismo sera
continua cuando tanto X como Y sean continuas.

27
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_ Variables aleatorias
bidimensionales

Sea una variable aleatoria bidimensional (X, Y)
discreta (con k valores diferentes de X y [ valores

diferentes de Y).

Su funcion de probabilidad conjunta es:

F(x,y)=P(X=x,Y=Y)

Propiedades: )

2.2 flx.yp)=1

i=1 j=1

f(x,y)20, Vxe{X,....X. 5, vy e{y,,.--, V| }

12/03/2015
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Variables aleatorias
bidimensionales

Sea una variable aleatoria bidimensional (X, Y)
continua.

Su funcion de densidad conjunta es la funcion f(x,y)
tal que:

P(X <X <X Yy <Y <¥,) =[] * f (x,y)dxcy

Propiedades:
f j_°° f(x,y)dxdy =1
f(x,y)=0

12/03/2015
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bidimensionales: Media

Las medias o esperanzas matematicas de cada una
de las dos componentes de una variable aleatoria
bidimensional serian:

Caso discreto: |

ux =E(X) =[x f(x,y)dxdy

u=E) =] [y f(xy)dxdy

Caso continuo:

12/03/2015
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_ Variables aleatorias
bidimensionales: Varianza

Las varianzas de cada una de las dos componentes de
una variable aleatoria bidimensional serian:

G>2< :Var(X)=ZZ(X, — Hyx )2 f (%, ;)
(y, T RICAD

oy =Var(X)=[ [ (x=m ) (x y)dxdy

of =Var(V)=[ [ (y-—suJ f(x y)ixdy

Caso continuo:

12/03/2015
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| Variables aleatorias
bidimensionales: Covarianza

La covarianza entre las dos componentes de una
variable aleatoria bidimensional serian:

oy =COV(X,Y) =E((X — 1, )(Y — 14,))

Caso discreto: —

G>2<Y =Cov(X,Y) = ZZ(Xi — Hy )(yj _ILIY)f (Xi’ yi)

i=1 j=1

Caso continuo:

oy =Cov(X,Y) = [ [ (x=sx My = sz, ) (x, y)xdy

12/03/2015
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nula:

Oy = E(XY) = sty fty = iy — Ly Ly

E(XY) = p1yy =ty pty = 03y =0

- Variables aleatorias
bidimensionales: Covarianza

Se puede demostrar (jejercicio!) que la covarianza se
puede reescribir como:

Si las dos variables X e Y son independientes entre si,
se puede demostrar (jejercicio!) que su covarianza es

33
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