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Matriz escalonada

Las filas nulas, si las hay, están al final
Cada fila no nula comienza con al menos un cero más que la
anterior

Ejemplos:

A =

 1 2 −5
0 −2 3
0 0 4

 , B =

 2 1 −3 4
0 −2 1 7
0 0 0 0

 ,

C =


−2 8 5 0 3
0 9 2 −1 7
0 0 0 1 −1
0 0 0 0 3

 .

El rango de una matriz escalonada es igual al número de filas no
nulas:

rang(A) = 3, rang(B) = 2, rang(C ) = 4.



Transformaciones elementales sobre matrices

(1) Intercambiar de posición dos filas entre śı: Fi ←→ Fj
(2) Multiplicar una fila por un número distinto de cero: Fi → αFi ,

α ∈ R\{0}
(3) Sumar a una fila un múltiplo de otra: Fi → Fi + αFj , α ∈ R

Las transformaciones elementales sobre una matriz A dan lugar a
otra matriz que tiene el mismo rango que A.

 2 0 1
1 2 3
−5 −1 1

 (1)→

 1 2 3
2 0 1
−5 −1 1

 (2)→

 1 2 3
0 −4 −5
0 9 16


(3)→

 1 2 3
0 −4 −5
0 0 19/4


(1) : F1 ←→ F2, (2) : F2 → F2−2F1,F3 → F3+5F1, (3)F3 → F3+

9

4
F2.



Sistemas lineales
Sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas:

(S)


a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · ·+ a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + am3x3 + · · ·+ amnxn = bm

Matricialmente: Ax = b,

A =


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 . . . amn

 , b =


b1
b2
...
bm

 , x =


x1
x2
...
xn

 .

A∗ =


a11 a12 a13 . . . a1n b1
a21 a22 a23 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 am3 . . . amn bm





Clasificación de sistemas lineales



Ejercicio 1
Estudie y resuelva el siguiente sistema según los valores del
parámetro k. 

kx + y + z = k
x + ky + z = k
x + y + kz = k .

Solución. La matriz ampliada asociada al sistema lineal es

A∗ =

k 1 1
1 k 1
1 1 k

∣∣∣∣∣∣
k
k
k

 .

Realizando transformaciones elementales por filas obtenemos la
siguiente matriz escalonadak 1 1

1 k 1
1 1 k

∣∣∣∣∣∣
k
k
k

 (1)→

1 1 k
1 k 1
k 1 1

∣∣∣∣∣∣
k
k
k

 (2)→

1 1 k
0 k − 1 1− k
0 1− k 1− k2

∣∣∣∣∣∣
k
0

k − k2


(3)→

1 1 k
0 k − 1 1− k
0 0 2− k − k2

∣∣∣∣∣∣
k
0

k − k2



(1)F1 ↔ F3 (2)F2 → F2 − F1, F3 → F3 − kF1 (3)F3 → F3 + F2



Ejercicio 1 1 1 k
0 k − 1 1− k
0 0 2− k − k2

∣∣∣∣∣∣
k
0

k − k2


⇒ rang(A) = rang(A∗) = 3 = no de incógnitas si y sólo si
k − 1 6= 0 y 2− k − k2 6= 0, es decir, si y sólo si k 6= 1 y k 6= −2.

1. Si k 6= 1 y k 6= −2, el sistema es compatible determinado, y
es equivalente a

x + y + kz = k
(k − 1)y + (1− k)z = 0

(2− k − k2)z = k − k2
,

que tiene como solución

z =
k − k2

2− k − k2
=

k(1− k)

(1− k)(2 + k)
=

k

2 + k
,

y =
(k − 1)z

k − 1
= z =

k

2 + k
,

x = k − y − kz = k − k

2 + k
− k2

2 + k
=

k

2 + k
.



Ejercicio 1

2. Si k = 1, la matriz escalonada es1 1 1
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
0


y rang(A) = rang(A∗) = 1 < no de incógnitas, por lo que es
un sistema compatible indeterminado.
Sus soluciones se expresan en función de 3− 1 = 2
parámetros.

x + y + z = 1,

Soluciones: {(1− y − z , y , z) : y , z ∈ R}.
3. Si k = −2, se obtiene la matriz1 1 −2

0 −3 3
0 0 0

∣∣∣∣∣∣
−2
0
−6


de donde se deduce que rang(A) = 2 6= 3 = rang(A∗), por lo
que en este caso el sistema es incompatible.



Ejercicio 2
Estudie y resuelva el siguiente sistema según los valores del
parámetro k. 

kx + k2y + k3z = k
x + ky + k2z = k2

x + y + kz = k3

x + y + z = k4.

Solución. La matriz ampliada asociada al sistema lineal es

A∗ =


k k2 k3

1 k k2

1 1 k
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
k
k2

k3

k4

 .

Realizando transformaciones elementales por filas se obtiene la
siguiente matriz escalonada:

k k2 k3

1 k k2

1 1 k
1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
k
k2

k3

k4

 (1)→


1 1 1
1 k k2

1 1 k
k k2 k3

∣∣∣∣∣∣∣∣
k4

k2

k3

k

 (2)→


1 1 1
0 k − 1 k2 − 1
0 0 k − 1
0 k2 − k k3 − k

∣∣∣∣∣∣∣∣
k4

k2 − k4

k3 − k4

k − k5


(3)→


1 1 1
0 k − 1 k2 − 1
0 0 k − 1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
k4

k2 − k4

k3 − k4

k − k3

 .

(1)F1 ↔ F4 (2)F2 → F2 − F1, F3 → F3 − F1, F4 → F4 − kF1 (3)F4 → F4 − kF2



Ejercicio 2
⇒ rang(A∗) = 4 si y sólo si k − 1 6= 0 y k − k3 6= 0, si y sólo si
k 6= 1, k 6= 0 y k 6= −1.

1. Si k 6= 1, k 6= 0 y k 6= −1, el sistema es incompatible.
2. Si k = 1, la matriz escalonada es equivalente a


1 1 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0
0
0

 ,

luego rang(A) = rang(A∗) = 1 < no de incógnitas, y el
sistema es compatible indeterminado.
Sus soluciones se expresan en función de 3− 1 = 2
parámetros. El sistema es equivalente a

x + y + z = 1.

Soluciones: {(1− y − z , y , z) : y , z ∈ R}.



Ejercicio 2

3. Si k = 0, la matriz escalonada es
1 1 1
0 −1 −1
0 0 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
0
0
0
0

 ,

y se tiene que rang(A) = rang(A∗) = 3 = no de incógnitas,
por lo que el sistema es compatible determinado y equivalente
a 

x + y + z = 0
−y − z = 0
−z = 0

,

que tiene como solución x = y = z = 0.



Ejercicio 2

4. Si k = −1, se obtiene la matriz escalonada
1 1 1
0 −2 0
0 0 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
0
−2
0

 ,

por tanto, es un sistema compatible determinado, ya que
rang(A) = rang(A∗) = 3 = no de incógnitas. En este caso, el
sistema equivalente es

x + y + z = 1
−2y = 0
−2z = −2

,

que tiene como solución z = 1, y = 0 y x = 0.


