FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTIIL Céd. 71021023
Grado en Ingenieria de las Tecnologias de la Informacion
Primera semana de Febrero de 2016. Tiempo: 2 horas

INSTRUCCIONES. Cada una de las preguntas tiene un valor maximo de 2 puntos. S6lo estd permitido una

calculadora no programable. No entregue esta hoja con los enunciados.

1. En el espacio vectorial R* se consideran los subespacios vectoriales siguientes:

U={(2,-1,1,2), (0,1,1,-2)) y

V=A{z = (21,20,23,24) €R': 21+ 33— 23— 74 =0, — a1+ 225+ 23 = 0}.

(a) Encuentre una base de V' y su dimensién. (1 punto)

(b) Determine una base del subespacio U NV (1 punto)

2. Sea f :R® — R? la aplicacién lineal definida por
flr,y,z) =2z -2y —z,x+y — 2).
Determine la matriz de f en la base candnica de R? y en la base
B ={a = (2,-1), & = (~1,1)}
de R2. (2 puntos)

3. Sea la funcién f(z) = In(z? + 4z + 5).

(a) Determine las asintotas verticales y oblicuas de f (si alguna no existe se debe justifi-
car). (1 punto)
(b) Determine los intervalos de crecimiento y, sin hacer més calculos, deduzca los maximos

y minimos relativos de f. (1 punto)

4. Se considera la funcién f : D C R*? — R, donde D = {(z,y) € R* : y # 0}, que
estd definida por

fl,y) = ye?.
(a) Determine el plano tangente a la grafica de f en el punto (0, 1). (1 punto)

(b) Halle la derivada de f en (0, 1) en la direccién del vector & = (cos «, sen «v) y encuentre
el valor de o para el cual dicha derivada direccional es maxima cuando « varia en [0, 27].

(1 punto)

5. Se consideran las siguientes integrales reiteradas:

2 z+1
I = / / %dydx.
1 T Yy

(a) Dibuje el dominio de integracién de la correspondiente integral doble. (0.5 puntos)

(b) Calcule el valor de I. (1.5 puntos)



SOLUCIONES. FMTI. Primera semana de Febrero de 2016.

1. (a) Sumando las ecuaciones que definen V' se tiene:

ry =20+
T1+ a9 —23—24 =0 T = 229 + 23 To =«
— —
{ 3ry —1x4=0 {374:3562 3= f
T4 = 3«

Luego, los vectores de V' son todos los de la forma
(1, T2, 3, 24) = 2a + 5, B,3a) = a(2,1,0,3) + 5(1,0,1,0).

Una base de V' es {(2,1,0,3), (1,0,1,0)} y su dimensién es 2.

(b) Los vectores de U son de la forma
r=o(2,-1,1,2) + 5(0,1,1,-2) = 2, —a + B,a + ,2a — 25). (1)
Se sustituye en las ecuaciones de V' (usamos las iniciales) y se simplifica:

{ 20+ (—a+ ) — (a+8)— (2a—28) =0 _>{ —2a+26=0

—2a+2(—a+p)+(a+5)=0 —3a+38=0 »{f=a

Luego, sustituyendo en (1), los vectores de la forma (2« 0, 2a,0) = «(2,0,2,0) son todos
los de U NV, y por consiguiente una base de U NV es {(2,0,2,0)} y su dimensién es 1.
2. Considérese la base candnica de R3:

{e1 = (1,0,0), & = (0,1,0), & = (0,0,1)}.

Utilizando la definicion de f, se tiene

fle) = (2,1),
f(&2) = (=2,1),
fles) = (=1,-1),

y hay que expresar estos 3 vectores en la base B:

(2,1) = a(2,-1) + (-1,1) = {_QZ;giz _>{
(=2,1) = (=D

(=1,—-1) = (2, 1) + B(=1,1) = { 20— f=-1 _>{a__2

—a+f=-1 g=-3

Por lo tanto, f(e;) = 3uy + 4us, f(é2) = —uy1 y f(€3) = —2u; — 3ug, y en consecuencia,

la matriz pedida es
a (3 —1 =2
[f]él - (4 0 _3) :
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3. (a) Las asintotas verticales (A.V.) hay que buscarlas en los puntos de discontinuidad de f.

Veamos cudndo se anula la expresién de dentro de In: 22 +4z 45 = 0 = ¢ = —2E/16220

2
—44+/—4 <z 2 .
—=— vy no hay solucién. Entonces, z° + 4x + 5 > 0 para todo = de R y se sigue que f

es continua en R, por lo que no hay A.V.

Para hallar la asintota oblicua (A.O.) y = mx + n, se utiliza la cuestién tedrica 4.34(c)
del libro de ejercicios resueltos:
f () In(z? + 42+ 5)

m= lim —= = lim = lim
r—+oco I r—r—+00 e T——+00

(1) Regla de I'Hopital.

2x+4
244245 -0

n= lim (f(x) —mz)= h/IJ{l f(z) = lim In(z® + 42 + 5) = +oo.
T—>+00

r—r—+00 Tr—-+00

Como no es finito, se concluye que no hay asintota oblicua ni tampoco horizontal (que es
la oblicua cuando m = 0). Lo mismo sucede cuando z — —oo.

(b) La derivada de f es f'(z) = Z*4-=. Como f’ no tiene discontinuidades y ademas el
denominador es positivo para todo x, se tiene que f'(x) > 0 siy sélo si 2z+4 > 0, lo cual
equivale a x > =2,y f'(x) < 0 siy sélo si x < —2. En consecuencia, f es creciente en el
intervalo (—2,400) y es decreciente en (—oo, —2). Como f es continua en R, se deduce

que f tiene un minimo relativo en © = —2 (en este caso, este minimo es absoluto).

4. (a) Las derivadas parciales de f son

af 1

it — . oTY L Ty

g DY) =ye mink At

of —x ze®/y
— /Y z/y L

—(x,y)=e""F+y-e'7.— =" — .

(9?;( ) y? y

Evaluadas en (0,1), se tiene que %(0,1) =1y 3—5(0, 1) = 1. Luego Vf(0,1) = (1,1).
La ecuacién del plano tangente en (zg, ) es (véase la cuestion tedrica 5.35 del libro de
ejercicios resueltos):
z = f(@o,90) + V(2o p0) - (. — 20,y —90) = z2=1+(L1)- (2 -0,y —1) = z=a+y.
(b) De acuerdo con la cuestién tedrica 5.39 del libro de ejercicios resueltos:

Daf(zo,y0) = Vf(zo,y0) -t = Daf(0,1) = (1,1) - (cos o, sen av) = cos a + sen a.
El maximo de la funcién g(a) = cosa + sen «a se encuentra con la derivada e igualando a
cero:

g (a) = —sena+cosa = —sena +cosa =0=sena =cosa = tga = 1.

us

De aqui se sigue que o =

oa= %’r. Para decidir si hay méximo se estudia el signo de

la derivada segunda: ¢”(a) = — cosa — sen «,
2 2
q" (Z) = —cos% — Sen% = —g — g = —/2 < 0, hay maximo;
5 5 5 V2 =2
q" (f) = —coszﬁ —senzﬂ = —T\/_ — T\/— =+/2 > 0, hay minimo.

Los valores de g en los extremos del intervalo [0,27] son g(0) = 1y g(27) = 1. Como
g(3) = V2 > 1, se sigue que a = 7 es el maximo absoluto de g en [0, 27].



5. (a) El dominio de integracién es
D={(zr,y) eR*: 1< <2 z<y<az+1}

y se ha representado en la figura 1.
y=x+
y=X

/,

7

[NCY M-

T
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Fig. 1. Dominio de integracion D.

(b) A la vista de la figura, para calcular I mantenemos el orden de integracién dado en
el enunciado.

Una primitiva de g(y) = y% es [ y—13dy = [y Py =Ly ?= %, con lo cual

21 gyt —1 [? T T —-1 [? x 1 (%1
I = il dr = — S \de=— | — _dr+=] =4
/1 Ly} T / <<x+1>2 x> TR ety “2/1 2

y=z
-1 1
S
2 1 + 2 25

donde I; = f12 Gipdey I = f12 dz. Esta tltima integral es inmediata:
21
I, = / —dr = [Inz)} =In2.
LT

Para hallar la primera se descompone en fracciones simples:

v _ A B _A@x+1)+B
(z+1)2 2+1 (z+1)2 (z+1)2

= Alz+1)+B=ax=A=1, B=—-1.

Por tanto,
2 2 2
T 1 —1 1
L= ——de= + dr = |In(z 4+ 1) +
' /1 (z+1)? /1 (:c+1 (as+1)2> [ o],

1 1 1
:1n3+§—1n2—§:ln3—1n2—6.

Con lo cual

—1 1 —1 1 1 1 1
= — — = — —In2— = —In2=— — = )
1 5 Il+212 5 (1113 n2 6> + 5 n2 B +1In2 21113



