FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTII. Céd. 71021023
Grado en Ingenieria de las Tecnologias de la Informacion
Segunda semana de Febrero de 2015. Tiempo: 2 horas

INSTRUCCIONES. Cada una de las preguntas tiene un valor maximo de 2 puntos. Sélo estd permitido una

calculadora no programable.

1. En R* se considera el subespacio vectorial U definido por
U= {(z1,79,73,24) ER*: 21 — 229 + 24 =0, 9 — 23 — 224 = 0, 2] — 325 — 23 = 0}.

(a) Encuentre una base de U e indique su dimension. (1 punto)

(b) Defina qué es el subespacio suplementario de un subespacio vectorial y determine un
subespacio suplementario, indicando una base, del subespacio U anterior. (1 punto)

2. Estudie si es diagonalizable la matriz

-3 -2 -3
A= 0 0 4
-1 -2 -5
En caso afirmativo, encuentre una diagonalizaciéon y una matriz de paso. (2 puntos)

3. (a) Estudie la monotonia y la acotacién de la sucesién

2n
n+1

an =
. Qué se puede decir de su convergencia? (1 punto)
(b) Estudie si es derivable en x = 1 la funcién f : R — R definida como

2x siz <1
f(x)—{ 24+ Inz sixz>1.

(1 punto)
4. Obtenga y clasifique los extremos relativos de la funcién
fz,y) = 2% 4+ 2y* + 2>,

(2 puntos)

5. Calcule la integral

/ / 2?ydxdy,
D

donde D es la region del plano definida por
D={(r,y) eR*: 1<2®+y* <4, y>0}.

(2 puntos)



SOLUCIONES. FMTI. Segunda semana de Febrero de 2015.

1. (a) Se resuelve el sistema que define al subespacio U:

T — 2o +24=0

_ o _qn @
To— T3 —2x4 =0 To— T3 —2x4 =0 4; Ty — 25 — 204 = 0

T — 2% +x4=0 . T — 229 +24=0 {
2I1—3$2—I3 =0 $2—I‘3—2I4:0

(j; T1 = 229 — T4
T3 = Tg — 2$4
(1) B3 — E3 — 2F;. (2) Se suprime FEj3. (3) Se despejan 1, z3 en funcién de za, x4.

Por tanto, los vectores de U son todos los de la forma
(Il, X2, X3, {E4) = (21’2 — Xy, T2, T2 — 21‘47 'T4) = $2<2a ]-7 17 0) + 1'4(—]., 07 _27 1)7

y en consecuencia, una base de U es {(2,1,1,0), (=1,0,—2,1)} ya que es sistema de
generadores y son, claramente, linealmente independientes. Asi pues, la dimensién de U
es 2.

(b) Un subespacio suplementario de U es cualquier subespacio V' tal que la suma de U
con V es directa y se obtiene el espacio total F, es decir, UV = E.

Si colocamos los vectores de la base de U en una matriz (empezando por el 2°)

-1 0 -2 1
2 1 1 0)°

se observa que es escalonada de derecha a izquierda. Por eso, si anadimos los vectores
(0,1,0,0) y (1,0,0,0) se obtiene una matriz escalonada de derecha a izquierda con todas
sus filas no nulas, por consiguiente, de rango 4. Los 4 vectores son linealmente indepen-
dientes, y un subespacio suplementario de U es V' = ((0, 1,0,0), (1,0,0,0)).

2. El polinomio caracteristico es

-3—-t -2 =3
pa(t)=|A—tI|=| 0 —t 4 | =(-3-t)(—t)(-5—t)+8+3t+8(-3—1)
-1 -2 —5—t
= —t3 — 8t* — 20t — 16.

Para hallar una de las raices de este polinomio, lo intentamos con los divisores del término
independiente, que son 1, 2, +4, +8 y £16. Ninguno de los niimeros positivos puede ser
raiz porque todos los coeficientes del polinomio son negativos. Probando con los negativos:

pa(—1) = —(=1)> = 8(=1)* = 20(—1) — 16 # 0,
pa(—2) = —(—2)® = 8(—2)* —20(—2) — 16 =8 — 32 +40 — 16 = 0.

Con la raiz t = —2 nos vale para seguir. Dividimos p(t) entre ¢t + 2 aplicando la Regla
de Ruffini:

~1 -8 -20 -16
—2 2 12 16
-1 6 -8 [ 0




y resulta
pa(t) = —t° — 8t — 20t — 16 = (t + 2)(—t* — 6t — 8).

Las otras raices ya se obtienen facilmente resolviendo la ecuacién —t* — 6t — 8 = 0 y son
—2 y —4. Por tanto, la descomposicién factorial de pa(t) es pa(t) = (t + 2)%(t +4), y
las raices son —2 doble y —4 simple. Para decidir si A es diagonalizable es suficiente con
hallar la dimension del subespacio propio asociado a —2. Para esto, hay que resolver el
sistema (A — (=2)1I)(z,y, 2)" = (0,0,0)", esto es

-1 -2 -3 x 0 —x—2y—32=0 R
0 2 4 yl=1(0] = +42=0 — { B o,
-1 -2 =3 z 0 —r—2y—32=0 y=
Luego, los vectores solucién son de la forma (x,y,z) = (z,—2z,2) = 2(1,-2,1). Por

consiguiente, una base del subespacio propio F(—2) es (1,—2,1). Como el subespacio
propio E(—2) es de dimensién 1 y la multiplicidad algebraica de la raiz —2 es 2 se
concluye que A no es diagonalizable.

. (a) Monotonia:

2(n+1) 2n 2n + 2 2n (2n+2)(n+1) —2n(n + 2)
an, — ap = — = — =
“ m+1)+1 n+1 n+2 n+l (n+2)(n+1)
2
= >0 VneN

(n+2)(n+1)

Luego, a,+1 > a,, y por consiguiente, a,, es creciente.

Acotacion. Es claro que a, > 0 para todo n € N. Dividiendo 2n entre n + 1 se obtiene 2
de cociente y —2 de resto, con lo cual

2n 2

n+1: n+1

<2 VneN,

ya que n%l > 0. Por consiguiente 0 < a,, < 2, luego a,, estd acotada. Como es creciente

y acotada, se deduce que es convergente. De hecho, es facil hallar el limite sin méas que
dividir numerador y denominador entre n y resulta que lim,, nz—fl = 2.

(b) Para estudiar si es derivable, se hallan las derivadas laterales en = = 1:

_ f(I+h)—f(1) . 2(1+h)—2 . 2h
' = - = _— =
J) = hlgé{ h B hlgé{ h B hlg}){ no
1
F(1*) = lim fA+m)—f@) 24+ -2 W(+h) T
h—0+ h h—0+ h h—0+ h h—0t 1

(en el penultimo signo igual se ha aplicado la regla de 'Hopital). Como las derivadas
laterales son distintas, se deduce que f no es derivable en z = 1.

. Como f es diferenciable en R2?, los extremos relativos son en particular puntos criticos,
es decir, han de verificar las ecuaciones D; f(z,y) = 0, Dof(x,y) = 0 (aqui D, f = % y
Dyf = g—i). Las derivadas parciales son

Dif(z,y) =2x+y*, Daof(x,y) =4y + 2zy.



Hay que resolver el sistema
2¢+y* =0 2r + 4% =0
dy +2xy =0 y(2+2)=0
De la segunda ecuacién se deduce que y = 0 0 2+ z = 0, es decir z = —2. Sustituyendo
estos dos valores en la primera ecuacion se obtiene:
- Siy =0, entonces 2z = 0, luego x = 0. Punto P, = (0,0).

- Siz = —2, entonces —4 + y?> = 0, luego y = 2 0 y = —2. Puntos P, = (—2,2) y
P3 - (-2, —2)

Para clasificar estos puntos, se necesita el Hessiano y hay que utilizar la cuestion tedrica
5.50 del libro de ejercicios. Las derivadas parciales segundas son

Dllf(xay) :27 Dle(‘ray):va Dggf(l',y) :4+2I
Luego,

2 2y

Hflw,y) = (2y 21 +4

) , Ay =Dy f(z,y) =2, Ay =det(H(z,y)).

En la siguiente tabla se resume la discusion:

Punto Hf(P) Ay Ay Conclusién
(0,0) ((2) 2) 2(+)| 8(+) | minimo local
2 4 .
(—2,2) <4 O> 2 —16 (—) | punto de silla
2 —4 .
(—2,-2) (_4 0 ) 2 —16 (—) | punto de silla

. La inecuacién x* + y? < 4 corresponde al circulo de centro (0,0) y radio 2, la inecuacién
1 < 2% + y? corresponde al exterior del circulo de centro (0,0) y radio 1 y la inecuacién
y > 0 corresponde al semiplano superior de borde el eje X, por tanto el recinto D es el
que se ha dibujado en la figura 1.

.

T T T
-2 -1 0 1 2

Fig. 1. Recinto de integracion D.

Por su forma, vamos a calcular la integral pasando a coordenadas polares
x=pcosh, y=psend, luego z* + y* = p°.
En polares, el dominio D es

D={(p,0) e Ry x[0,27] : 1<p<2 0<60<m7},



la funcién f(z,y) = 2%y = (pcos0)?(psen ) = p3 cos? fsen d y la integral es

T 2 ™ 2
I= / / p- f(pcos@, psen®)dpdd = / / p* cos® O sen Odpdf
o J1 o J1
i ? 31 (™ 31 [—cos® 9} "
0

5
= / cos® fsend P df = — cos? fsen 0df = =—
0 5 5 5 3

1 0

31 1+1 62
5 \3 3) 15



