FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTIIL Céd. 71021023
Grado en Ingenieria de las Tecnologias de la Informacion
Prueba de evaluacién continua (PEC). Temas 1, 2, 3 y 4. Dias 4 y 5 de Dic. 2018

INSTRUCCIONES.
e Antes de enviar sus respuestas lea el documento “NormasdeRealizaciondelaPEC.pdf”, que esta en el curso
virtual, en

Documentos—PECs—Normas de realizacién de la PEC.

e Antes de acceder al envio de soluciones escriba en papel sus respuestas.

1. Se considera el siguiente sistema dependiente del parametro real k:

r+y+it=

kr —y+z2z—t=
—r4+ky—z4+t=
r+y+kz+t=

o o O F

Indique la opcién correcta:

(a) Si k =0 el sistema es compatible determinado.

(b) Sik#0, k# 1y k+# —1 el sistema es compatible determinado y tiene como solucién
(—1,1,1, k).

(c) Si k = —1, el sistema es compatible indeterminado y sus soluciones se expresan en
funcién de dos parametros.

(d) Ninguna de las anteriores.

2. En R* se considera el subespacio U definido mediante las dos primeras ecuaciones del
sistema del ejercicio anterior para £k = 0, y el subespacio V definido mediante las dos
ultimas ecuaciones del sistema anterior para k£ = 0, es decir,

U={(z,y,2,t) ER*: o +y+t=0, —y+2z—1t=0},
V={(z,y,2,t) ER*: —x —2+t=0, v +y+t=0}

Indique la opcién correcta:

(a) dim(V) = 1.

(b) dim(U + V) = 3.

(c¢) Una base de UNV es {(—1,1,—1,0)}.
(d) Ninguna de las anteriores.

3. Sean

Si={(z,y) eR* 1y < —a7},

0 0
- {aca (0]

donde M5 denota el conjunto de las matrices cuadradas de orden 2 y M € M es una
matriz no nula. Indique la opcién correcta:

(a) Sy es subespacio vectorial pero S; no lo es.

(b) Sy y Sy son subespacios vectoriales.

(c) Sy es subespacio vectorial pero S; no lo es.

(d) Ninguna de las anteriores.



4. Sea la base de R dada por B = {(1,0,1),(1,—1,0),(0,—1,1)} y sea f : R® — R? la
aplicacion lineal que tiene las siguientes ecuaciones en la base candnica, dependientes del
parametro a € R

Y1 = ari — T+ T3
Y2 = axg — T3
Y3 = —T1+ To+ T3

El valor de a € R para que la matriz de f en la base (inicial y final) B sea

1 -1/2 -1/2

2 7/2 52
~1 —3/2 1/2
es
(a) a=1.
(b) a = 2.
(¢)a=—1.
(d) Ninguna de las anteriores.
5. Se considera la matriz
3 -1 1
A=10 2 0
1 -1 3

Indique la opcion correcta:

(a) 2 es un valor propio de A y la dimensién del subespacio propio asociado es 2.
(b) -2 es un valor propio de A y la dimensién del subespacio propio asociado es 1.
(¢) w=(3,1,1) es vector propio de A.

(d) Ninguna de las anteriores.

6. Se considera la siguiente funcion dependiente del parametro a € R

Fz) = 2 4+ar si <0
| In(z+1) si x>0

Indique el valor de a € R para que la funcién sea derivable en R:
(@) a = O

(b) a

() a= 1
(d) Ninguna de las anteriores.

7. Sea

Indique la opcién correcta:

(a) Se cumplen las hipétesis del Teorema de Bolzano en el intervalo [—2,2].
(b) Existe una solucién de la ecuacién f(z) = 0 en el intervalo [—1,0].

(¢) La funcién tiene una asintota oblicua de ecuacién y = 4.

(d) Ninguna de las anteriores.

8. Sea f : R — R una funcién dos veces derivable en R. Se sabe que la grafica de su funcién derivada
es la representada en la imagen.




o2

Indique la opcién correcta:

(a) f tiene un maximo relativo en z = a y un minimo relativo en z = 0.
(b) f tiene un minimo relativo en x = §.
(¢) f es céncava en [0, +00).

(d) Ninguna de las anteriores.

NOTAS: (A) Si por error alguna pregunta tuviera dos opciones correctas, se deberd responder
con la primera que sea correcta en el orden alfabético. Por ejemplo, si en una pregunta fueran
ciertas (b) y (c), en la aplicacién se debera responder (b), y sélo se considerara como valida
esta respuesta.
(B) Se puede usar Maxima, y se recomienda usarlo especialmente en los ejercicios que tienen
mucho calculo.



SOLUCIONES. Prueba de evaluacién continua (PEC). Diciembre-2018.

RESUMEN: Las soluciones del test son: 1 (d), 2 (b), 3 (c), 4 (b), 5 (a), 6 (¢), 7 (b) y 8 (a).

A continuacion se hace la resolucion.

1. La matriz ampliada A* que representa el sistema viene dada por

1 1 0 1|k

R e
=1 1 k21 1o
1 1 k 1]0

Aplicamos el método de Gauss (transformaciones elementales por filas) para obtener una
matriz escalonada equivalente a la matriz ampliada.

1 1 0 1|k 11 0 1 2

E -1 1 110l m o -1k 1 —1—k | -2 | o
1 k-1 10| ]lo0 1+k -1 2 I

1 1 k 110 o 0 k0 _k

1 1 0 1 2 1 1 0 1 2

0 -1—-k 1 —1—k —k? (3) 0 -1—k 1 —-1—k —k?

0 0 0 1—k |k=k2| "o o &k o0 —k

0O 0 k 0 _k 0 0 0 1—k |k—#

(1)F2 — Fy — ]CFl, F3 — F3 + Fl, Fy— F, — Fl, (2) Fg — F3 + FQ, (3)F3 <~ Fy.

La matriz obtenida tiene forma escalonada y ahora es més facil estudiar el rango de la
matriz de coeficientes y de la ampliada para asi clasificar el sistema.

El rango maximo que puede tener la matriz ampliada es 4. Se observa que el rango de la
matriz A de coeficientes es 4 si y sélo si el producto de los elementos de la diagonal es
distinto de 0, es decir, si y sélo si (—1 — k)k(1 — k) # 0, o equivalentemente k # —1,0, 1.
Por tanto, se tienen los siguientes casos:

1. k # —1,0,1. En ese caso rang(A) = rang(A*) = 4 = n° incdgnitas. Luego por el
Teorema de Rouché-Frobenius el sistema es compatible determinado. Para obtener
la solucidn, se utiliza la expresion escalonada equivalente del sistema:

r+y+t= k
(-1—k)y+z+(-1—kt= —k?
kz= —k
(1—-Fk)t= k—k?
De la ultima ecuacion se deduce t = "i‘_’j: = k. De la tercera ecuacién, z = —1.
Despejando los valores de z y ¢ en la segunda ecuacion resulta y = —1. Finalmen-

te, despejando x en la primera ecuacion se tiene que x = 1. Luego la solucion es
(1,—1,—1,k), por lo que la opcién (b) no es correcta.

2. Si k = —1, la matriz ampliada es equivalente a
11 0 1 |-1
00 1 0]-1
00 -1 0 1
00 0 2 |-2



>

La tercera fila representa la misma ecuacién que la segunda, por tanto se podria
suprimir, quedando una matriz escalonada con tres filas, y se tiene que rang(A) =
rang(A*) = 3 < 4= n° de incdgnitas (el nimero de filas no nulas de la matriz de
coeficientes escalonada y de la ampliada es 3). Luego por el Teorema de Rouché-
Frobenius el sistema es compatible indeterminado y sus soluciones se expresan en
funcién de 4 — 3 = 1 pardmetro. Asi pues, (¢) no es correcta.

El sistema es equivalente a

r+y+t= -1
z= -1
2t = -2

Llamando, por ejemplo y = A, se tiene quet = —1, 2= -1,y =\, x = —-1—-A+1=
—\. Luego las soluciones son

{(=\ A, —1,—1),\ € R}.

. Si k=0, la matriz ampliada resultante es

1 1 0 1 0
0 -1 1 -110
0 0 0 O 0
0 0 0 1 0

Esta matriz tiene una fila nula, e intercambiando de posicion la tercera y cuarta
filas se obtiene una matriz escalonada tal que rang(A) = rang(A*) = 3 < 4= n° de
incégnitas. Asi que de nuevo se trata de un sistema compatible indeterminado cuyas
soluciones se expresan en funcién de 1 parametro. La opcién (a) es por tanto falsa
también. El sistema es ahora equivalente a

r+y+t= 0
—y+z—t= 0
t= 0

Llamando de nuevo y = A, las soluciones son
{(=\, A\, 0,0), ) € R}

. Finalmente, si k = 1, la matriz ampliada es

1 1 0 1 1
0 -2 1 -2 | -1
0 0 1 0 —1
0 0 0 O 0

De nuevo es un sistema compatible indeterminado, ya que rang(A) = rang(A*) =
3 < 4= n° de incégnitas. El sistema resultante es

r+y+t= 1
—2y+z—-2t= -1
z= -1

Luego, llamando y = A, las soluciones son

{(1,A, —1,-\), A € R}.
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Observe que para la resolucién del ejercicio no es necesario analizar este tltimo caso, ni
tampoco determinar las soluciones para los tres tltimos casos.

Por tanto, la respuesta correcta es la (d).

Si tiene problemas para comprender la resolucién de este ejercicio, le recomendamos que
repase los contenidos del Tema 1 del libro de ejercicios y el video del Tema 1, que puede
encontrar en el curso virtual, en

Documentos— VIDEOS RESUMEN DE CONTENIDOS—VIDEO TEMA 1.

. En primer lugar, calculamos la dimension de los subespacios U y V. La matriz ampliada
del sistema que define a U es

y es facil ver que el rango de la matriz de coeficientes es igual al de la ampliada e igual
a 2, menor que el nimero de incégnitas, que es 4, luego se trata de un sistema compati-
ble indeterminado cuyas soluciones se expresan en funciéon de dos parametros. Asi pues,
dim(U) = 2. Razonando de modo anélogo, se concluye también que dim(V') = 2.

Por otro lado, el sistema que define a U NV se corresponde con el del ejercicio 1 para
k = 0, y ya vimos que se trataba de un sistema compatible indeterminado cuyas soluciones
venian dadas por

{(=\ M\ N,0), ) € R} = {A(=1,1,1,0), \ € R},

luego dim(U NV) =1 y una base de U NV viene dada por {(—1,1,1,0)}.

Finalmente, aplicando la férmula de Grassmann, se deduce que
dim(U + V) =dim(U) + dim(V) —=dim(UNV) =242 —-1=3,

luego dim(U 4 V') = 3 y la respuesta correcta es la (b).

Para repasar este tipo de ejercicios, lea el Tema 2 del libro de ejercicios y vea el video del
Tema 2, que puede encontrar en el curso virtual, en )
Documentos—VIDEOS RESUMEN DE CONTENIDOS—VIDEO TEMA 2.

. 51 no es subespacio vectorial. Para verlo, se busca un contraejemplo. Para ello, basta
con buscar un par de puntos que pertenezcan a S; tales que una combinacion lineal de
estos puntos no esté en S;. Por ejemplo, los puntos (0,0) y (—1,—1) pertenecen a S,
sin embargo, la combinacién lineal 1(0,0) + 2(—1, —1) = (—2, —2) no estd en Sj, ya que
24 —(2)° =4

Sin embargo, Sy si es un subespacio vectorial. En efecto, sean Ay, Ay € So v A\, u € R. Se
tiene que

0 0 0 0 0 0
(AA1+MA2)M_/\A1M+MA2M_)\-(O 0)+“'<0 0)_(0 o>’

luego AA; + pAs € S, cumpliéndose la condicién de subespacio vectorial.
Por tanto, la respuesta correcta es la (c¢).

Para profundizar, repase el Tema 2 del libro de ejercicios y visualize el video del Tema 2.



a -1 1
4. La matriz de f en la base canénica Ces Mf = 0 a —1]| yla matriz de cambio
-1 1 1
1 1 0
de base de la base B a la canénica es P = Mg, = [0 —1 —1]. Asi pues, la matriz
1 0 1
1 1 1
de cambio de base de la candnica a B es Mqo_,p = P! = % 1 —1 —1]. Por tanto,
-1 -1 1

la matriz de f en la nueva base B inicial y final viene dada por N f = P7'M fP = (véase
la cuestion tedrica 3.12 del libro de Ejercicios resueltos), es decir,

a/?2 —1/2 (1—a)/2
Nf=12+a)/2 (34+2a)/2 (3+a)/2
—a/2 —3/2 (a—1)/2

Asi pues, la respuesta correcta es la (b). El software MAXIMA es 1til para resolver los
ejercicios de forma més rapida. Como ejemplo, resolvemos también este ejercicio utilizando
MAXIMA. Para ello, basta con ejecutar las siguientes instrucciones:

E Se define la matriz de f en la base candnica (Mf) dependiente del parametro a:
E (%%i13) Mf(a):= matrix([a,-1,1], [0,3,-1], [-1,1,1])%

E La matriz P de cambio de base de la base B a la candnica es:

E' (%i14) P: matrix([1,1,0], [0,-1,-11, [1,0,11)%

E La matriz de f en la nueva base B (inicial y final), Nf(a), es:

_7 (%0il5) [\lﬂia):= invert(Pj.Mf[a]_.P$ ratsimp(Mf{a});

a 1 -1
zZ zZ 2
i =2+2 2a+3 =+3
(%o016)
zZ 2 Z
E 3 =2-1
z z 2

De la expresidn de Nf es claro que la respuesta correcta es a=2. En efecto, evaluando Nf en a=2, se obtiene la matriz
del enunciado:

Tl

(%6i17) Nf(2);

[y

1
1 _—

Z

=]

(%0017)

R
k| -
ra |

L]

-1

i
|
| e

L]
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Si necesita reforzar los conocimientos relativos a aplicaciones lineales y cambios de base
repase los Temas 2 y 3 del libro de ejercicios y el video relativo al Tema 3, que puede
encontrar en el curso virtual, en

Documentos— VIDEOS RESUMEN DE CONTENIDOS—VIDEO TEMA 3.

. Se tiene que

3 -1 1\ /3 9
Au=(0 2 o] |1]=1(2],
1 -1 3/ \1 5

y es claro que no existe A € R tal que Au = \u, es decir, @ no es vector propio de A, por
lo que la opcién (c) es falsa. Por otro lado, los autovalores de A son las soluciones de la
ecuacion caracteristica, que viene dada por

3—¢t -1 1
pal) =0 |[A—tl|=0&| 0 2—t 0 |=0&(2—1)
1 -1 3—¢

S2-)(B-1)2-1)=02-t)1*-6t+8) =0« (2—1)*(t—4) =0,

' 3—t 1

1 3—t‘:0

por tanto A tiene dos valores propios: A\; = 2 y Ay = 4. Sus multiplicidades algebraicas
son, respectivamente, oy = 2 y as = 1. De aqui, se deduce que (b) es falsa.

Tenemos que calcular la multiplicidad geométrica d; de \;. Aunque no es necesario para
la resolucion del ejercicio, aprovechamos para recordar que la multiplicidad geométrica
de Ay es dy = 1 (pues la multiplicidad geométrica es mayor o igual que 1 y menor o igual
que la multiplicidad algebraica).

Un vector (z,y, )" es autovector asociado a A; si y sélo si

T 1 -1 1 T
(A=2I) vy | =0« 0 0 O y | =0« z—y+2=0.
z 1 -1 1 z

Las soluciones paramétricas de x —y+z=0sonz =9, y = pu, 2 = —0 + p; 0, 4 € R. Por
tanto, una base del subespacio propio asociado a A1, E(A1), es {(1,0,—1),(0,1,1)}.

Asi pues, la dimensién de E(\;) es 2 (dy = 2), siendo (a) la opcién correcta. Recordamos
que como d; coincide con la multiplicidad algebraica a;, y también dy = a9 se deduce
ademas que A es diagonalizable.

Con MAXIMA la resolucion de este ejercicio es casi inmediata:

7 (%i10) A: matrix([3,-1,1], [0,2,0], [1,-1,3]);
3 -1 1
(%o010)|0 2 o

1 -1 3

(%ill) eigenvalues(A);
(%oo11) [[4,2],[1,2]]

:7 (%il2) eigenvectors(A);
(D"f':'olzj [[[4.r2].r[1r2]]r[[[l.rD.rl]]r[[lrﬂr_l]f[ﬂrlrl]]]]
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Repase el Tema 3 del libro de ejercicios y vea de nuevo el video 3 si lo considera necesario.
. La funcién f es derivable en todo el conjunto de los nimeros reales por estar definida

mediante funciones derivables en los dominios indicados, salvo quiza en x = 0, por ser el
punto en el que cambia la definiciéon de la funcion.

Estudiamos la continuidad de la funcién en z = 0:

Se tiene que f(0) = 0. Por otro lado,

lim f(r) = lim (2* + ax) = 0,

z—0~ z—0~
1i = lim 1 1) =1In(1) = 0.
T f(x) = lim In(o+ 1) = In(1)
Como los limites laterales son finitos e iguales a 0, se tiene que lim, .o f(x) = 0, y

como el valor de este limite coincide con f(0), se deduce que f es continua en z = 0,
independientemente del valor a. Es decir, f es continua en z = 0 para cualquier valor de
a.

Estudiamos la derivabilidad de f en x = 0. Para ello, recurrimos al estudio de las derivadas
laterales en x = 0: f'(0)~ y f'(0)". Se tiene que

f(O+h)— £(0) h?+ah —0

'0)” == I — lfm Ty _

FO= 0 o e e
, 0+h)—f0) . In(h+1)—0 1

F(O)7 = lim, h i —— Jin 5

En el dltimo limite se ha aplicado la regla de L’Hopital (se obtiene la indeterminacién
0/0). Con MAXIMA, este limite se calcula ejecutando la siguiente instruccion:

(%i2) limit(log(h+1)/h, h, 0, plus);
(%02) 1

La funcion f es derivable en x = 0 si las derivadas laterales son finitas y coinciden. Por
tanto, f es derivable en z = 0 si y sélo si a = 1, y la respuesta correcta es la (¢). Obsérvese
que en el calculo de f/(0)~, h tiende a 0 por la izquierda, luego h es menor que 0, y por
ello, f(0+ h) = h% + ah. De manera andloga se razona para f’(0)".

En el Tema 4 del libro de ejercicios puede encontrar una coleccion de problemas de este
tipo para repasar.

. Se tiene que f(—2) < 0y f(2) > 0. Sin embargo, por otro lado se observa que el deno-
minador de f se anula en = £++/3, por lo que éstos valores son candidatos para que en
ellos haya una asintota vertical. En particular, para z = —v/3 € [—2,2] se tiene que

y 4o+ 2242  —12/3+3+2 —1578
im = ~ —

iy — 0 o

Con MAXIMA:

(%il7) lImit((4*x™3+x"2+42)/(x"2-3), x, -sqrt(3), plus);
(%017) ®
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Por tanto, se deduce en particular que f no es continua en [—2,2] (se razona de igual
modo para r = \/5), luego no se cumplen las hipdtesis del Teorema de Bolzano en dicho
intervalo y la opcién (a) es falsa.

Sin embargo, en el intervalo [—1, 0] la funcién es continua, pues es un cociente de polino-
mios y el denominador no se anula, y ademas f(—1) =1/2 >0y f(0) = —2/3 < 0, luego
en virtud del Teorema de Bolzano existe una solucién de la ecuacién f(x) =0 en [—1,0],
siendo (b) la opcién correcta.

Comprobamos también que (c¢) es falsa. En efecto,

432242
., T 23 L 4+ a? 42
lim ————= lim ———— =

T—>+00 X T—r+00 {L’3 — 3{L‘

4,

luego si existe asintota oblicua cuando z tiende a 400 ésta tiene pendiente 4. Sin embargo,
la ordenada en el origen es

= lim =1,

lim
r—+00 1‘2 -3

T—+00

(4:U3+:c2+2 ) 4o + 22+ 2 — 423 + 122

luego f tiene una asintota oblicua de ecuacién y = 4x + 1 cuando z tiende a +oo (se
obtiene el mismo resultado cuando z tiende a —o0).

En MAXIMA, se representa la grafica de la funcién y se puede ver claramente la raiz de
f(z) = 0y la asintota oblicua y = 4z + 1:

_7 (%i2) wxplot2d([ (4*x"3+x"2+2)/(x"2-3),4*x+1], [x,-10,10], [y,~40,40])%
_7 (%il3) wxplot2d([(4*x"3+x"2+2)/(x~2-3)], [x,-1,1], [v,-2,2])$

2
15
1
05
0t
-05
-1
-15
-2

(%t9) (%t13)

(4834 24 2) [x12-3)

-1 -05 0 05

Repase los contenidos del Tema 4 del libro de ejercicios, si lo considera necesario.
. De la grafica de f’ se deduce lo siguiente:

(i) f'(a) =0, f'(0) =0, luego los puntos criticos de f son x =a y x = 0.

(ii) f'(z) > 0 en (—o0,a) U (0,+00), luego f es estrictamente creciente en (—oo,a) U
(0, +00). Anédlogamente, f'(z) < 0en (a,0), por lo que f es estrictamente decreciente
en (a,0).

(iii) De los apartados (a) y (b) se deduce que en x = a la funcién f alcanza un maximo

relativo y en x = 0 un minimo relativo.

(iv) f" es derivable en R y es decreciente en (—oo, %) y creciente en (%,—i—oo), luego
f’(z) <0en (—o0,%) y f"(z) > 0en (£ +00). Por tanto, f es concava en (—oo, £)
y convexa en (%, —i—oo) (véanse los puntos tedricos 4.70 y 4.71 del libro de ejercicios)
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(v) Del apartado (d) se deduce que en x = § la funcién pasa de céncava a convexa, luego
r = 5 es un punto de inflexion.

Por tanto, la opcién correcta es la (a).

Repase los contenidos del Tema 4 del libro de ejercicios, si lo considera necesario.



