FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTII. Céd. 71021023
Grado en Ingenieria de las Tecnologias de la Informacion
Febrero de 2014. Tiempo: 2 horas

INSTRUCCIONES. Cada una de las preguntas tiene un valor maximo de 2 puntos. No estd permitido ningin

tipo de material.

1. Sea U C R* el conjunto definido como
U= {(ZE1,$2,1’3,1‘4) € R*: 201+ 319 —23=0,00 — 20 + T4 = O}
(a) Demuestre que U es un subespacio vectorial de R*. (0.5 puntos)
(b) Encuentre una base de U e indique su dimensién. (1.5 puntos)

2. Sean A y B las matrices
a 0 1
A= 2 b —c |, B=1 2
0 a 3

donde A depende de los parametros a, b, c € R.

(a) Determine los valores de a, b, ¢ € R para que A tenga como vector propioav = (1,2,2),
asociado al valor propio A = —1. (1.5 puntos)

(b) Compruebe si la matriz B es semejante a la matriz A para los valores de a,b y ¢
obtenidos en el apartado anterior. (0.5 puntos)

3. (a) Compruebe que la ecuacién x + senx — 1 = 0 tiene al menos una raiz real.
(0.5 puntos)

(b) Dada la funcién f(x) = ze®, determine el polinomio de Mac Laurin de orden 3 de f
y obtenga la expresion del resto de Lagrange de orden 3. (1.5 puntos)

4. Sean las funciones f : R? — R y g : R? — R? definidas, respectivamente, como
flx,y) = €Y + 3ay, g(u,v) = (uv — 1, 3u — v?).

Utilizando la regla de la cadena, calcule V(f o ¢)(0,1). (2 puntos)

// TaA,
DY

donde D es la regién del plano delimitada por las rectas y =x ey =1, con 1 < x < 2.

5. Calcule la integral

(2 puntos)



SOLUCIONES. FMTI. Modelo de examen. Febrero de 2014.

1. (a) Sean a = (ay,a9,as3,a4),b = (by,be,b3,b4) € U y a € R. Hay que demostrar que
a+ b = (a3 + \by, ag + Abg, ag + Abz, ag + \by) € U. Puesto que a y b pertenecen a U, se
tiene que 2a; + 3as — a3 = 0,a; —as +aq4 =0y 2by + 3by — bg = 0,01 — by + by = 0, luego
agrupando convenientemente se deduce que

2(@1 + )\bl) + 3(&2 + )\bg) — (0,3 + /\bg) = (2&1 + 3(1,2 — a3) + )\(2[)1 + 3b2 — bg) = 0,
(a1 + )\bl) — (CLQ + /\bg) + (CL4 + >\b4) = (CLl —as + CL4) + )\(bl — b2 + b4) = 0,

por lo que a + \b € U y queda probado que U es un subespacio vectorial de R*.
(b) El sistema que define a U es

2$1+3$2—[E3:O
T1— X9+ 24 =0

Despejando x5 en la primera ecuacion resulta z3 = 2x1+3x5 y despejando z4 en la segunda
ecuacion se obtiene x4 = —z7 + x9. Por tanto, cualquier vector (1, xs, 3, 4) € U puede
expresarse del siguiente modo:

(951,332, Zz3, 954) = (951,9027 221 + 3x9, —21 + 332) = $1<1a 0,2, —1) + $2(07 1,3, 1)-

Asi pues, el conjunto de vectores B = {(1,0,2,—1),(0,1,3,1)} es un sistema de genera-
dores de U linealmente independiente, por lo que se concluye que B es una base de U y
la dimension de U es 2.

2. (a) La matriz A tiene como vector propio a v = (1,2,2) con autovalor asociado A = —1
si se cumple que Av = —v. Luego hay que resolver el sistema
a 0 b 1 1
2b —c|-|2]|==-12],
0 a c 2 2

que da lugar a las ecuaciones

a+2b=—1 a+2b=-1 (1)
2b—2c=—4 = b—c=-2 (2)
2a 4 2c = -2 a+c=-1 (3)
Sumando las ecuaciones (2) y (3) se obtiene a + b = —3 y restando esta ecuacién a (1)

resulta b = 2, luego a = —3 — b = —5 y despejando ¢ en (3) se deduce que ¢ = 4, por lo
que la matriz A resultante es

-5 0 2
A= 2 2 -4
0 -5 4
(b) La ecuacién caracteristica de la matriz B es |B — AI| = 0, donde I es la matriz
identidad de dimension 3. Calculando,
1—A 0 0
B — M| = 22—\ 0= (1-X)(2-N)>
3 -1 2—-2A\
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Luego la ecuacién caracteristica de B es (1 — A\)(2 — X\)? = 0. Si B fuese semejante a
A, ambas matrices tendrian la misma ecuacién caracteristica y, en particular, los mismos
autovalores, que son las soluciones de dicha ecuacion. Sin embargo, para los valores de a,
by ¢ obtenidos en el apartado anterior, A = —1 es autovalor de A, pero claramente no es
autovalor de B (de hecho, los autovalores de B son Ay = 1 y Ay = 2). Por consiguiente,
se deduce que A y B no son matrices semejantes.

. (a) Veamos que la funcién f(z) = z + senx — 1 verifica el teorema de Bolzano en algin
intervalo cerrado que tendremos que encontrar.

La funcién es continua en R por ser suma de funciones continuas, con lo que es suficiente
encontrar dos valores en los que presente cambio de signo.

La imagen mas sencilla de obtener es la del 0 que vale f(0) = —1. Como f (%) = 2+1-1 =
5, resulta que f(0) - f (g) < 0 y por tanto el teorema de Bolzano garantiza la existencia
de al menos una solucion en el intervalo (0, g)

(b) El polinomio de Mac Laurin de orden 3 de f es
/ " "
L)), ),

Se tiene que

f(z) = e’ = f(0)=0

fla)=e(z+1) = [f(0)=1

['@)=e"(x+2) = ['(0)=2

f"(x)=¢e"(z+3) = [f"(0)=3
Luego p3(z) = & + 2 + Ja°.
El resto de Lagrange de orden 3 viene dado por

f*(c)
R3(z) = o z?,

donde ¢ € (0,1). La derivada cuarta de f es f®(x) = e*(x + 4). Por tanto, R3(z) =

%x‘*, con ¢ € (0,1).

. Sean ¢;,g» : R? — R las funciones componentes de g, es decir, g;(u,v) = uv — 1y
go(u,v) = 3u — v Como g; y g» son diferenciables en R? y en particular en (0,1), y f
es diferenciable en R?, y en particular en ¢g(0,1) = (—1,—1), por la regla de la cadena se
deduce que f o g es diferenciable en (0,1) y

V(S 0 9)(0,1) = Vf(g(0, 1)) - (

Se tiene que

8—9’;(9(;,y) ="V 43y = YU(—1,-1)=-2
%—i(m,y) =—e"Y4+3r = %—g(—l, —1) = —4,
‘?—fj(u,v) =0 — ‘?—gul(O, 1) =1,
gi;(u,v) =u = 5—{;(0,1) =0,
éaii(u,v) =3 — &;(0,1) =3,
g—g;(u, v) = —2v == g—“f(O, 1)=-2.
Luego
V(roa0. ) = (2-0)- (5 ) = (-148)
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5. En la Figura 1 se representa el dominio de integracién, que se corresponde con el tridangulo
de vértices (1,1), (2,1) vy (2,2).

25

Figura 1: Dominio de integracién D.

Expresado de forma analitica, dicho dominio de integracion es

D={(r,y) eR*:1<2<2,1<y<u}

2 T 2
// EdA:/ / Edydx :/ xln|y|}fdx
DY 1 J1 0 Y 1
2 2

:/ :c(lnx—lnl)dx:/ xInxdr,

1 1

Por tanto,

y esta ultima integral se resuelve aplicando el método de integracién por partes. Sean
2 .
u=Inzy dv = xdr, luego du = %daz y v = %. Se tiene que

2 2 2 2 272
1 In2 —
/xlnxdx:x—lnx} —/ dez?an—x—] :21n2—1+—zu.
. o T2 1], 1 1

//gdA:81n2—3'
DY 4

Por consiguiente,



