FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTII
Funciones de varias variables. Prueba de autoevaluacién nimero 5 (PAE-5)

. Se define el conjunto A C R? como

1n\?_1
A:{(x,y)€R2:y20,(:c—1)2+y2§1, (x—1)2+(y—§) >Z}

ndiquese cudl o cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas:

a) El conjunto A es cerrado y acotado.

b) El punto de coordenadas polares (p,0) = (\/5, %) pertenece a la frontera de A.
c) El punto (1, 2) pertenece al interior de A.

) El punto ( ) pertenece al interior de A.
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Sean P = (% ) = (2, 1_‘[>. El angulo que forma el vector PQ con 7 = (1,0)
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. Calculense, si existen, los siguientes limites:
(z+y—3)°
(@y)—~12) (= 1)(y = 2)
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(x,y)%(O,U) r—y

(a)

. Sea f :R? — R la funcién definida como

24 492202) In (22 442 .
o - { SR 00

0 si (x,y)

(a) Estudiese la continuidad de f en R
(b) Calculense, si existen, las derivadas parciales de f en (0,0).
(¢) Estudiese la diferenciabilidad de f en R2.

. Sean las funciones f : R? = Ry g : R? — R? definidas, respectivamente, como
2 mr 2
f(z,y) = cos(z” —axy)+sen | — ), g(u,v) = (u—v*,uv+1).
Y

(a) Utilizando la regla de la cadena, calcilese V(f o ¢)(0,0).

(b) Determinese el plano tangente a la grafica de la funcién f o g en el punto (0,0).

. Determinense los extremos relativos de la funcién

flx,y) =2 +y° + 2%y —v.



SOLUCIONES. Prueba de autoevaluaciéon nim. 5 (PAE-5).

1. En la Figura 1 se muestra el conjunto A.
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Figura 1: Conjunto A

El conjunto A es la regién del plano delimitada por la semicircunferencia superior de
centro (1,0) y radio 1, el segmento que une los puntos (0,0) y (2,0) y la circunferencia de
centro (1, %) y radio %, sin estar incluida esta ultima. Dado cualquier punto perteneciente
a estos tres conjuntos, es facil ver que cualquier bola de centro ese punto contiene puntos

que estdn en A y puntos que no estan en A. Por tanto, se tiene que (véase el punto tedrico
5.11 (b) del libro de ejercicios)

frA={(z,y) ER*:y >0, (x—1)*+3* =1}

U{(x,y)ERQ:(x—1)2+ (y—%)gzi}

U{(z,y) €eR?*:0< 2 <2, y=0}.

Por otra parte, cualquier punto de A que no pertenezca ni a la semicircunferencia ni
al segmento es un punto interior de A, ya que se puede encontrar una bola de centro
ese punto completamente contenida en A (véase el punto tedrico 5.11 (a) del libro de
ejercicios), es decir,

1\ _1
intA:{(:c,y)€R2:y>0,(x—1)2+y2<1,(x—1)2+(y—§> >Z}'

Asi pues, se tiene que (véase el punto teérico 5.11 (c¢) del libro de ejercicios)

adhA =frAUIntA =
2
{(m,y)€R2:yZO,(:p—l)2+y2Sl, (:70—1)2+(y——> 2%}

Como adhA # A, se deduce que A no es un conjunto cerrado, por lo que la opcién (a)
es falsa. Sin embargo, es claro que A es un conjunto acotado, ya que esta contenido, por
ejemplo, en la bola de centro (0,0) y radio 3 (véase el punto teérico 5.12).



Con respecto a la opcion (b), teniendo en cuenta el punto teérico 5.9 (b) del libro de
ejercicios, el punto P de coordenadas polares (\/5, %) tiene coordenadas cartesianas

s T

z=1v2cos — =1, y=v2sen— = 1.

4 4
Luego P = (1, 1), que pertenece a la frontera de A, y la opcién (b) es cierta.
El punto (1, %) no pertenece a A, por lo que no puede ser un punto interior de A, siendo
la opcién (c¢) falsa.

Por otra parte, el punto (%, %) pertenece a la frontera de A, y la opcién (d) es falsa.

1 [ D _ 3 1=v3 _ 1) _
Por dltimo, el dangulo a que forman el vector PQ) = @Q — P = (2 — 5, = 5) =
(%, %3) y T viene dado por (véase la féormula dada en el punto tedrico 5.8 del libro de
ejercicios)

Obsérvese que ||P_Q|| = \/(

opcién (e) falsa.

2
)2 + (—\/73) = 1. Por tanto, a = arccos% = %, siendo la

. (a) Considérese el cambio a coordenadas polares x = 1+ pcosf, y = 2+ psenf y sea

B _ (pcosf +psenf)®  (cosf +senf)?
F(p.0) = J{1+ peost, 2+ psend) = pcosfsenfl  cosfsenf

) _ (cosf+sen)?
Como hmp—>0 F(IO? 0) " cosfsenf

que no existe el limite en cuestion.

depende de 6, se deduce por el punto tedrico 5.23 (a)

También se llega a la misma conclusion calculando el limite a través de las rectas y =
m(z — 1)+ 2, m € R\{0}.

(b) Los limites reiterados de f en (0,0) son

/22 1 o
lim <lim x_—i—y) = lim Jzl (no existe)
z—0 \ y—0 r—Uy z—0 I

= lim — = lim —y
z—0 r—vy

y—0 y—=0 —y y—0

2 4 2
Ifm (h’m —M> im —o.

Como el primer limite reiterado no existe, se deduce que no existe  lim —M.
(2y)=(0,0) T —Y

. (a) La funcién f es continua en R?\{(0,0)} por ser cociente de funciones continuas y

no anularse el denominador. Falta estudiar la continuidad de f en (0,0). Para ello, hay

que ver si existe 1im, ) (0,0) f(2,y) y si coincide con f(0,0) = 0. Obsérvese que para

(z,y) # (0,0) se tiene que

(2% + 22%y?) In(2® + 2 + 1)
ot + yt + 22%y?

0< <In(z® + 3> +1).



En la tltima desigualdad se ha tenido en cuenta que x* + 22%y? < 2* +y* + 222y?. Como
In(22+%y%+1) tiende hacia cero cuando (z, y) tiende a cero, por la propiedad del empareda-
do (véase punto tedrico 5.21 del libro de ejercicios) se deduce que lim, 4 (0,0) f(z,y) = 0,
que es igual a f(0,0), concluyendo que f es continua también en (0, 0).

(b) Se tiene que

htIn(h241
O (0,0) = tim 1O+ 10) ~ 10,00 PP -0 In(h?+ 1)
or "’ h—0 h h—0 h—0 h
P
h—0 hZ + 1
In(h2+1)
of o v f(0,04 k)~ f00) Mmoo
7, (%0 = Jim n S iy =0

En el primer limite se ha aplicado la regla de L’Hopital.

(¢) La funcién f es diferenciable en R?\{(0,0)} por ser cociente de funciones diferenciables
y no anularse el denominador. Para comprobar si f es diferenciable en (0,0) hay que ver
si se satisface la siguiente igualdad

I fO+h,04+k)— £(0,0) —Vf(0,0) - (h,k)

— 0.
(k) —(0,0) (A, k)]

El limite anterior es

h*4-2R2E2) In(h24+-k2+1
. b oLt 4 (W 2R In(h? £ K2 4+ 1)
1m = .

lim
(h.k)—(0,0) Vh? + k? (h.k)=(0,0) (h? + k2)2Vh2 + k2

Obsérvese que

- (h* + 2h2k*) In(h2 + k2 + 1)

In(h? + k%> +1)
(h2 + k2)2V/h? + k2 '

Vh? + k?

IA

Sea g(h, k) = % Vamos a calcular (h,kl)iiﬂo,o)g(h’ k). Para ello, se hace el cambio

In(p®+1)

a coordenadas polares h = pcost, k = psenf, G(p,0) = g(pcosf, psend) = >

Asi pues, G(p, ) sélo depende de p y aplicando la regla de L'Hopital se tiene que

In(p? + 1
i 27+ D)
p—0 P

=0.

Por tanto, por el punto 5.23 (b) del libro de ejercicios se deduce que " kl)lrr% )g(h, k)=0,y
,k)—(0,0

h4 2 2k32 1 2 2 1
por la propiedad del emparedado se concluye que  lim (A® + 2h°k%) In(h” + K + ):

(h.k)—(0,0) (h% + k2)2v/h2 + k2

0, por lo que f es también diferenciable en (0,0) y su diferencial en ese punto es

Df(0,0)(a:,y) = Vf(0,0) ’ (Ji',y) = 0.




4. (a) Sean g1,9> : R? — R las funciones componentes de g, es decir, g;(u,v) = u — v?

y g2(u,v) = uv + 1. Segin la regla de la cadena, como g; y g son funciones diferen-
ciables en R? (y en particular en (0,0)) y f es diferenciable en R? (y en particular en
(91(0,0),92(0,0)) = (0,1)), resulta que f o g es diferenciable en (0,0) y

Vg1(0,0)> ‘

V(f0g)(0,0) = Vf(g1(0,0),92(0,0)) (ng(o 0)

Se tiene que

of of
= 1)=1=(0,1),=(0,1
¥ F0.0,0:00.0) = 770.0 = (0. G0,
_ (9 dg1
V0 0.0) = (2200, 2 0.0))
_ 992 Jga
Se calculan las derivadas parciales:
Y (z,y) = —(2z — y)sen(2? — ay) + = cos (%) = 20,1) =,
g—g(x,y) = rsen(z? — xy) — IF cos (%) = g—i(O, 1) =0,
G (wv) =1 — 0.0 =1
ﬁ(u,v) = —2v = ﬁ(o, 0) =0,
i) = — Ba0=0

Por consiguiente, se obtiene que

V(rog)0.0) = (x.0) (o ) = (o)

(b) Teniendo en cuenta el apartado anterior y que (f o ¢)(0,0) = f(0,1) = 1, la ecuacién
del plano tangente a la gréfica de f o g en el punto (0,0) es

2= (f09)(0,0)+V(f 0g)(0,0) - (u,v)
z=14(m,0)" (u,v) <=

z =14+ mu.

5. Puesto que f es diferenciable en R? por ser polindmica, los extremos relativos de f, si
existen, son en particular puntos criticos. Por tanto, hay que determinar los puntos criticos
de f. Dichos puntos son solucién del sistema V f(0,0) = (0,0), que es equivalente a

423 + 22y = 0
32+ 22 —-1=0

La primera ecuacién es equivalente a 2x(2x? + y) = 0, de donde se deduce que o bien
x =0 o0 bien y = —222. Si = 0, de la segunda ecuacién se obtiene y = i‘/?g, resultando

los puntos criticos P; = (O, ‘?’) y Py = ((), _\/?3)



Figura 2: Gréfica de f

Por otra parte, siy = —222, sustituyendo esta expresién en la segunda ecuacién se obtiene
122* + 2% — 1 = 0. Esta ecuacién es bicuadrada y tiene como soluciones x = :i:%. Asi pues,
P; = (1 — ) y P, = ( ,—%) son también puntos criticos de f.

A continuacion, se analiza la matriz hessiana para clasificar cada uno de los cuatro puntos
criticos (véase el punto teérico 5.50 del libro de ejercicios). Se tiene que

2f

(7, y) axf (z,9) 122% + 2y 2
Hf(z,y) = ( 2212‘ (z,y) 86afy( - 2 6y |-
Oyox Y Oy? r y>

Por consiguiente, la matriz hessiana en P, es

Hf( >< &)

Oy|Hf( i)|—4>O Luego P; es

que es definida positiva pues (O f) = 2%
un minimo relativo de f.

Con respecto al punto P;, se tiene que

0(19)- (71 8)

que es definida negativa, ya que 327’; (0, _\/Tg) = —2‘/?3 <0y |Hf (O, ‘?) | =4 > 0. Por
tanto, P, es un méaximo relativo de f.

La matriz hessiana en el punto P; es

1 1 2 1
Hf(é"é):(l _3)’

que es indefinida, dado que |Hf (%, —%) | = =7 <0, por lo que P3 es un punto de silla.
Finalmente,
1 1 2 -1
Hf (‘5’—5) - ( 1 -3 )
que también es indefinida, ya que |Hf (—%, —%) | = —7 < 0. Asi pues, P, es otro punto
de silla.

En la Figura 2 se muestra la gréfica de la funcién f. Esta grafica se ha dibujado con
Maxima, utilizando la sentencia plot3d([z"4 + y"3 + 2”2 x y — vy, [x,—1,1], [y, —1, 1]],
[legend, false]);



