FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TI. Céd. 71021023
Grado en Ingenieria de las Tecnologias de la Informacion
Prueba de evaluacién continua nim. 1 (PEC-1), Algebra. 16 al 18 de Noviembre, 2012.

INSTRUCCIONES.

e Antes de enviar sus respuestas lea detenidamente el documento "NORMAS PARA LA REALIZACION DE
LAS PECs FMTILpdf”, que estd en la carpeta PEC dentro de Documentos.

e Antes de acceder al envio de soluciones escriba en papel sus respuestas.

e Cuando acceda al envio de respuestas de la PEC-1 tenga en cuenta que dispone de 15 minutos y sélo tiene 1
intento para Enviar sus respuestas.

e Si la respuesta es correcta suma 1 punto, si es incorrecta resta 0,33 puntos y si estd en blanco ni suma ni

resta. Para mds detalles constltese la seccién 3 de la Guia de estudio de la asignatura, parte 2.

1. Sean U; y U, los subespacios de R* definidos por

U =((1,-2,2,1), (1,0,6,2), (1,—6,—6,—1)) ¥y

Uy = {(z1, 79,73, 74) € R : 201 —29+323—214 = 0, 29— 223+74 = 0, 421 +25—24 = 0}.
Indique la opcién correcta:

(a) dimU; =3 y dimU, = 1.

(b) Uy + Uy = R

(c) Uy NU; = {(—1,4,2,0)).

(d) Ninguna de las anteriores.

. Se consideran en R? la base canénica {€;, &, é3}, la base B = {u; = (1,1,1), @y =
(1,1,0), ug = (1,0,0)} y los vectores v = (4,—3,2) y w = 3u; — us — 2u3. Indique la
opcidén correcta:

(a) Las coordenadas de €, en la base B son (1,0,0).

(b) Las coordenadas de v en la base B son (2,—5,7).

(¢) Las coordenadas de w en la base candnica son (0, 1, 2).

(d) Ninguna de las anteriores.

. Sean Py y P3 los espacios vectoriales de los polinomios de grado menor o igual que 2 y
de grado menor o igual que 3, respectivamente. Se define la aplicacién f : Py — P3 por
la expresiéon

f(p(x)) = p(z) (=22 + 3) + p'(2),

donde p/(z) designa la derivada de p(x). Indique la opcién correcta:
(a) f no es lineal.
(b) f(3+4x — 2%) = 13 + 8z — 112% + 223,

3 1 0

: . : (. -2 3 2

(c) f es lineal y la matriz asociada respecto de las bases canénicas es 0 -2 3
0 0 -2

(d) Ninguna de las anteriores.

. Sea la matriz A = y los vectores de R* w = (0,1,1,1) y o = (1,1,1, -3).

— = = O
N = O
O O~ =
O~ =

Indique la opcién correcta:



(a) @y v son vectores propios de A.
(b) El polinomio caracteristico de A es A* + 6% + 4\ — 3.

30 0 0

: o 0 -1 0 O

(¢) Una diagonalizacién de A es 0 0 -1 0
0o 0 0 -1

(d) Ninguna de las anteriores.

5. Se desea obtener con Maxima la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas,
siendo f : R? — R? la aplicacién lineal dada por f(z,y) = (22 — y,x + 3y). Para ello se
dan las siguientes instrucciones:

f(x,y):=[2*x-y,x+3*xy]; (1)

vi:£(1,0); (2)
v2:£(0,1); (3)
A:matrix(vi,v2); (4)

Indique la opcién correcta:

(a) A es la matriz de f.

(b) Las lineas (2) y (3) dan error al evaluarlas con Maxima.
(c¢) La linea (1) da error al evaluarla con Maxima.

(d) Ninguna de las anteriores.

NOTAS: (A) Si por error alguna pregunta tuviera dos opciones correctas, se deberd responder
con la primera que sea correcta en el orden alfabético. Por ejemplo, si en una pregunta fueran
ciertas (b) y (c), en la aplicacién se debera responder (b), y sélo se considerara como valida
esta respuesta.
(B) Se puede usar Maxima, y se recomienda usarlo especialmente en los ejercicios que tienen
mucho calculo.
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SOLUCIONES. Prueba de evaluacion continua nim. 1 (PEC-1). Noviembre-
2012.

RESUMEN: Las soluciones del test son: 1 (c), 2 (b), 3 (¢), 4 (d) y 5 (d).

A continuacién se hace la resoluciéon detallada. En el fichero “PEC1-algebra-curso 2012-2013
SolucionesconMaxima.wxm” (dentro de la carpeta PEC) encontrara la resolucién con Maxima.

1. Empezando por el subespacio Us, llevamos las ecuaciones que lo definen a la forma esca-

lonada:
201 — X9+ 313 — 224 =0 201 — X9+ 33— 224 =0
To—2x3+ 14 =0 <~ To —2x3+ 24 =0
4ZE1+$2 —ZL‘4:0 3$2-61’3+3(L’4:0
Como la tercera ecuacién es igual a la segunda multiplicada por 3, se puede suprimir, y
queda
201 — X9+ 323 — 224 =0 (1)
x2—2x3+x4 =0.
Despejando x5 y x4 en funcién de x1 y x3 se obtiene xo = —2x1 + x3, x4 = 227 + x3. Por

consiguiente, los elementos de U; se expresan asi:
(:L‘ly T, T3, I4> - (xlv —2.ZU1 + I3, T3, 2371 + ZE3) = xl(la _27 07 2) + 173(0, 17 17 1)

Es pues claro que los vectores a = (1,—2,0,2) y b= (0,1, 1,1) forman una base de U, (ya
que son generadores y linealmente independientes), y por tanto, dim Uy = 2. Asi pues,
(a) es falsa.

Por otro lado, los vectores

c=1(1,-2,2,1), d=(1,0,6,2) y e = (1,—6,—6,—1)

son generadores de Uy, y su rango es 2 como puede verse facilmente llevando la matriz
con sus coordenadas a la forma escalonada. También puede observarse que € = 3¢ — 2d.
Una base de U; esta formada por ¢ y d. Por tanto, la dimension de U; es 2.

Para decidir sobre (b), se sabe que los vectores @, b, ¢ y d forman un sistema de generadores
de U; + U,. Hallando el rango de la matriz con sus coordenadas, se obtiene que es 3 y
en consecuencia, U; + U, no puede ser R%. Por consiguiente, (b) es falsa. Ademds, por la
formula de Grassman:

se deduce que dim(U; NUy) = 1.

Para hallar un vector generador del subespacio Uy N Us; hemos de encontrar un vector que
esté en los dos subespacios. Usamos las ecuaciones paramétricas de U; tomando como
base ¢y d:

(x1, 9, 23, 4) = a(1,—2,2,1) 4+ 5(1,0,6,2) = (a + 5, 2, 2 + 65, o + 23).
Se sustituyen x1, xo, 3, T4 en las ecuaciones implicitas de Us (sistema (77?)), resultando

{2(a+5)—(—Qa)+3(2a+65)—2(a+25):o - { 8a+ 164 =0

(—2a) —2(2a+60) + (a+25) =0 —5a — 108 =0,
que se simplifica en la ecuacion tnica a = —24, f libre. Tomando, por ejemplo, § = 1,
resulta « = —2 y un generador es —2¢+d = (—1,4,2,0). Por tanto, la inica opcién cierta

es (c).
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2. (a) es falso, ya que el vector de coordenadas (1,0,0) en la base B es u; = (1,1,1) =
€1 + e3 + e3 que es distinto de é;.

Para hallar las coordenadas de v = (4, —3,2) en la base B basta resolver la ecuacion
(4,-3,2) = a(1,1,1) + 5(1,1,0) + v(1,0,0),

cuya solucién unica es a = 2, f = —5, v = 7. Por tanto, (b) es cierta.

Las coordenadas de w se obtienen operando:
w = 3u; — uy — 2ug = 3(1,1,1) — (1,1,0) — 2(1,0,0) = (0,2, 3).

Luego, las coordenadas de w en la base canénica son (0,2,3) y por consiguiente, (c) es
falsa.

3. Empezamos con (b). Por definicién,
f(3 44 —2%) = (3 + 4w — 2) (=22 + 3) + (3 + 4w — 7).
Haciendo el producto y la derivada resulta:
f(3+4r —2%) = (94 62 — 112* + 22%) + (4 — 22) = 13 + 4z — 112° + 22°.

Por tanto, (b) es falsa. Veamos (a) y (c).

La linealidad de f, en este caso, se puede comprobar observando que f = g + h, siendo
g v h las aplicaciones lineales dadas por g(p(x)) = p(z)a(x), con a(x) = =2z + 3,y
h(p(z)) = p'(x). Que h es lineal lo sabemos porque la derivada es lineal y que g es lineal
se comprueba como sigue (es vélido para cualquier polinomio a(x)):

(p(x) + Aq(x))a(z) = p(x)a(z) + Ag(z)a(x)
g(p(r)) + Ag(q(x)).

Se necesita que a(z) sea de grado 1 s6lo para que g valore en Ps.

g(p(x) + Aq(z))

Para hallar la matriz asociada a f hallamos las imagenes de los elementos de la base
canénica {1, z, 2%}, resultando:

)= 1.(3—20)+1' =32,
flx)=2-(3—2x)+2 =3z —222+1=1+ 3z — 227,
f(2?) =22 (3 —2z) + (2%) = 32% — 223 + 20 = 20 + 322 — 223.

En consecuencia, la matriz asociada a f en las bases candnicas es la del apartado (c).
Asi pues, la inica que es cierta es (c).

4. Para contestar a (a), basta hallar los productos A[a] y A[v], donde [@] y [0] son, respecti-
vamente, las matrices columna cuyas coordenadas son las de los vectores u y v. Haciendo
las operaciones se obtiene:

—1
Apl=| 7 [ =

3

Alu] =

DN N W
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Por consiguiente, % no es vector propio y v si es vector propio de valor propio —1 y por
lo tanto, (a) es falsa.

El polinomio caracteristico es

-2 1 1 1 3—\ 1 1 1
1 X 1 1 3—X =) 1 1
A — ATl = 1 1 =X 1| [3=Xx 1 =) 1
1 2 0 =) 3—\ 2 0 =)\
1 1 1 1 1 1 1 1
1 =) 1 1 0 —A—1 0 0
=B-2 1 1 =X 1 =B-2 0 0 “A—1 0
1 2 -\ 0 1 -1 =x-1

0
=A=3)A+1)*=A"-6A -8\ —3

(la segunda igualdad resulta de sumar a la primera columna las otras 3 y la cuarta, de
restarle la primera fila a las otras 3). Por tanto, (b) es falsa.

De acuerdo con la expresion anterior del polinomio caracteristico factorizado, los valores
propios son A\; = 3 y Ay = —1 con multiplicidades algebraicas 1 y 3, respectivamente.
Para saber si diagonaliza, hallamos el subespacio propio asociado al valor propio Ay = —1.
Para ello, resolvemos el sistema (A + I)X = 0, esto es:

1 111 T 0 r+y+z+t=0
1111 y | |0 N r+y+z+t=0
1111 z 0 r+y+z+t=0
1 201 t 0 r+2y +t=0

r+y+z+t =0 z=y
<:>{ y—z —0 < {t:—x—Zy,

Por consiguiente, el conjunto de soluciones viene dado por:

(Iaywzat) = (5157?/797 —T — Qy) = $(1,0,0, _1) + y(ov 1a ]-7 _2)
= a(1,0,0,—1) + £(0,1,1, —2),

que nos indica que una base del espacio propio son los vectores (1,0,0,—1) y (0,1,1,—2),
ya que son generadores y linealmente independientes. Por tanto, el subespacio propio es de
dimension 2, y en consecuencia, como la multiplicidad algebraica es 3, A no diagonaliza.
(c) es falsa y la tnica verdadera es (d).

. Todas las instrucciones del enunciado son correctas, en el sentido de que no producen
error en Maxima. Sin embargo, la matriz A que se obtiene no es la matriz asociada, sino
su traspuesta. Para obtener la matriz asociada la ultima instruccion deberia ser

A:transpose(matrix(vl,v2));

Por tanto, la inica opcién correcta es (d).



