FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTII. Céd. 71021023
Grado en Ingenieria de las Tecnologias de la Informacion
Segunda semana de Febrero de 2018. Tiempo: 2 horas

INSTRUCCIONES. Cada una de las preguntas tiene un valor maximo de 2 puntos. S6lo estd permitido una
calculadora no programable. No entregue esta hoja con los enunciados.

1. En el espacio vectorial R* se consideran las bases B = {éy,és,63} v B’ = {uy, Uiy, U3},
relacionadas por las expresiones:
U = €1 — €z + €3
ﬂg - él + éz + ég

?jg :él —63.

Calcule las coordenadas del vector v en la base B’, si sus coordenadas en la base B son

(3,-3,—1). (2 puntos)
2. Sea la matriz
73 -9
A=101 0
6 3 -8
Estudie si es diagonalizable y, en su caso, encuentre una diagonalizaciéon y una matriz de
paso. (2 puntos)

3. Sea la funcién f(x) = In(1 + 2x), donde In significa logaritmo neperiano.

(a) Obtenga el desarrollo de Taylor de orden 2 en el punto x = 0 y utilicelo para hallar
un valor aproximado de In2 (obsérvese que In2 = f(1/2)). (1.5 puntos)

(b) Encuentre la expresién del resto para x = 1/2. (0.5 puntos)

4. Estudie y clasifique los extremos relativos de la funcion

f(x,y) =2° +zy+y* — 3z — 2.

(2 puntos)
5. Se considera la siguiente integral doble:
I://Dyidedy,
donde D viene dado por
D={(z,y) eR?*: 0<2<1, 22 -1<y<0}.
(a) Dibuje el dominio de integraciéon D. (0.5 puntos)

(b) Calcule el valor de I. (1.5 puntos)



SOLUCIONES. FMTI. Segunda semana de Febrero de 2018.

1. Se trata de hallar los niimeros A\, Ao, A3 tales que v = A\ju; + \otio + A3u3. Sustituyendo
y operando

361 — 3ey —é3 = A\1(61 — €2 + €3) + \a(€1 + €2+ €3) + A3(é1 — €3)
=M+ X2+ A3)E + (=N + A)éa + (A + Ay — Ag)és.

Se igualan coeficientes y se resuelve el sistema resultante

A+ A+ A3=3 M+ A+ A3=3 A =2
—)\1—|—)\2 =-3 — 2)\2+>\3:0 — )\2:—1
M+ A —A3=-1 —2M\3=—4 A3 =2

Por tanto, las coordenadas de © en la base B’ son (2, —1,2).
2. El polinomio caracteristico de A es

T—t 3 -9
pal)=[A—tIl=| 0 1—¢t 0 :(1—15)‘
6 3 8-t
= (1 —t)(=56 —Tt+8t +1*+54) = (1 —t) >+t —2) = (1 —t)(t — 1)(t +2)
= —(t —1)>2*(t+2).

T—t -9
6 —8—t

La pentltima igualdad es cierta porque las raices de t> +¢ — 2 son 1 y —2. Por tanto, los
valores propios de A son 1 de multiplicidad 2 y —2, que es simple.

Para que sea diagonalizable A, puesto que es de orden 3 y la iinica raiz doble del polinomio
caracteristico es 1 es suficiente que el espacio propio asociado al valor propio 1, E(1), sea
de dimensién 2. Hallemos E(1) resolviendo el sistema (A — )X = 0:

6 3 -9 x 0 6r+3y—92=0 _
00 0][y]=[0]- O:O—%{y_xixgz
6 3 -9 z 0 6r+3y—92=0 ’

Por tanto, los vectores de E(1) son todos los de la forma
(x,y,2) = (x,—2x 4+ 3z,2) = x(1,—-2,0) + 2(0, 3, 1),

y se sigue que {é; = (1,—-2,0), 2 = (0,3,1)} es una base. Luego F(1) es de dimensién 2
y, en consecuencia, A es diagonalizable. Una diagonalizacién de A es la matriz

0
0
-2

D =

o O =
oS = O

Para obtener una matriz de paso, se calcula una base del espacio propio E(—2) resolviendo
el sistema (A +2I)X = 0:

9 3 -9 x 0 92 +3y —92 =0 r=2z
03 0 yl=10] — 3y =0 = ¢ y=0
6 3 —6 z 0 6r +3y —62=0 z libre



Por tanto, los vectores de F(—2) son todos los de la forma
(z,y,2) = (2,0,2) = 2(1,0,1),

y se sigue que {€;3 = (1,0,1)} es una base.

En consecuencia, una base en la que A diagonaliza es {é1, €2, €3} y la matriz de paso es
la que tiene por columnas a estos vectores:

1 01
P=1-2 30
0 11

. El polinomio de Taylor de orden 2 en x = 0 viene dado por

Py(z) = f(0) + f'(0)x + fQ—(P)x?
Haciendo los calculos, se tiene
f(z) = In(1 + 22), F0)=0
flle) = % =214 22)7", f(0) =2

Fix) = 2(—1)(1+22)"2 -2 = —4(1 +22)~2,  f"(0) = —4.

4
Por tanto, Py(z) =0+ 21 — §$2 = 2x — 222

Para valores x préximos a 0, se verifica f(x) ~ Py(x), luego

m2=f(3) = P(d) =223 =1 =05

(b) El resto viene dado por Ry(z) = £ m@:ﬁ”, donde ¢ € (0,z). Hallemos la derivada
tercera:

16
") =—4(=2)1+22)2-2=16(1+22) % = ———.
f"(x) (=2)(1 + 22) 6(1 + 2z) 15 20)°
Luego,
116, 8 5
") = a5 ~ sa s 2ot
En particular, si x = 1/2, resulta
B =—8 (Yol e
? T 3014203 \2) " 3(1+20)3 e

. (a) Como f es diferenciable en R?, los extremos relativos son en particular puntos criticos,

es decir, han de verificar las ecuaciones %(m, y) =0, g—i(x, y) = 0. Las derivadas parciales

son

0 0
a—i(fc,y)=2w+y—3, a—‘g(w,y)=x+3y2—2~
Hay que resolver el sistema
20+y-3=0 _ [a="7" L=
r+3y2-2=0 2U 43yt -2= 62—y —1=0



4

De esta tltima ecuacién resulta y = 1/2 o y = —1/3, y los respectivos valores de z, dados
por x = (3 —y)/2,son x =5/4, x =5/3.

Por consiguiente, hay dos puntos criticos: P, = (5/4,1/2) y P, = (5/3,—1/3). Para
Dif(x,y) Diaf(z,y)

hay que
Doy f(z,y) D22f($7y)) Yo
utilizar la cuestion tedrica 5.50 del libro de ejercicios. Las derivadas parciales segundas

SOo1n

clasificarlos, se necesita el Hessiano: H f(z,y) = (

Dllf('xay) :2> Dl?f(xay) :17 D22f($7y):6y

Hf(z,y) = G 61y)'

Recordemos que Ay = Dy f(z,y) v Ay = det(H f(z,y)). En la siguiente tabla se resume
la discusion:

Luego,

Punto P Hf(P) Ay Ay Conclusién
(5/4,1/2) (? il))) 2(+)| 5(+) | minimo local

(5/3,—1/3) (f _12) 2 (=) | =5 (=) | punto de silla

. (a) El dominio estd representado en la figura 1.

N

Fig. 1. Dominio de integracion D.

(b) El valor de I viene dado por

1 1
I—/ / —dyd:z:—/ (In(y +2)]%_, dx:/ (In2 —In(z® —1+2)) da
w21 Y T2 0 0
1
:/ (ln2)da:—/ In(z* + 1)dr = In2 — 1.
0 0

donde I; = fol In(z? + 1)dz. Hallemos una primitiva G(x) de In(z? + 1). Utilizando el

método de partes con u = In(x? + 1), dv = dx, se tiene du = dx, v = x, con lo que

22 +1

2z 2

G(x):/ln(x2+1)dx:xln(x2+1)—/x2+1~xdx:xln(x2+1)—/

2
:xln(:c2+1)—/(2— 2+1>dx:xln(x2+1)—2x+2arctgx.
x

dx

24+ 1

Aplicando la Regla de Barrow: I; = G(1) — G(0) = In2 — 2+ 2 - % —n2-2+ g Por
ultimo,

J:lnz—(ln2—2+g>:2—%:0,4292.



