FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTII
Espacios vectoriales. Prueba de autoevaluaciéon nimero 2 (PAE-2)
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. Se sabe que el conjunto U = {(z1,22,73) € R*: 211 — 29 — 4x3 = 0} es un subespacio
vectorial de R3. Indique cudles de los siguientes conjuntos son generadores de U:

(a) {(2,0,1), (1,2,0)}.

(b) {(1,2,0), (0,—4,1)}.

() {(1,2,0), (1,-3,1)}.

d)

(d) Ninguno de los anteriores.

. Se considera el subespacio vectorial U de R* generado por los vectores @; = (1,1,2, —1),
uy = (—2,-1,-3,1) y uz = (1,2,2,3). El vector v = (—a+ 1,1, —a+2,b) es un elemento
de U en los siguientes casos:

(a)a=1yb=2.

(b) Para todo valor de a y b= —1.

(c)a=0yb=1.
)

(d) Ninguno de los anteriores.

. Sean U, y U, los subespacios de R?* definidos por U; = ((1,1,0,1), (0,2,2,5), (—2,0,2,3))
vy Uy = {(x1, 79, 23,74) € R*: 21 — 29+ 2235 — 14 = 0, 21 + 25 + 23 + 4 = 0}. Indique
las afirmaciones correctas.

(a) dim U; = dim Uy = 2.

(b) Uy Uy = {((3,1,—-2,-2)).

(C) U1 + U2 = R4.

(d) Uy + Uy es suma directa.

. Sean By = {e1, &, 3, é&1} vy By = {1, Uy, Uz, Uy} dos bases de R* tales que
ﬂl :él+ég+ég+é4, 77,2 = —ég+é3, agzél—ég yﬁ4:él.

a) Si las coordenadas de v respecto de la base By son (3,4, —5,6), ;cuéles son las coorde-
nadas de v respecto de la base B;?

b) Si las coordenadas de w respecto de la base B; son (2,3,4,—7), jcudles son las coor-
denadas de w respecto de la base By?

. Se considera el espacio vectorial R* y el subconjunto U definido por U = {(z1, 9,3, 24) €
R*: 3wy + 23 — 224 = 0}. Se pide:

a) Probar que U es un subespacio vectorial.

b) Encontrar una base de U e indicar su dimension.



c¢) Hallar las coordenadas del vector u = (2,1, 5,4) respecto de la base anterior.
d) Hallar las coordenadas del vector v = (5, —1,4, 1) respecto de la base del apartado b).
. Hay algo extrano?

SOLUCIONES. Prueba de autoevaluaciéon nimero 2 (PAE-2).
1. Empecemos con la opcién (b). Resolvemos la ecuacién
a(l,1,1) + 5(3,2,4) = (1,—1, 3)

y tiene la solucién dnica o« = —5, § = 2. Esto significa que (b) es cierta y (a) también es
cierta porque si un vector v es combinacién lineal de @ y b, también es combinacion lineal
de a, b y ¢, siendo ¢ cualquier vector del espacio.

Para ver si es cierta (c), resolvemos la ecuacién
a(1,2,0) + £(3,1,2) + y(—2,6,—-2) = (1,—-1,3),
resultando con solucién unica: « = —22/5, = 12/5, v = 9/10. Por lo tanto, (c) es cierta.

2. (a) Es inmediato observar que las componentes de los dos vectores son proporcionales o
que se verifica que (—4,2,—2) = (—2)(2,—1, 1), y por tanto, son lin. dependientes.

(b) Hay que resolver la siguiente ecuacién de incognitas «, §y 7:
a(2,-1,1)+ p(=3,1,2) + v(—1,0,3) = (0,0,0).

De aqui resulta el sistema:

20— 38—y =0 —B—=v=0 v=-p
—a+pf =0 = —a+p3=0 = a=0
a+28+3y=0 3a+3y=0 B libre

Como tiene infinitas soluciones, por ejemplo § = 1, a = 1, v = 1, el conjunto es lin.
dependiente.

(c¢) Ahora hay que resolver la siguiente ecuacién de incégnitas «, 3y v:
a(2,—-1,1)+ p(-3,1,2) + v(—5,2,—1) = (0,0,0).

De aqui resulta el sistema:

20 — 36 —5y=0 —B8—7=0 —pB—79=0
—a+pB+2y=0 = —a+fB+2y=0 = —a+fB+2y=0
a+28—7=0 384+7=0 28 =0

Se deduce que la tnica solucién es f = 0, « = 0, v = 0, y por tanto, el conjunto es lin.
independiente.

(d) Como todo subconjunto de un conjunto de vectores lin. independiente es lin. indepen-
diente, se deduce que el del apartado (d) es lin. independiente por ser un subconjunto del
conjunto del apartado (c¢) anterior.
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3. Basta despejar x5 de la ecuacién que define U, resultando: xy = 2x; — 4x3. Por consi-
guiente, los elementos de U pueden expresarse asi:

(.ZCl, T, xg) = (ill'l, 2.1'1 — 4.]73, .1'3) = .1'1(1, 2, O) -+ 33'3(0, —4, 1) = &(1, 2, 0) -+ 6(0, —4, 1)
(hemos sustituido z; = «, 23 = 3). Esto nos indica que @ = (1,2,0) y b = (0, —4, 1) son
generadores de U y en consecuencia, (b) es cierta.

Para decidir sobre (a), y puesto que ¢ = (2,0,1) es un elemento de U, ya que verifica su
ecuacién (2-2—0—4-1=0), lo escribimos como combinacién lineal de a y b:

a(1,2,0) + (0, —4,1) = (2,0, 1).

Resultando la solucién a = 2, B = 1, lo cual significa que ¢ = 2a + b. Por tanto, ¢ y a
son también generadores de U ya que si {a, b} es un sistema de generadores de U y ¢ es
combinacion lineal de @ y b, entonces se puede sustituir b por ¢ obteniéndose el conjunto
{a, ¢} que también es un sistema generador de U (siempre que el coeficiente del vector
sustituido sea no nulo).

Respecto de (c) basta observar que (1,—3,1) no es un elemento de U porque no verifica
la ecuacién que define U. Por tanto, (c) es falso.

4. Dados los nimeros a y b, hemos de resolver la siguiente ecuacién de incognitas o, 5y :
a(l,1,2,-1) + 6(—2,—1,-3,1) +v(1,2,2,3) = (—a+ 1,1, —a + 2,b).

Resultando el sistema (escribimos sélo los coeficientes):

1 -2 1| —-a+1
1 -1 2 1
2 =3 2| —-a+2
-1 1 3 b

Llevandolo a la forma escalonada se obtiene:

1 -2 1| —a+1 1 =2 1 |—-a+1 1 =2 1 |—-a+1

0 1 1 a . 0 1 1 a . 0 1 1 a

0 1 0 a 0 0 -1 0 0 0 -1 0

0 -1 4|—-a+b+1 0 0 5] b+1 0 0 0] b+1
Para que tenga solucién tiene que ser b = —1, con lo cual

a=a+1, f=a, v=0, a=libre,

es decir, hay solucién para cualquier valor de a y b = —1. Por consiguiente, sélo es cierta
la (b).

5. Empezando por el subespacio Us, llevando las ecuaciones que lo definen

Ty — X9+ 23 —2x4=0 (1)
$1+3§'2+$3+3§’4:O.
a la forma escalonada resulta:

1’1—I2+2$3—I4:O
2I2—$3+2l’4:0.



Despejando x; v x3 en funcién de x5 y x4 se obtiene:

T3 = 21’2 + 2$4
T = —3T9 — 324.

Por consiguiente, los elementos de U, se expresan asi:
(1, 9, w3, 74) = (=329 — 34, T2, 229 + 214, 14) = T2(—3,1,2,0) + 24(—3,0,2,1).

Es pues claro que los vectores @ = (—3,1,2,0) y b = (—3,0,2,1) forman una base de U,
(ya que son generadores y linealmente independientes), y por tanto, dim Us = 2.

Por otro lado, los vectores ¢ = (1,1,0,1),d = (0,2,2,5) y &€ = (—2,0, 2, 3) son generadores
de Uy, y su rango es 2 como puede verse facilmente llevando a la forma escalonada la
matriz cuyas filas son dichos vectores. Una base de U; estd formada por ¢ y d. Por tanto,
la dimensién de U, es 2 y es cierta la opcién (a). Obsérvese que € = —2¢ + d.

Para decidir sobre (c), se sabe que los vectores @, b, ¢ y d forman un sistema de generadores
de Uy + U,. Hallando el rango de la matriz cuyas filas son dichos vectores, se obtiene que
es 3 y en consecuencia, U; + U, no puede ser R*. Asf pues, (c) es falsa. Ademds, por la
formula de Grassman:

se deduce que dim(U; NUy) = 1.

Para hallar un vector generador del subespacio U; N Uy hemos de encontrar un vector no
nulo que esté en los dos subespacios. Para ello, basta resolver la ecuacion:

ad + b= \é + pud,

que tiene por solucion:
a=—t, f=2t, \=-3t, u=1t,

siendo t € R el parametro. Una soluciéon concreta, se obtiene por ejemplo para t = 1,
resultando & = —1, 8 = 2, A = —3 y u = 1. Por tanto, el vector o = —a + 2b =
(=3, —1,2,2) es un generador de UjNUs, y también lo es su opuesto (3, 1, —2, —2). Asi pues,
la opcién (b) es cierta.

NOTAS. Debido al interés de esta tltima parte, vamos a obtener un vector generador del
subespacio interseccién U; N U, por otro método: utilizando las ecuaciones implicitas de
los subespacios.

Las ecuaciones implicitas de U nos las dan, las ecuaciones implicitas de U; N U; se
forman anadiendo a las de U, las de U;. Hallemos las de U;. Como ¢, d son base de Uy,
unas ecuaciones paramétricas son:

(xl, 1’2,$3,I4) = Ck(l, 1, 0, 1) + 6(0, 2, 2, 5)

Para eliminar los parametros, usamos el hecho de que el rango de los vectores ¢, d, T es
2, es decir, el rango de la siguiente matriz tiene que ser 2:

1 1 0 1
0 2 2 5
Tr1 T T3 T4



Entonces los dos orlados de orden 3 de la submatriz <(1) ;) tienen que ser 0:

1 1 0 1 1 1
0 2 2 |=o0, 0 2 5 |=0,
Tr1 To I3 Tr1 T2 X4

esto es, las ecuaciones implicitas de U son (la primera se ha simplificado dividiendo entre
2):
Ty — Lo+ T3 = 0
{ 3ZL'1 - 51‘2 + 21‘4 = 0.

Estas ecuaciones junto con las de Us; dan lugar al sistema siguiente que define U; N Us:
xr1 — Tg + T3 = 0
31‘1 — 5ZL’2 + 2!13'4 =0

Ty — 2o+ 223 —24=0
SL’1+.T2+SL’3+3§'4:0.

Una vez resuelto, se obtiene (1, xs,z3,14) = a(—3,—1,2,2), que son las ecuaciones pa-
ramétricas de U1 NUs, y que como vemos coincide con el resultado obtenido anteriormente.

Y por ultimo, otro método (més corto) para hallar los generadores de Uy N U,. Usamos
las ecuaciones paramétricas de Uy:

(1, 29,3, 24) = (1,1,0,1) + 3(0,2,2,5) = (o, « + 23,26, + 53). (2)
Se sustituyen x1, xo, x3, 4 en las ecuaciones implicitas de Us (sistema (1)), resultando
a—(a+208)+228) — (a+55) =0, a+ (a+28)+ 26+ (a+58) =0,

cuya soluciéon es a = —30, [ libre. Tomando, por ejemplo, § = 1, resulta « = —3 y
sustituyendo en (2) un generador es (—3,—1,2,2), el mismo que habiamos obtenido por
los métodos anteriores.

. a) Basta tener en cuenta la definicién de coordenadas de un vector en una base y operar:

D = 3t + 4ty — 513 + 614 = 3(1,1,1,1) + 4(0,—1,1,0) — 5(1,—1,0,0) + 6(1,0,0,0)
= (4,4,7,3)

que son las coordenadas de v en la base B;.

b) Como las coordenadas de w respecto de By son [w]|g, = (2,3,4,—7), para hallar sus
coordenadas respecto de By hay que resolver la ecuacion:

A(L1,1,1) + Aa(0,—1,1,0) + Ag(1, —1,0,0) + Ay(1,0,0,0) = (2,3,4, —7).
Su solucién es (A1, Ao, Az, A\g) = (=7, 11, —21,30) que son las coordenadas pedidas.

. a) Vamos a usar la caracterizacién de la pagina 24 del libro de texto. Sean a = (ay, as, as, ay)
y b = (by,bo, b3, by) elementos de U y o € R. Esto significa que 3ay + a3 — 2a4 = 0 y
3by + b3 — 2by = 0. Multiplicando a la segunda ecuacion por a y sumandole la primera y
reagrupando resulta: 3(as + aby) + (as + abs) — 2(as + aby) = 0, lo cual significa que el
vector @ + ab = (a; + aby, ay + aby, as + abs,ay + aby) € U.
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b) Despejando x3 de la ecuacién que define U queda x3 = —3x + 2x4. Por tanto, las
ecuaciones paramétricas son:

(xhx% fL’3,$4) = ($1,$2, _31:2 + 21’4, .Z’4> = ]31(1, 07 07 0) + x2(07 17 _37 0) + l’4(0, 07 27 1)
= «(1,0,0,0) + £5(0,1,—-3,0) +~(0,0,2,1).

Es pues claro que los vectores @ = (1,0,0,0),b = (0,1, —-3,0) y ¢ = (0,0,2,1) son una base
de U ya que son generadores y linealmente independientes. En consecuencia, la dimension
de U es 3.

c¢) Basta resolver la ecuacién
«(1,0,0,0) + 8(0,1,-3,0) +~(0,0,2,1) = (2,1,5,4),

obteniéndose @ = 2, § =1y v = 4, que son las coordenadas de u respecto de la base a,
b, C.

d) Ahora hay que resolver la ecuacién
«(1,0,0,0) 4+ 8(0,1,—-3,0) +~(0,0,2,1) = (5,—1,4, 1),

resultando un sistema que es incompatible. La explicacién es muy sencilla: el vector v no
pertenece al subespacio U, como puede comprobarse viendo que no verifica la ecuacién
que define U, por ello no es combinacién lineal de a, b, c.



