FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTIIL Céd. 71021023
Grado en Ingenieria de las Tecnologias de la Informacion
Prueba de evaluacién continua (PEC). Temas 1, 2, 3 y 4. Dias 2 y 3 de Diciembre, 2014.

INSTRUCCIONES.
e Antes de enviar sus respuestas lea el documento “NormasdeRealizaciondelaPEC.pdf”, que estd en la carpeta
PEC dentro de Documentos.

e Antes de acceder al envio de soluciones escriba en papel sus respuestas.

1. El elemento (1,4) de la matriz inversa de la matriz

1 21 2
-1 1 21
A= 1 1 2 2
-2 111
(a) —1/3.
(b) No existe porque A no tiene inversa.
() =1/2.
(d) Ninguna de las anteriores.
2. Indlque la afirmacién correcta:
(a) {( ,2), (—4,2,—4)} es linealmente independiente.
(b) {(2,—-1,2), (1,1,—1), (1,4,—5)} es linecalmente independiente.
() {(2,-1,2), (1,1,—-1), (1,4,3)} es linealmente independiente.
(d) nguna de las anteriores.

3. Se considera en R* el subespacio vectorial U definido del siguiente modo:

Indique la opcién correcta:

(a) La dimensién de U es 1.

(b) Una base de U es {(0,1,1,3), (2,1,—1,—1)}.
(¢) Un elemento de U es (2,1,—1,0).

(d) Ninguna de las anteriores.

4. Sea f : R® — R? la aplicacién lineal que en las bases B; = {u; = (1,0,1), uy
(_17 170)7 Uz = (17 17 1)} y BZ {Ul ( ) (O 1)} €8s

3 4 =2
A= (—1 2 1 ) '

Entonces, la matriz de f en la base canénica de R? y en la base B, viene dada por:
(a) -9 -5 12
Y\o 2 —1)

-1 0 3
o (3 5)

2 21
(€) <1 0 1)'

(d) Ninguna de las anteriores.



5. Sea la matriz A = (:2 18())' El elemento (2,1) de la matriz A es
(a) 1024.
(b) —6144.
(c) —8192.

(d) Ninguna de las anteriores.

6. Indique el valor del limite siguiente:

3n+1 —9n

lim ———.
n—oo 2" 4 2. 3"

(a) 0.
(b) No existe.

(c) 3/2.

(d) Ninguna de las anteriores.

7. Sea la funcién
f(z) =

senxz six >0
T siz <0

Elija la opcién correcta:
(a) f no es continua en z = 0.
(b) f no es derivable en = = 0.
(¢) f es derivable en x = 0 pero la funcién f’ no es continua.
(d) Ninguna de las anteriores.
2

8. El polinomio Mac Laurin de orden 4 de la funcién f(z) = e* es
(a) 1+ 2% + %

NOTAS: (A) Si por error alguna pregunta tuviera dos opciones correctas, se deberd responder
con la primera que sea correcta en el orden alfabético. Por ejemplo, si en una pregunta fueran
ciertas (b) y (c), en la aplicacién se deberd responder (b), y sélo se considerarda como valida
esta respuesta.
(B) Se puede usar Maxima, y se recomienda usarlo especialmente en los ejercicios que tienen
mucho calculo.



SOLUCIONES. Prueba de evaluacién continua (PEC). Diciembre-2014.

RESUMEN: Las soluciones del test son: 1 (c), 2 (c), 3 (b), 4 (a), 5 (b), 6 (¢), 7 (d) y 8 (a).

A continuacién se hace la resolucién detallada.

1. Segun la cuestion tedrica 1.30 del libro de ejercicios resueltos, la matriz inversa de A
viene dada por A™! = ﬁAdj(A)t. Por tanto, el elemento (1,4) de A~! se obtiene
mediante el cociente Ay;1/|Al, siendo Ay, el adjunto del elemento (4,1) de A, esto es
Ayp = (—1)*" oy, = —ay,, donde ay; es el menor complementario del elemento (4, 1).

En primer lugar se calcula el determinante de A consiguiendo ceros en la primera columna,
sumando multiplos adecuados de la primera fila:

1 21 2 1 2 1 2 3 3 3 3 6 3
-1 1 2 1{w|0 3 3 3]|® (3)

|A| = = =|-110|=|-100]|=6
1 1 2 2 0 -1 1 0 5 3 5 5 8 5
-2 1 11 0O 5 3 5

(1) Fy — Fy + Fy, F5 — F3 — Fy, Fy — Fy + 2F;. (2) Se desarrolla por la columna 1.

(3) Cy — Cy + C4.
Como el determinante es no nulo, la matriz A tiene inversa, y por tanto, el apartado (b)
es falso. En segundo lugar, se halla el menor complementario ay; de A:

2 1 2 . 2 1 2
an=]121|2121|=3
1 2 2 0 0 1
(1) F3 — F3 — .
Por consiguiente, el elemento (1,4) de A™! es 7&4{1 = 22 = 3}, vy en consecuencia, la

respuesta correcta es (c).

2. Empecemos con el apartado (a). Es claro que el segundo vector es —2 veces el primero,
esto es, (—4,2,—4) = (—=2) - (2,—1,2). Por tanto, son linealmente dependientes y (a) es
falsa. Estudiemos la independencia de los vectores de (b) usando la caracterizacién de la
cuestién teorica 2.11 del libro de ejercicios resueltos. De la ecuacion

A(2,—1,2) + Ay(1, 1, —1) + Ag(1,4, —5) = (0,0,0)

resulta el siguiente sistema que se resuelve

2)\1+>\2+)\3:0 2/\1+)\2+)\3:0 _
A+ A +4X3=0 Q) -3\ +3X3=0 < { i2 :AS)\I
201 — A — 5\ =0 AN —4x =0 s

(1) By — Es—Eh, E3 — E3+E;. (2) Lasegunda ecuacion y la tercera son equivalentes,
por lo que se puede suprimir la tercera.

Como el sistema tiene infinitas soluciones, los vectores son linealmente dependientes, y
en consecuencia (b) es falsa.

Por dltimo, examinamos (c¢) usando la caracterizacion citada. De la ecuacion

/\1(27 _17 2) + )‘2(17 17 _1) + )‘3(]—’ 47 3) = (07 07 O)



resulta el siguiente sistema que se resuelve

2)\1+)\2+>\3:0 2)\1+>\2+)\3:0 2)\1+)\2+/\3:0
Dt da+aa=0 L) 3 a3 =0 B! N fa=0
2)\1—)\2+3/\3:0 4)\1 +4>\3:0 8/\320

)\220
— )\1:()

As = 0

(1) Ey —» FEy — Ey, B35 — E3+ Ej. (2) Ey — E2/3, FE3 — FEg +4E2/3.

Como la tnica solucion es Ay = 0, s = 0,A3 = 0, se concluye que los vectores son
linealmente independientes y por tanto, la opcién (c) es correcta.

NOTA. Este ejercicio también puede resolverse hallando el rango de las matrices formadas
con las componentes de los vectores, y los apartados (b) y (¢) también calculando el
determinante de los vectores de estos apartados.

. Vamos a obtener una base de U. Despejando x; en la primera ecuacion y z4 de la segunda
se tiene:
Tl =To — T3, T4= T+ 2$3.

Por tanto, todo vector de U puede expresarse en la forma
(xly T2, X3, .1'4) = (:EQ — X3,T2,T3,T2 + 2[[’3) = [Eg(l, 1a 07 1) + 1'3(—1, 07 17 2)

De aqui se sigue que los vectores (1,1,0,1) y (—1,0,1,2) son generadores de U y como
son linealmente independientes, se concluye que son base. En consecuencia la dimension
de U es 2. Asi pues, (a) es falsa. Es facil comprobar que (¢) también es falsa ya que el
vector (2,1, —1,0) no verifica la segunda ecuacién que define U.

Para verificar que (b) es cierta se comprueba (facilmente) en primer lugar que los vectores
ao = (0,1,1,3) y by = (2,1,—1,—1) son elementos de U sin més que sustituir en las
ecuaciones que definen U. Ademés, como son linealmente independientes (ya que no son
proporcionales) y la dimensién de U es 2, se concluye que son base de U, y en consecuencia,
(b) es verdadera.

. Sea B la base canénica de R?, esto es B = {&; = (1,0,0), &s = (0,1,0), &5 = (0,0,1)}.
Una forma de resolver el ejercicio es hallar las imagenes de estos vectores y expresarlas
como combinacién lineal de los vectores Uy, T, (base candnica de R?). Para hallar dichas
imagenes hay que expresar los vectores e; en funcion de los @;. Pero vamos a resolver el
ejercicio usando la férmula de la matriz de la composicion de aplicaciones lineales que es
facil de recordar.
Consideremos el siguiente esquema (véanse las cuestiones teéricas 3.9 y 3.11):
3 d 3 f 2

R R — R o M=M(fold)=A-P

{e} P Auwp A A{w}
siendo M la matriz de f en las bases B = {é;} y By = {9;} y siendo P la matriz de la
identidad en la bases {€;}, {u;}. Nétese que Q = P! es la traspuesta de la matriz de las
coordenadas de los vectores u; en la base {€;}, esto es,

1 -1 1

Q=0 1 1
1 0 1



>

Para obtener P = Q! procederemos como en la nota del ejercicio 2.18 del libro de
ejercicios, o sea, expresaremos los vectores €; en funcién de los vectores w; (es decir, como
combinacién lineal de los ;).

él +53:711 €1 +é3:77,1 él +53:17,1
—e1 + &5 = Uy (i; €y + e3 = u; + us (i; €3 = 2U1 + Us — Us
€1+ e+ ez =1us €2 = —Uy + U3 €2 = —Uy + U3
1 = —iy — Ty + 13 1 -1 2
DY e =——u  +as = P=|[-1 0 1
€3 = 22Uy + Us — Us 1 1 -1

(1) EQ — EQ +E1, E3 — E3 — El. (2) EQ — EQ — E3. (3) E1 — E1 — EQ, EQ < E3.
En consecuencia
-1 -1 2
3 4 =2 -9 -5 12
M:AP:( ) 101 :( )
-1 2 1 11 1 0o 2 -1
y por consiguiente, la opcién correcta es (a).
. Vamos a proceder como en el ejercicio 3.27 del libro de ejercicios resueltos, determinando
una diagonalizacién de la matriz A (si es posible).
El polinomio caracteristico es

-8 —t 10

|A_”’:‘ 68—t

‘:(—S—t)(S—t)+6O:t2—4.

Sus raices son t; = —2 y t = 2. Como tiene 2 raices, que es igual al orden de la matriz,

—2 O). Se halla a

se sigue que A es diagonalizable y una diagonalizacién es D = ( 0 9

continuaciéon una matriz de paso calculando los subespacios propios.

El subespacio propio de t; = —2 se obtiene resolviendo la ecuacién (A — (—=2)1)X = 0,
siendo X = (z,y)", de donde

—6 10\ (z\ (O N —6x + 10y =0 L) r= %e
-6 10/ \y/ \O —6z + 10y =0 Yy = 3«
Luego una base del subespacio propio asociado a —2 es (5, 3).

El subespacio propio de t; = 2 se obtiene resolviendo la ecuacién (A — 2I)X = 0, siendo
X = (z,y)", de donde

—10 10\ fxz\ (O N —10x 4+ 10y =0 L) z=o
-6 6 y) \O —6x +6y =0 Y=«

Luego una base del subespacio propio asociado a 2 es (1, 1).

5 1

3 1)7 la cual verifica que D = P~'AP. De

En consecuencia, la matriz de paso es P = (

aqui, A= PDP~!, de donde se deduce que
1 Hpo1 (B 1\ [(=2)" 0 (1 =1\ _ [(—8192 10240
AT =PDIPT = (3 1 0 ot ) 2\ -3 5 /) \—-6144 8192 )°

Por consiguiente, el elemento (2,1) de A es —6144 y la respuesta correcta es (b).
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6. Para calcular el limite, se divide numerador y denominador entre la exponencial de base
mayor, esto es, entre 3" y resulta

grtl — on -z 3— ()" 3
lim o~ = lfm 23— h’m#:—.

Por tanto, la respuesta correcta es (c).

7. En primer lugar se calculan los limites laterales de f en z = 0:
lim f(z)= lim = =0,
z—0~ z—0~

lim f(z) = lim senx = 0.
z—0t f( ) z—0t

Como lim, ,o- f(x) = lim,_,o+ f(z) = f(0) = 0, se sigue que f es continua en x = 0y,
por tanto, (a) es falsa.

Para estudiar si es derivable, se hallan las derivadas laterales en x = 0:
FOER —FO) . F) b

"07)= I =1 =1 =1
F(07) hg(TJl— h hLO— h hio—h ’
iy 1 JO+h)=f(0) . f(h) senh . cosh
(0 >_hli>%l+ h _hli>r(€l+ h _h1—>0+ h _hllgl+ 1 =1

(en el penultimo signo igual se ha aplicado la regla de 'Hopital). Como las derivadas
laterales son iguales, se deduce que f es derivable en z = 0 y la derivada en 0 vale 1:
f'(0) = 1. Por tanto, (b) es falsa. Para ver si (c) es cierta, hay que detrminar la funcién
derivada de f y estudiar su continuidad. Se tiene
, cosx sixz >0
flz) = { 1 siz <0
Nétese que como hemos probado previamente que f’(0) = 1, se puede incluir x = 0 en
la dltima desigualdad x < 0. Ahora es facil ver que f’ es una funcién continua ya que
g1(x) = cosz es continua en R (en particular, para * > 0) y go(z) = 1 es continua en
R (en particular, para = < 0) y se tiene lim, ,o- f'(z) = lim, ,o+ f'(z) = f'(0) = 1. Por
tanto, f” es continua en R y, por consiguiente, (c) es falsa. Asi pues, la opcién correcta es

().

8. El polinomio Mac Laurin de orden 4 es el polinomio de Taylor de orden 4 en z = 0 y
viene dado por

f70) 2, [7(0) 5, J(0) 4

Py(x) = f(0) + f'(0)x + TR z* + m
Haciendo los célculos, se tiene (no se detalla el calculo de las derivadas)
f(l‘)—GQ, f(0) =1
f'(x) = 2ze /'(0) =
f(x) = (493 + 2)er f(0) =2
" (x) = (823 + 12m) : 1"(0)=0

(
fio(z) = (162* + 482 + 12)e”",  f(0) = 12.

Por tanto, como 2! = 2 y 4! = 24, el polinomio Mac Laurin de orden 4 es

4

xT
P4(I):1+{E2+?,

y por consiguiente, es cierta (a).



