FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTII
Aplicaciones lineales y matrices. Prueba de autoevaluacién nimero 3 (PAE-3)

. Sea f : R? = R? la aplicacién lineal definida por
f(z1,22) = (221 — 22, 21 + 322, 29 — 71).

Senale las afirmaciones correctas.

(a) f(2,1) = (3,5,—1).

2 —1
(b) La matriz de f en las bases candnicases | 1 3
1 -1

(¢) Las imdgenes de todos los vectores de R? estdn en el plano de ecuacién x —y — 2z = 0.
(d) Ninguna de las anteriores.

. Sea f : R3 — R? la aplicacién lineal definida por
f(z,y,2) = 3z + 2y — 4z, — By + 3z).

La matriz asociada a f respecto de las bases B = {e; = (1,1,1), es = (1,1,0), e3 =
(1,0,0)} y B' ={u; = (1,3), 4y = (2,5)} es

(a)(:l)) —25 _34)

1 5 3
oL A1)
(©) -7 =33 —13 )
4 19 8
(d) Ninguna de las anteriores.

. Sean f y g endomorfismos de R? que en la base canénica tienen por matrices asociadas
Ay B, respectivamente. Senale las afirmaciones correctas.

(a) La matriz asociada a f + ¢ en la base candnica es B + A.

(b) La matriz asociada a g o f en la base canénica es BA.

(¢) La composicién f o g no esté definida.

(d) Ninguna de las anteriores.

1

3 2

(a) Su polinomio caracteristico es A — 3\ — 4.

b) A verifica la ecuacién A% — 3A — 41 = 0 (aqui 0 designa la matriz nula 2 x 2).
)

(
(¢) Una diagonalizacién de A es ( 10 )
(

. Sea la matriz A = ( ) Senale las afirmaciones correctas.

0 -1
d) Ninguna de las anteriores.

-3 1 -1
. Sea la matriz A = | —7 5 —1 | y los vectores de R®* w = (1,1,0) y v = (1,1,1).
—6 6 —2

Senale las afirmaciones correctas.
(a) @ es un vector propio de A y ¥, no.
(b) @ no es un vector propio de A y v, si.



(¢) Un valor propio de A es —3.

-2 0 0
(d) Una diagonalizacién de A es 0 -2 0
0 0 4
) ) ) 1 2
6. Sea V = Mjy,s el espacio vectorial de las matrices 2 x 2 sobre R, B = 3 4 > y sea

f:V — V definida por f(X) = BX. Compruebe que f es lineal y halle la matriz asociada
respecto de las bases candnicas.

1 -3 3
7. Sea la matriz B = 3 —5 3 |. Estudie si es diagonalizable. En caso afirmativo,
6 —6 4

encuentre la matriz de paso P que la convierte en diagonal y compruebe, realizando los
productos, que P~'BP es una diagonalizacién de B.

Compare el polinomio caracteristico de esta matriz con el de la matriz A del ejercicio 5,
.qué observa? Sin hacer nuevos calculos, json semejantes B 'y A?

SOLUCIONES. Prueba de autoevaluaciéon nimero 3 (PAE-3).

1. Es claro que (a) es cierta y (b) falsa, ya que la matriz asociada es 1 3
-1 1

Para contestar a (c), sea (a,b) un vector genérico de R%. Entonces f(a,b) = (2a — b,a +
3b,b — a) estard en el plano = — y — 2z = 0 si verifica la ecuacién, es decir, si

(2a —b) — (a+3b) —2(b—a) =0

cualesquiera que sean los valores de a y b. Operando en el primer miembro resulta: 3a —6b,
y es obvio que no es 0 para todos los valores de a y b. Por tanto, (c) es falsa.

2. Basta hallar las imédgenes de los vectores e;, ¢ = 1,2,3 y expresarlas como combinaciéon
lineal de la base B’. Se tiene:

f(él) = f(lv L 1) = (1’ _1); f(EQ) = f(la 170) = (57 _4); f(éS) = f(LOvO) = (3’ 1)'

Ahora tenemos que expresar estos vectores como combinacion lineal de u; = (1,3) y
s = (2,5). Por ejemplo, para el primero, tenemos que hallar « y (§ tales que

f(él) = (1, —1) = ou; + 517,2 = 04(1,3) + ,8(2,5)

Con lo que se obtiene el sistema

l=a+24
—1=3a+ 583,
cuya solucién es « = =7, f = 4. Esto significa que f(é;) = —7u; + 4us. Procediendo de
modo similar con los otros dos resulta: f(é;) = —33u; +19uy y f(€3) = —13u; + 8uy. Con

lo cual, la tnica opcién cierta es (c).
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También podiamos haber resuelto el problema con la férmula del cambio de bases de la

pag. 86:
111
o(118) (1) (1)
1 00
donde A es la matriz de f en las bases canénicas. Con lo que

C g —T —33 —13
A=r AQ—(4 19 8>

. La opcién (a) es cierta ya que B+ A = A+ B. La opcién (b) es cierta (pag. 76 del libro
de texto). La opcién (c) es falsa pues f o g si estd definida ya que (f o g)(z) = f(g(x)) y
g(z) € R? que es el espacio inicial de f.

. El polinomio caracteristico es

L-A 2 =(1=MN2-))—-6=X—-3\—4.

A== 50,0

Asi pues, (a) es cierta. Para contestar a (b) basta realizar las operaciones indicadas:
2 aa a7 (1 2 L2\ L2\ 10
AT 3A -l = ( 3 2 3 2 3 3 2 4 01
(7T 6\ (36 (40)_(00
9 10 9 6 04/ \00)°

Este resultado no es més que un caso particular del llamado teorema de Cayley-Hamilton
que dice: Toda matriz es un cero de su polinomio caracteristico.

Por tanto, (c) es cierta.

. Para contestar a (a) y a (b) basta hallar AU y AV, donde U y V son, respectivamente,
las matrices columna cuyas coordenadas son las de los vectores u y v. Se tiene:

31 -1 1 —2 1
AU=| -7 5 -1 1= -2]|=-2(1]=-2u,
6 6 —2 0 0 0
—3 1 -1 1 -3
Av=| -7 5 -1 1| =] =3 | £k
—6 6 —2 1 2

Por tanto @ es vector propio de valor propio —2 y ¥ no es vector propio. Es cierta (a)
y (b) es falsa. Para contestar a (c¢) y (d) hallemos los subespacios propios. El polinomio
caracteristico es
—3—-A 1 -1
[A=XM|=| =7 5=X -1 |==-XN+12A+16=—-(A+2)*(\—4).
—6 6 —2—-A

Por tanto es claro que los autovalores son —2 y 4, luego (c) es falsa. Hallemos el subespacio
propio correspondiente a A\; = —2. Resolviendo el sistema (A +2)X =0 =

r—y+z2=0

-1 1 -1 T 0 —r4+y—2=0
{x—y =0,

-7 7 —1 y | =120 & —Tz4+Ty—2=0
—6 6 0 z 0 —6x+6y =0
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tiene la solucién x = y, z = 0, o de otro modo: (z,y,2) = a(1,1,0). Por tanto, (1,1,0)
es una base del subespacio propio, y consecuentemente, es de dimensiéon 1. Como la
multiplicidad algebraica es 2, se deduce que A no diagonaliza. (d) es falsa.

. Comprobemos en primer lugar si f es lineal usando la definicién 2.1 (pég. 60):
(M +AN) = f(M)+Xf(N)

para todo par de matrices M, N y para todo ntimero real \.

Primer miembro: f(M + AN) = B(M + AN) = BM + B(AN) = BM + A(BN).

Segundo miembro: f(M)+ Af(N) = BM + A(BN). Como son iguales, f es lineal.

En segundo lugar hallemos la matriz asociada. La base canénica de V' = M4 esta for-
mada por las 4 matrices siguientes:

10 01 00 00
a=(o0) m=(50) m=(V0) A-(07)

Las imagenes de estas matrices por f son las matrices

1 2 10
BE1_<3 4)(0 0)’

BE;5, BEs v BE,. Realizando estos 4 productos se obtiene, respectivamente:

1 0 01 2 0 0 2
o= (30 ) mee (01 ) mee (20 mm- (02).

En consecuencia, la matriz de f en la base candnica es:

1 020
010 2
3040
0 3 0 4

. El polinomio caracteristico es

1—A -3 3

IB=X|=| 3 —5-X 3 |==-XN+122+16=—-(\+2)’(A—4).
6 -6 4-A
Por tanto, es claro que los autovalores son A\ = —2 y Ay = 4, con multiplicidad alge-
braica 2 y 1, respectivamente. Hallemos el subespacio propio correspondiente a A\; = —2.

Resolviendo el sistema:

3 -3 3 x 0 d3r—3y+32=0
3 -3 3 y |=10 & 30 —3y+32=0 <{z—y+2=0,
6 —6 6 z 0 6z — 6y +62 =0

r=y—zestoes: (x,y,2) = (y—2,y,2) =y(1,1,0)+2(-1,0,1) = «(1,1,0)+ B(—1,0,1).
Esto implica que {e; = (1,1,0), é; = (—1,0,1)} es una base del subespacio propio. Por
tanto, este subespacio propio es de dimension 2, y en consecuencia, podemos ya decir que
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A diagonaliza ya que el otro espacio tiene forzosamente dimensién 1. Hallemos una base
del espacio propio de Ay = 4. Resolviendo el sistema (B —41)X = 0, esto es:

-3 -3 3 x 0 —3r—3y+32=0 e —u42—0
3 -9 3 y | =10 o 32— 9y +32=0 @{ x_y -
6 —6 0 P 0 6 —6y =0 y =
r=Yy
@{z:2y,

es decir (z,y,2) = (v,9,2y) = y(1,1,2) = «(1,1,2), y por tanto, una base del espacio
propio es é3 = (1,1,2). La matriz de paso P tiene por columnas los vectores €;, €5 y €3,
esto es:

y la matriz diagonal es

-2 0 0
D = 0 -2 0
0 0 4

verificindose que D = P~ BP.

Ha quedado claro que el polinomio caracteristico de la matriz A del ejercicio 5 y el de
la matriz B de este ejercicio son idénticos, sin embargo, A no es diagonalizable y B, si.
En consecuencia, B y A no son semejantes, ya que si lo fueran, como es una relacién
de equivalencia y B es semejante a D, A seria también semejante a D, lo cual es una
contradiccion.



