FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS
TECNOLOGIAS DE LA INFORMACION

TEMA 2
Espacios vectoriales

Equipo docente: Lidia Huerga y Vicente Novo




Ejercicio 1

Estudie si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales:
(a) S={AeM,: A=A},

(b) S={(x,y,2) eR3: x+y=0}U{(x,y,z) €R3:z=0}.
Solucidn. (a) S es subespacio vectorial.

Sean A1, A € 5, A, i € R. Se tiene que

()\Al + ,qu)t = ()\Al)t + (/LA2)t = )\Ai + ;LAE = MNA;1 + /LA2
= M + pAr € S.

(b)
o Si={(x,y,2) R i x+y =0}y
S» = {(x,y,z) € R3: z = 0} son subespacios vectoriales
(planos que pasan por el origen (0,0,0)),
e pero S = 57 U Sy no es subespacio vectorial.
Contraejemplo: (1,-1,2) € S, (1,1,0) € S, pero
(1,-1,2) +(1,1,0) = (2,0,2) ¢ S.



Ejercicio 2
(a) Determine el valor de k € R para que exista una matriz
cuadrada no nula M tal que AM = 0, donde

-1 4
s (1)
(b) Sea S ={M € My : AM = 0}. Pruebe que S es un
subespacio vectorial para el valor de k obtenido en el apartado

anterior, y determine una base de S y su dimensién.

Solucién. (a) Denotamos M = < i 2 >

= = (VL) (2) =

0
0
—a+4c —b+4d\ (O
at+ke b+kd )/ \ O



Ejercicio 2

—a+4c =0
— a+ ke =
—b+4d =0
b+ kd =0
De la primera y segunda ecuaciones (4 + k)c = 0.
Caso 1. Si k = —4, entonces el sistema es equivalente a
—a+4c =0
= { —b+4d =0
luego M = 4CC 4: , con ¢, d € R, satisface AM = 0.

Caso 2. Si ¢ =0, entonces a = 0y de la tercera y cuarta
ecuaciones (4 + k)d = 0.

. 0 4d
Caso 2.1. Si k = —4, entonces M = 0 d ) con d € R (caso
particular del Caso 1).

Caso 2.2. Si d = 0, entonces M = 0.

== k=—4.



Ejercicio 2

:>5={/\//6Mz;A/\/lzo}z{(4(;y 4;),04,,86]1%}.

b) S es subespacio vectorial:
4
Sean My = < a 451 >,M2_ ( 4az 462 ) €S, )\,,U,ER.

a1 b1 a2 B2
_ 4oy 4 4o 43
)\M1+“Mz_)\<al B1>+”<oz2 ﬁz)
_ < 4(Aar + paz)  4ABL+ pf2) > _ < 4o’ 4p' ) cs
Aag + po AB1 + B2 S\ od p ’

o = Aoy + poo, B = A1+ pfe.



Ejercicio 2

4 0 0 4
={(10)(5 1)}
es una base de S. En efecto,
. 4o 45
e B es sistema de generadores: Sea M = N €S. Se

: 4 0 0 4
tlenequel\/l—a<1 O>—|—6<0 1>.

e Los elementos de B son linealmente independientes: Si
A1, A2 € R verifican

4 0 0 4 . 401 4X . 0 0
w(3e) (o) =(% %) =(00).
entonces \{ = \» = 0.

Por tanto, B es base de S y dim(S) = 2.



Ejercicio 3

(a) Determine las ecuaciones paramétricas e implicitas y una base
del subespacio S; de R* generado por los vectores
u=(1,2,0,1), v=(-1,0,3,4) y w = (0,0,0,1).

(b) Determine las ecuaciones paramétricas y una base del
subespacio S, de R* de ecuaciones implicitas

x1+x0—x3+x3 =0
x2+2x3—x4 =0

Solucidn. (a) Por definicién, {u, v, w} es un sistema de
generadores. Veamos si U, v, w son linealmente independientes.

1 201 2
rang| —1 0 3 4 | =3, pues | 0
0 0 01 0

o W o

1
4|=6%0.
1

Luego u, v, w son linealmente independientes y, por tanto,
{0, v, w} es base de 51, y dim(51) = 3.



Ejercicio 3 Todo vector (x1, x2, x3, X4) € S1 se representa como

(X13X27X37X4) = )\1(1727 07 1) + )‘2(_1707 374) + )‘3(Oa Oa 07 1))

A1, A2, A3 € R,
e Ecuaciones paramétricas de Si:
X1 = )\1 — /\2
X2 = 2)\1
X3 :3)\2 7)\17)\27>\3€R'

xXa =AM +4N+ A3

e Ecuaciones implicitas de S;: Como X = (x1, X2, x3,Xa) € S se
expresa como combinacién lineal de &, v y w, entonces X, U,
v y w son linealmente dependientes, es decir,

X1 X2 X3 X4 X1 X2 X3 X4

rang 1 2 0 1 S 3 1 2 0 1 —0
-1 0 3 4 -1 0 3 4
0 0 0 1 0 0 0 1

<= 6x1 —3x2 +2x3 = 0 (ec. implicita de S7).



Ejercicio 3

(b) Sy viene dado por las ecuaciones implicitas

x1+x2—x3+x4 =0
Xo+2x3—x4 =0

La matriz ampliada que representa al sistema es

. (11 -1 1 0
A= ( 01 2 -10 ) ’
= rang(A) = rang(A*) = 2 < 4 =n° incdgnitas. El sistema es

C.1., y sus soluciones se expresan en funcién de 4-2=2 parametros.
Elegimos como pardmetros x3 y x4: x3 = A, x4 = u. Entonces,

X1 =3)A—2u
= -2\ . o
j? T A, 1 € R (ecuaciones paramétricas)
3 =
Xg =W

Base de S»: {(3,-2,1,0),(—2,1,0,1)}, dim(S2) = 2.



Ejercicio 4

En R* se consideran de nuevo los subespacios S; y S, del ejercicio
anterior. Determine una base y dimensién de S5 NSy y S1 + So.
Solucidn. Base de 51N Sy:

@ Método 1. Concatenamos las ecuaciones implicitas de S; y So:

x1+x2—x3+x4 =0
xXp+2x3—x4 =0
6x1 —3x0+2x3 =0

Obtenemos una matriz escalonada equivalente a la matriz
ampliada del sistema

1 11 0 1 1 -1 1 0
01 2 —-10) @ (o1 2 -10
6 -3 2 0 0 0 -9 8 —6 0
11 -1 1 0

@ o1 2 -1 0

00 26 —15 0

(1) F3—> F3—6F1, F3—> F3+9F2.



Ejercicio 4

Por tanto, rang(A) = rang(A*) = 3 < 4 =n° incdgnitas. Se trata
de un sistema C.I. cuyas soluciones se expresan en funcién de

4 — 3 =1 parametro. El sistema es equivalente a

x1+x—x3+x4 =0
Xp+2x3—x4 =0
26X3—15X4 =0

Eligiendo como pardmetro x4, las ecuaciones paramétricas de
5 NS, son

X1 = —Xp+ X3 — Xa :—27—6)\
.\
Xo = —2X3+Xg = —5cA
. 71752/\6 ,AER
3 T 26
X4 =

Base de S51 N So: {(—7,—4,15,26)}, dim(51 N S) = 1.



Ejercicio 4
@ Método 2. Sustituimos las ecuaciones paramétricas de un
subespacio en las implicitas del otro.
Ecuacién implicita de S;: 6x1 — 3x 4+ 2x3 = 0.
Ecuaciones paramétricas de S;:

x1 =3\A—2u
X = —2A+p A ueR.
X3 =
Xge = U
Sustituyendo,

15
6(3A—2p)=3(—2A+u)+2A =0 < 26A—15u =0 <= A = 256H
Por tanto,

X1 %N
Xo = =it

1887 JueR. = Basede S NSy {(—7,—4,15,26)}.
X3 = 5gH

X4 = U



Ejercicio 4
Finalmente, por la férmula de Grassmann:

dim(51 +52) = dim(Sl) —|—dim(52) —dim(51 ﬂ52) =342-1=4,

por tanto, S; + S» = R*. R* no es suma directa de S; y Sy, pues

51 1Sy #{(0,0,0,0)}, por tanto, S; no es subespacio
suplementario de S.



Ejercicio 5

Se considera en R3 la base canénica

C={& =(1,0,0),& =(0,1,0),83 = (0,0,1)}, y la base

A={m =(1,-1,0),3, = (2,1,0),u3 = (0,1, —-1)}.

(a) Si las coordenadas del vector v en la base A son (1,1,1), es
decir, v4 = (1,1, 1), determine las coordenadas de v en la
base candnica.

(b) Si las coordenadas del vector w en la base candnica son
(—=1,0,1), es decir, we = (—1,0, 1), determine sus
coordenadas en la base A.

Solucién. En primer lugar, comprobamos que A es efectivamente

una base de R3:

~1 1 1 |=-34£0.



Ejercicio 5
(a) La matriz de cambio de la base A a la candnica C viene dada
por aquélla cuyas columnas son los vectores de A:

1 2 0
0 0 -1

Por tanto, como v4 = (1,1, 1), sus coordenadas en la base
candnica son



Ejercicio 5
(b) La matriz de cambio de la base candnica a la base A es P71
1/3 —-2/3 -2/3
Pt=Mc_a=1| 1/3 1/3 1/3
0 0 -1

Por tanto, como w¢ = (—1,0, 1), sus coordenadas en la base A son

1/3 —2/3 —2/3 -1 -1
wa=| 1/3 1/3 1/3 o |=( o
o 0 -1 1 ~1

Otra forma de proceder: Se buscan las coordenadas A1, A\>, A3 de w
en A, luego se trata de resolver el sistema:

(_1> 07 1) = >\1(17 _17 0) + )\2(27 170) + >\3(0a 17 _1)



Ejercicio 5

Es decir,
A1 +2\ =-1
—A1+X+2A3 =0
—A3 =1

La representacién matricial del sistema viene dada por

1 2 0 A -1
-1 1 1 X |=| 0 |,
0 0 -1 A3 1
es decir,
M ~1 M ~1
Pl X |={ 0 |,luego [ Xo | =P71| 0O



