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Ejercicio 1.

Estudie si las siguientes aplicaciones son lineales:

(a) f:R2 — R3 dada por f(x,y) = (x — 2y,0,2x + y),

(b) f:R? = R? tal que f(1,1) = (2,4), f(0,1) = (—1,2) y
f(2,3) =(3,7).

Solucidn. (a) f es aplicacién lineal si y sélo si
f(A\a + pub) = Mf(3) + uf(b), paratodo 3,b € R? A ucR.
Sean 3= (a1, a2), b = (b1, b2) € R? y A\, 1 € R. Se tiene que

f(A\a+ ub) = f(Nay + pby, Aax + ubs)
= (a1 + puby — 2(Aaz + pub2),0,2(Xa1 + pbi) + Aax + ubo)
= )\(31 —2ap,0,2a; + 32) + ,u(bl —2b,,0,2b; + b2)

— \F(3) + pf(b).

Por tanto, f es aplicacién lineal.



Ejercicio 1.

Solucién. (b) f cumple: f(1,1) = (2,4), f(0,1) =(-1,2) y
f(2,3) =(3,7).
Si f fuese lineal, se deberia cumplir que

£(2,3) = £(2(1,1) + (0,1)) = 2f(1,1) + £(0, 1)
=2(2,4) + (~1,2) = (4,8) + (—1,2) = (3,10),

pero segin el enunciado f(2,3) = (3,7). Por tanto, f no es
aplicacién lineal.



Ejercicio 2. Determine una base y dimensién del subespacio
imagen y del nicleo de las siguientes aplicaciones lineales:

(a) f(x,y) = (x =3y, —x+2y,y),

(b) g(x,y,2) = (x +3y,—x =3y, x+3y +z,—x — 3y + 2).

Solucidn. (a) e Sabemos que {f(1,0),(0,1)} es sistema de
generadores de Imf. Se tiene que f(1,0) = (1,—1,0) y

f(0,1) = (—3,2,1). Como estos dos vectores son linealmente
independientes, se deduce que {(1,—1,0),(—3,2,1)} es base de
Imf, luego dim(Imf) = 2.

Imf =< (1,-1,0),(-3,2,1) >C R3,

e Un vector (x,y) € R? pertenece a Kerf si f(x,y) = (0,0,0),
luego hay que resolver el sistema

x—3y=0,—x4+2y=0,y =0

que tiene por solucién x =y = 0. Luego Kerf = {(0,0)}, y
dim(Kerf) = 0.



Ejercicio 2.
(b) g(vavz) = (X—|—3y,—x—3y,x—|—3y—|—z,—x—3y+z).

e {g(1,0,0),£(0,1,0),g(0,0,1)} es sistema de generadores de
Img. Se tiene que g(1,0,0) = (1,-1,1,-1),

g(0,1,0) = (3,-3,3,—-3), £(0,0,1) = (0,0, 1,1). Se deduce que
{(1,-1,1,-1),(0,0,1,1)} es base de Img, luego dim(Img) = 2.

Img =< (1,-1,1,-1),(0,0,1,1) >Cc R*.

e Un vector (x,y, z) € R3 pertenece a Kerg si
g(x,y,z) =1(0,0,0,0), luego hay que resolver el sistema

x+3y=0,—x-3y=0,x+3y+z=0,—x-3y+z=0

que tiene por solucién x = —3y, z = 0. Luego
Kerg = {(—3X,A,0),A € R} =< (-3,1,0) >, y dim(Kerg) = 1.



Ejercicio 3. Obtenga la matriz de la aplicacién lineal g o f, donde
f y g son las aplicaciones lineales del ejercicio anterior.
Solucién. La matriz de f con respecto a las bases candnicas es

1 -3
-1 2
0 1

La matriz de g con respecto a las bases candnicas es

1 3 0
-1 -3 0
1 3 1
-1 -3 1
Por tanto, la matriz de go f es
1 3 0
-1 -3 0 13
1 3 1 -L2
0 1

-1 -3 1



Ejercicio 4. Se consideran las bases de R? y R3, respectivamente,
dadas por

B= {(17 1)7 (0’ 1)}7
E= {(17 1, —1), (0, 1, 0), (1., 1, 0)},

y sea f(x,y) = (x — 3y, —x + 2y, y). Determine la matriz de f con
respecto de las bases By E.

Solucién. La matriz de f con respecto a las bases candnicas es

1 -3
-1 2
0 1

La matriz de cambio de la base B a la canénica de R? es

1 (1) ) y la matriz de cambio de la base E a la canénica de R3

1 01
es 1 11
-1 0 0

Por tanto, la matriz de f con respecto a las bases B y E viene
dada por el siguiente producto:

1 01\*! )
1 11 -1 2 (1
100



Ejercicio 5. Estudie si la siguiente matriz es diagonalizable en
funcién del parametro a € R:

Solucién. El polinomio caracteristico viene dado por

1—-1t 0 -1
pa(t)=|A-tl|=| 2 a-—t 3 = (a—t)(1—t)(—1—1).
0 0 -1t

CASO 1.Sia# —1y a##1, entonces A tiene 3 autovalores:
/\123, )\2:1, )\3:—1.

Por tanto, a; = d; =1, i = 1,2, 3, donde «; denota la
multiplicidad algebraica del autovalor A; y d; denota la
multiplicidad geométrica. Asi pues, A es diagonalizable.



1
Ejercicio 5. A= ( 2
0

O v O

-1
; )
l—a 0 —1 (1-ax—-z=0
( 0 ( ) ( ):{2x+320
0 —l—a (-1—a)z=0

Base de E(a): {(0,1,0)}.

0 —z=0
2 a—1 2x+(a—1)y+3z=0
(o 2 4

Base de E(1): {(1,2/(1 — a),0

2 0 -1 X 0 oy 0
2 a+1 3 y | =10 ;{ - B
0 0 3 > 0 2x+(a+1)y+3z=0

Base de E(—1): {(1,—-8/(a+1),2)}.

—



Ejercicio 5. Matriz de paso:

0 1 1
2 8
P = 1 1—2 —m
0 O 2
Matriz diagonal semejante:

a 0 0
D={| 01 0

0 0 -1
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CASO 2. a = 1. Se obtienen dos autovalores A\ =1 (g =2) y
A2 = —1 (ap = 1). Tenemos que ver si d; = a;. Calculamos los
autovectores asociados a \1:

0 0 -1 X 0 —z=0
2 0 3 y |=101]:¢ 2x+3z=0
0 0 -2 z 0 —2z=0

Base de E(1): {(0,1,0)} = di =1 < a1 =2 = A no diag.

CASO 3. a = —1. Se obtienen dos autovalores A\ =1 (a1 =1) y
A2 = —1 (ap = 2). Tenemos que ver si d» = ap. Calculamos los
autovectores asociados a As:

2 0 -1 X 0

2x —z =0
2 0 3 y |=1020 :{ B
00 0 2 0 2x+32=0

Base de E(—1): {(0,1,0)} = db =1 < ap =2 = A no diag.



