FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTIIL Céd. 71021023

Grado en Ingenieria de las Tecnologias de la Informacion

Septiembre de 2015. Tiempo: 2 horas

INSTRUCCIONES. Cada una de las preguntas tiene un valor méximo de 2 puntos. Como material auxiliar

solamente estd permitido el uso de una calculadora no programable.

1. Se consideran en R? los vectores @ = (1,0,0), b = (0,1,1) y ¢ = (0,0, m).

(a) Estudie la dependencia lineal de estos vectores segun los valores de m. (1 punto)

(b) Considere la matriz

1 0 m
M=101 1
1 0 2m
Analice para qué valores de m € R la matriz M es inversible. (1 punto)
. _ —4 8
2. Considere la matriz A =
1 =2
(a) Demuestre que A es diagonalizable. (1 punto)
(b) Encuentre una diagonalizacién y una matriz de paso. (1 punto)

3. (a) Demuestre que la ecuacién 2x = tg?x tiene al menos una solucién en el interva-
. ™ T , - .
lo abierto (—, —). En el caso de apoyarse en algin resultado tedrico, debe enunciarlo

473
correctamente. (1 punto)

(b) Obtenga la expresién del polinomio p de grado 3 tal que p(0) = 0, p/(0) =1, p”(0) = 2
y p///(o) — 3l (1 punto)

4. Sea f: D C R? — R definida como

2 — g2
In(l—y+2? COS(?T'—), si (z, 0,0
Flry) = (1—-y+a?) e (z,y) # (0,0)
0, si (z,y) = (0,0)
cuyo dominio es el conjunto abierto D = {(x,y) € R* : y < 2* + 1}.
(a) Estudie la continuidad de f en el origen. (1 punto)
0
(b) Calcule mediante su definicién la derivada parcial 8_f(0’ 0). (1 punto)
Y

5. Calcule la integral

// xeVdA,
D

donde D es el tridngulo de vértices (0,0), (2,1) y (2,2). (2 puntos)



SOLUCIONES. FMTI. Modelo de examen. Septiembre de 2015.

1. (a) Consideramos la matriz A cuyas filas estdn formadas por los vectores a, by ¢y

calculamos su determinante

1 1
= =m.
0 m

1 0
det(A) = |0 1
0

oS = O

m

Es conocido que @, b y ¢ son linealmente independientes si, y sélo si, det(A) # 0; o

equivalentemente, si m # 0. Para m = 0, son linealmente dependientes.

(b) Una matriz M es inversible si, y sélo si, det(M) # 0. Se puede obtener su determinante
de diferentes formas, por ejemplo, mediante la Regla de Sarrus, det(M) =2m +0+ 0 —

m — 0 — 0 = m. Se concluye que M es inversible si, y sélo si, m # 0.
2. (a) El polinomio caracteristico es

—4 —t 8
|A—tI| = = (—4—t)(—2—1t) —8=1t*+6t.
1 —2—t
Los valores propios de A son las raices de este polinomio, es decir, t; = 0y t3 = —6.

Puesto que A es 2 x 2 y tiene dos valores propios distintos, es diagonalizable.

0

(b) Una matriz diagonal es D = . Para obtener una matriz de paso P desde A
0 —6

hasta D hay que determinar una base en cada uno de los espacios propios.

Para hallar una base del subespacio propio E(0) hay que resolver el sistema homogéneo

(A—0-1)X =0, es decir, el sistema de ecuaciones

—4dx+8y =0 T =2x

—){ r—2y=0 —

r—2y=0 Y=«

Asi, cada vector (x,y) de E(0) puede expresarse del siguiente modo:
(z,y) = 2o, 0) = (2, 1).

Entonces, una base de E(0) es By = {(2,1)}. Para hallar una base del subespacio propio
E(—6) hay que resolver el sistema homogéneo (A + 6 - I)X = 0, es decir, el sistema de

ecuaciones
204+ 8y =0

—>{ r+4y=0 —
r+4y =0



Asi, cada vector (x,y) de E(—6) puede expresarse del siguiente modo:
(z,y) = (4o, o) = a(—4,1).
Entonces, una base de E(—6) es By = {(—4, 1)}. Por tanto, la matriz de paso es

2 —4
pP—
1 1

Para hacer una comprobacién, se puede calcular que P~'AP = D.

. (a) Para resolver este apartado, haremos uso del siguiente resultado tedrico:

Teorema de Bolzano: Si f: [a,b] — R es una funcién continua en el intervalo cerrado

[a,b] CRy f(a)- f(b) <0 (o equivalemente, si f(a)y f(b) tienen distinto signo), entonces
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Consideremos la funcién f(r) = 2z — tg? z, cuya grafica puede observarse en la Figura 1.

4 1
Setienequef(%):g—1>0yquef<%>:2%—3<2§—3:—§<0.Com0f

es continua en el intervalo %, g , por el Teorema de Bolzano existe ¢ € (%, g) tal que
f(c) = 2c — tg?c = 0. Por tanto, hemos encontrado un punto c en el intervalo (%, g)
que verifica que 2c = tg?(c).

1]

f(x) = 2x — tg?x

0.5 1

-0.5 1

Figura 1: Gréfica de la funcién f

(b) Aplicamos la férmula de Mac Laurin a p y obtenemos el polinomio pedido:

/O //O /I/O
p(m):p(0)+p1(')x+p2(‘ )x2+p3(' )x3:x+x2+x3.




4. (a) Se tiene que  lim In(1—y+2?) =1In(1) =0y que

4

2,2
cos 7r-y v < 1. Por
y2+$2

(2,y)=(0,0)
2 2

tanto, lim In(1—y+a?)cos |-
(2,49)—(0,0) I=y+a) ( Yy + a?

acotada por otra que tiene limite cero. Luego f es continua en el origen ya que f(0,0) = 0.

> = 0 ya que es el producto de una funcién

2 _ 2
Noétese que la funcién g(x,y) = cos (7T . %) no es continua en (0, 0) porque el limite
Y2+
2

, y? — 2? m? —1
a lo largo de rectas de la forma y = ma, lim cos ( 7 =—— | =cos (7 depende
20 y? + 22 m?+1

de m.

(b) Para realizar este apartado, calcularemos el limite de la definicién de derivada parcial

de f con respecto de y.

2 _
1n(1—h+02)cos<7r h O)—O

of o J(0,0+h) = f(0,0) "h2+0
gy (0-0) = fim D = jiuy n
—In(1— _ -1
= lim M = lfm —=t =1,
h—0 h L'Hop. h—0 1

En la peniltima igualdad se aplicé la Regla de L'Hopital.

. El dominio de integracién es el representado en la Figura 2. La ecuacion de la recta que
pasa por los puntos (0,0) y (2,1) esy = g y la ecuacién de la recta que pasa por (0,0) y
(2,2) es y = x. Observando la figura, se puede interpretar el dominio de integracién como
una regién de tipo I (véanse las pdginas 301 y 302 del libro de texto). En el dominio de
integracion D la variable x varia entre 0 y 2 y para un valor de x fijado, la variable y

’ X .
varia entre 5 Yz Luego la integral es

2 T 2
(= [ wan [ [ et [ -y
D 0 z/2 0

Esta ultima integral se puede resolver mediante la férmula de integracién por partes.
Elegimos u = x y dv = (ez — ex/Q) dz y se obtiene que du = dz y que v = e* — 2e*/2. Por
tanto,
z z/2 2 ? x x/2 2 z x/272
I=z(e"—2e )}0— (e" —2e"?) dx = 2(e® — 2e) — [e” — 4de }0
0

=2(e*—2¢) — (e —de—1+4)=¢e*—3.
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Figura 2: Dominio de integracién



