FUNDAMENTOS MATEMATICOS DE LAS TTIIL Céd. 71021023
Grado en Ingenieria de las Tecnologias de la Informacion
Primera semana de Febrero de 2015. Tiempo: 2 horas

INSTRUCCIONES. Cada una de las preguntas tiene un valor méaximo de 2 puntos. Sélo estd permitido una
calculadora no programable.

1. Se consideran los vectores a = (1,—1,0,1), b = (2,1,1,0) y ¢ = (0,1,1,1) del espacio
vectorial R*.
(a) Estudie si son linealmente independientes. (1 punto)
(b) Determine el valor de k € R para que el vector v = (0, k,0, 1) sea combinacién lineal

de ellos. (1 punto)

2. Sea f :R® — R? la aplicacién lineal tal que

(1,0,0) = (2,1)

(0,1,0) = (3,1)

(0,2,1) — (10,4)
(a) Halle las imagenes de los vectores u = (2, —1,0) y v = (3,1, —2). (1.25 puntos)
(b) Obtenga la antiimagen (o preimagen) del vector w = (1,1). (0.75 puntos)

3. (a) Determine los intervalos de crecimiento de la funcién

f() =5 +In(a?+3),

y deduzca a partir de ello los maximos y minimos relativos de f. (1 punto)

(b) Obtenga el polinomio de Mac Laurin de orden 4 de la funcién

f(z) =e2.
(1 punto)
4. (a) Calcule, si existe, el limite
2 _ 2
im - Y
(zy)—(-1,1) (x + y)er—Y
(1 punto)
(b) Sea f : R?* — R la funcién definida como
f(z,y) = xcos (f) .
Y
°f
Obtenga y simplifique —=—(z,y). (1 punto)

Oyox

5. Determine el volumen del sélido que se obtiene al girar alrededor del eje X la regién plana
limitada por la grafica de y =z + cosx y lasrectas y =0, t =0y = = 7. (2 puntos)



SOLUCIONES. FMTI. Primera semana de Febrero de 2015.

1. (a) Hallemos el rango de la matriz cuyas filas son los vectores dados:

-1 01\ /1 -10 1) /1 -10 1\ (1 -1 0
2 1 10]%lo 3 1 =2%(o 1 1 1]®lo 1 1 1
0 1 11 001 1 1 0 3 1 -2 0 0 -2 -5

(1) F2 — F2 — 2F1. (2) F2 <~ F3. (3) F3 — F3 — 3F2

Como en la forma escalonada son 3 filas no nulas, el rango de A es 3 y los vectores son
linealmente independientes.

(b) Imponiendo que el determinante de los 4 vectores sea 0 se sigue que los vectores
son linealmente dependientes, y como los 3 primeros son linealmente independientes, se
concluye que el cuarto es combinacién lineal de los anteriores (véase la cuestion tedrica
2.12 del libro de ejercicios). A continuacién se calcula el determinante de los 4 vectores:
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(1) F2 — F2 — F3. (2)
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e desarrolla por Cs. (3) Por la Regla de Sarrus.

Igualando a cero, 3k + 2 = 0, se sigue que k = —2/3 es el valor buscado.
2. (a) Considérese la base canénica de R3:
{e1 = (1,0,0), e, = (0,1,0), es = (0,0,1)}.

De acuerdo con el enunciado

f(él) = (27 1)7
f(éQ) = (37 1)7
f(2e3 + é3) = (10,4).

De la ultima igualdad, por ser f lineal, se tiene que 2f(és) + f(eé3) = (10,4). Luego,
despejando,
f(es) =(10,4) — 2f(es) = (10,4) —2-(3,1) = (4,2).
Es claro que 1 = 261 — ey y v = 3€; + é3 — 2e3 y por ser f lineal se tiene
fa)=2f(e1) — f(e2) =2-(2,1) = (3,1) = (1,1),
f(0) =3f(er) + f(e2) —2f(e3) =3-(2,1) +(3,1) —2-(4,2) = (1,0).

(b) Hay que hallar los vectores (z,y, z) tales que f(x,y,2) = (1,1). Se expresa el miembro
de la izquierda en forma matricial y se resuelve el sistema resultante:

2 3 4\ (°\ 1 L3y ta=1 q y =-1 [y=-1
11 2 ‘Z — THy+2z=1 THy+2:=1 | x=2-22
(1) Ei — E1 — 2F5.

Asi pues el conjunto soluciéon en forma paramétrica es

(x,y,2) = (2—2\,—1,\), con A € R.
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3. (a) Empecemos observando que f es continua en R ya que 22 + 3 > 0 para todo x € R,
por tanto, fo(x) = In(x* 4 3) es continua en Ry f es suma de fi(x) = £y fo(z) que son
continuas en R. La derivada de f es

1 2z x4+ 4x+3

f,(x):§+x2+3: 2(x2+3)

Las raices de f’ son las soluciones de la ecuacién 2% + 4z + 3 = 0, que son z; = —3,
1y = —1. f’ no tiene discontinuidades pues 2(z% + 3) > 0 para todo # € R. Por tanto,
se tiene que f/(x) > 0 siy sélo si 22 + 4z + 3 > 0, lo cual equivale a v < =3 0 z > —1,
y f'(z) < 0siysélosi —3 <z < —1. En consecuencia, f es creciente en los intervalos
(—o00, —3) y (—1,+00) y es decreciente en (—3,—1). Como f es continua en R, se deduce
que f tiene un maximo relativo en x = —3 y un minimo relativo en z = —1.

(b) El polinomio de Mac Laurin de orden 4 es el polinomio de Taylor de orden 4 en z = 0
y viene dado por

£10) o 700) 4 f70)

Haciendo los célculos, se tiene

flz) =e?, J(0) =
fl(z) = —2e72, "0) =
f//(l') _ 46_2$, f//(O) —
f”/(iC) 86—23@, f///(o)
f(x) =16e2, f(0) = 16

Por tanto, como 2! = 2, 3! = 6 y 4! = 24, el polinomio de Mac Laurin de orden 4 es

4 2
Pu(z) = 1 — 2z + 247 —%Jr%.

4. (a) Se calcula el limite sin ninguna dificultad, pues el numerador es factorizable:

2 .2
-~ - —y -2

lim TV lim (z +y)(z —y) = lim Y _ 2 —2¢2.
(zy) =11 (x +y)e*™Y  (zy)—=(-11) (x4 y)e* ™Y (z,y)—(~1,1) €¥Y e—?

Nétese que la funcién g(z,y) = Z=% es continua en R? por ser cociente de funciones

continuas y porque el denominador no toma nunca el valor cero.

(b) Se tiene

(z,y) = —sen <£> : —_2x - {—_Qx - sen (E) + . cos (f) —_Qx]
Oyox y) Y Yy Y Yy y) y
2z T x? T
= ?sen ; -+ ECOS 5 .

5. El volumen del sélido de revolucion viene dado por la expresion

V= 7T/ (z + cosx)’dr = 7r/ (2% + 2z cos x + cos® z)dx.
0 0
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Vamos a hallar una primitiva descomponiendo en tres sumandos [; + 2[5 + I3, siendo
L = [2%dz, Iy = [zcosadr y I3 = [ cos® zdz.

1) La primera integral es inmediata: I, = [ 2*dx = %

2) La segunda integral se halla por el método de integracién por partes. Sea u = =,
dv = cos xdx, entonces du = dx, v = senx, con lo cual

I, = /xcosxdx =zsenzt — /senxdm =zTsenzx + cosz.
3) Para hallar la tercera integral, I3 = [ cos® zdz, vamos a transformar cos?z en una
suma. Usando la formula del angulo doble y la relacién fundamental de la trigonometria:
cos(2z) = cos®  —sen’x = cos’z — (1 — cos®x) = 2cos’z — 1.

Despejando, resulta cos? z = $(1 + cos(2z)). Sustituyendo en la integral

1 1 1
I3 = /0052 xdx = /5(1 + cos(2z))dx = 5 (m + 58611(237)) :

Asi pues, siguiendo con el volumen

3 1 1 0 3
V=nm {%—|—2xsenx—|—2008x+§x+zsen(2x)} :7r<7r——2—|—ﬁ—2)

71.4 2
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