CLASIFICACION DE GRUPOS PEQUENOS

1. TECNICAS DE CLASIFICACION

Vamos a usar conceptos que hemos visto para clasificar todos los
grupos G de orden n. Los que sean abelianos ya los sabemos clasificar.
Para el resto, vamos a seguir el siguiente esquema:

1. Buscamos un subgrupo H < G de tamano lo mayor posible, por
ejemplo usando el teoream de Sylow.

2. Si H tiene indice k en G, la accién en el cociente G/H da un
homomorfismo G — Sk, por lo que si |G| = n t k! = |Si| tenemos
un nucleo no trivial N < H normal en G (el corazén de H).

3. Usamos N para cocientar G/N, y a partir de eso acotar las po-
sibilidades para G.

4. Si conocemos ejemplos de grupos que se comportan como los que
quedan en el punto anterior, ya tenemos todos los de ese orden.

Vamos a hacer un ejemplo que muestre cémo usar dicho esquema.
Clasifiquemos los grupos de orden 6. Si |G| = 6, sabemos que tiene un
subgrupo H de orden 3. La accién de G en el cociente G/H nos da
un homomorfismo G — Ss, y como |G| = 6 1 2 = | S| no puede ser
inyectivo, luego tiene un nticleo 1 # N < H, el corazén de H. Como
|H| = 3, debemos tener N = H, luego tenemos un subgrupo normal
de orden 3.

Tenemos que como |N| =3y |G/N| = 2, se cumple que N = C3 y
G/N = (5. En particular, G es resoluble y tenemos la parametrizacién
Unica

G={aV:i<2j<3}
con |b| = 3y 2||a|. Por tanto |a| =6 o |a| = 2. Si |a] = 6 tenemos que
G es ciclico y por tanto G = Cy. Si |a| = 2, sélo nos queda ver cudnto
es a 'ba. Como N = (b) es normal en GG, tenemos que en principio las
posibilidades

a tha = e a tha=10b a tha = b L.

La primera no es posible, y la segunda daria que G es abeliano, luego
quedaria de nuevo Cg. Asi, la tinica posible es a~*ba = b~!. Luego
queda un so6lo grupo posible no abeliano, y como ya tenemos D3, debe

de ser ese grupo.
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2. RESTRICCIONES EN LA MULTIPLICACION

De los cuatro puntos de la seccion anterior, el que apenas hemos
tratado por ahora es el 3. La idea es que sabemos que para todo g € G,
cy(x) = g7'zg es un automorfismo de G. Pero ademds, si N es normal
en (G tenemos que su restriccion a N es un automorfismo de N. Pero
ademas, si |g| = d, entonces

c(gl(n):cgocgo...ocg(n):g_dngd:n Vne N

luego el orden de ¢, en Aut(NN) debe dividir a d. Podemos resumir esto
como

Lema 2.1. Sea N < G. Para todo g € G de orden d, tenemos que
cy € Aut(N) y el orden de ¢, divide a d, por lo que |c,| divide a d y a

| Aut(N)|.
Para poder usar este resultado, veamos que
Lema 2.2. Tenemos que Aut(C,) = Z).

Demostracion. Tenemos que cualquier isomorfismo de C,, en C,, debe
enviar el generado gar/, a otro generador Gapijn> €S decir, que j debe
ser coprimo con n. Si llamamos f; al automorfimo que hace eso, vemos
que f; — 7 nos da el ismorfismo del enunciado, ya que

fi© Fi(Gam/n) = Gopijn = Fij(Gom/m)-
U

[

También vamos a usar que Z; es ciclico si p es primo, es decir Z; =
C,_1. Por un ejercicio del tema A2, esto equivale a ver que 2™ = 1 tiene
como mucho m soluciones x € Z; para todo m| | |Z;|. La cuestién
es que en los polinomios Z,[z] tenemos un algoritmo de la divisién
exactamente igual que en C[z], y por dicho algoritmo es inmediato ver
que cualquier polinomio de grado m tiene a lo sumo m soluciones.

3. ORDEN 2p

Veamos cémo usar el esquema descrito en el apartado anterior para
clasificar los grupos de orden 2p, con p primo p > 2. Ya conocemos dos
grupos distintos de dicho orden, Cs, y D,. Veamos que son los tnicos.

Vamos a hacerlo en el caso |G| = 2 x5 = 10 para verlo mas claro
y luego vemos que el mismo esquema funciona en general. Por Sylow
tenemos un subgrupo H de orden 5, y por la accién en el cociente un
homomorfismo G — S,, y como 10 t 2 vemos que debe tener un nicleo
no trivial, luego N = H es un subgrupo normal.
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Ahora, G/N = Cy y N = Cj. Por tanto, G es resoluble y se puede
parametrizar de forma tnica como

G=1{a'V:i<2,j<5}

con |b| =5, N = (b) y 2| |a|]. De nuevo el caso |a|] = 10 da lugar a
G = Cp, luego asumimos que |a| = 2.

Ahora, queremos ver que posibles ds hay para a'ba = b%. Usamos
que n — a 'na debe ser un automorfismo de N de orden que divide
a 2. Si su orden es 1, tendriamos a~'ba = b, luego G seria abeliano,
G = Cp. Si es de orden 2, como Aut(N) = Z:, y la unica solucién de
> =1 en Z es x = %1, tenemos que a 'ba = b~'. Esto nos da un
sélo grupo no abeliano, que debe ser por tanto Ds.

Si repasamos los pasos, vemos que funcionan exactamente igual en
el caso de orden 2p. Luego los grupos de orden 2p son Cs, y D,.

4. ORDEN ¢p

Vamos a seguir las mismas ideas que en el apartado anterior para
grupos de orden gp con 2 < ¢ < p. Comencemos por el caso mas
sencillo, el de grupos de orden 3 x5 = 15. Si |G| = 15, por Sylow tiene
un subgrupo H de orden 5. Por la accién en el cociente tenemos un
homomorfismo G — S3 y como 151 6 vemos que da un nicleo N < H
no trivial, luego H = N es normal. Por tanto N = C5 y G/N = (s,
luego

G={a'V:i<3,j<5}
con |b| =5, N = (b), y 3| |a|]. De nuevo si |a] = 15 tenemos que
G = C15 luego asumimos que |a| = 3. Sélo queda ver los posibles ds en
a"tba = b?.

Como n — a 'na estd en Aut(N) = ZZ que es de orden 4, tenemos
que su orden debe dividir a 4 y a 3 = |a|, luego sélo puede ser 1. Pero
entonces a”'ba = b que da que G es abeliano luego G = C}s.

Asi, el tinico grupo de orden 15 es Cy5. Como |Z;| = p — 1, vemos
que el mismo argumento funciona siempre que ¢ 1 p — 1. En estos casos
el tnico grupo de orden gp es Cy,.

Vamos a tratar el caso ¢ | p — 1. La primera vez que ocurre es para
orden 3% 7 = 21. Veamos que en estos casos conocemos algin grupo no
abeliano de dicho orden. |GL(2,7Z,)| = (p—1)*p(p+1), y qp | (p—1)p,
luego podria ser que lo encontremos entre sus subgrupos. De hecho, si
miramos al subgrupo contenido en las triangulares superiores

r X
Aff(Z,) :{(0 ?{) Lx € L,y € Ly}
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vemos que tiene orden (p — 1)p. Tenemos que

T1 To Y2\  [T1X2 Y1+ T1Yo
0 1 0o 1) 0 1

luego vemos que es un grupo no abeliano, y ademas que si restringimos
r € Z, a un subgrupo cualquiera de J < Z;, obtenemos un subgrupo
de Aff(Z,) de orden |J|p | (p — 1)p. En nuestro caso, si tomamos

AfF,(Z,) = {(g 1{) La,y € Ly, at =1} < Af(Z,).

vemos que es un grupo de orden ¢p. Le llamamos Aff(Z,) porque
es claramente isomorfo al grupo de transformaciones afines biyectivas
Ly, — Ly, es decir

Af(Zy) = {fap :a € Z),b € Ly}

con f,4(2) = az + b. En nuestro caso de grupos de orden 3 * 7 = 21,
vemos que

1,3,3; y € 7).

Aff3(Z7) = {(“"5 g) L

Vamos a ver que los tnicos grupos de orden 21 son Cy; y Aff5(Z7). Si
|G| = 21 entonces por Sylow tenemos un subgrupo H de orden 7, que
la accién en el cociente G/H da un homomorfismo G — S3, y como
21 1 6 tenemos que N = H es el nucleo, luego es normal. Por tanto,

N =C7y G/N = (s, lo que da
G={aV:i<3,j<T7}

con |b| =7, N = (b) y 3| |al. Como antes, sélo el caso |a| = 3 da lugar
a grupos no abelianos. Asi, queremos ver qué posibilidades hay para
a~'ba = b¢. Como debe corresponder a un elemento de Aut(N) = ZF
que sea de orden 3 (ya que uno de orden uno corresponde de nuevo a G
abeliano), entonces las tnicas posibilidades son a~'ba = * y a~'ba =
b*, ya que 2 y 4 son los elemento de orden 3 de Z5. Asi, vemos que
aparentemente hay dos grupos no abelianos.

Pero si nos fijamos en Aff3(Z;), vemos que podemos elegir como
generadores

(20 (11 1 4
a= (6 T) b= (6 T) con a ‘ba=b
O — — R
(4 0 (11 1, 2
a= (ﬁ T) b= (5 T> con a ba=b
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y como en cualquier caso |a| = 3y |b] = 7, tenemos que ambas posibi-
lidades corresponden en realidad al mismo grupo, Affs(Z;).

Repitiendo este procecidimiento en el caso general de un grupo de
orden gp con ¢ | p — 1, se puede ver a~'ba = b? con d un elemento de
cualquiera de orden ¢ en Z;. Aunque haya g — 1 posibilidades, todas
vienen de elegir diferentes generadores

(a0 11 g
a—(ﬁ T) b_(ﬁ T) que cumple a “ba = b",

de Aff,(Z,), luego todas corresponden al mismo grupo. Asi, en el caso
q | p— 1 s6lo hay dos grupos de orden gp, C,, v Aff,(Z,).

5. ORDENES PEQUENOS: ORDEN &

Vamos a ver cémo clasificar otros casos de érdenes pequenos con las
mismas ideas. Si |G| = p? ya sabemos que como su centro es no trivial,
debe ser abeliano, luego isomorfo a Cp2 o C), x C,,. Con esto y los casos
Py qp que hemos visto ya, cubrimos la mayoria de grupos de orden
pequeno.

El primero que no cubrimos es el de orden 8. Aparte de los abelia-
nos Cg, Cy x Co, C3, conocemos dos grupos no abelianos de orden 8:
Dy y O(2,Zs). Este tltimo no es isomorfo a D4 porque el nimero de
elementos de orden 2 en ambos grupos varia; es isomorfo al grupo de
cuaterniones.

Si |G| = 8 no abeliano, veamos que siempre tiene un elemento de

orden 4. Si no fuera asi, todos serfan de orden 2, es decir 7! = x para

todox € G.Sia' =a, b7 =by (ab)~! = ab, como (ab) ' =b"la"! =
ba, tendriamos que ab = ba, luego G seria abeliano.

Asi, existe un elemento b de orden 4 en G. Mirando al subgrupo N
que genera, debe ser normal porque es de indice 2. Asi, tenemos que

G={a't’ :i<2,j<4},
con |b|] = 4. Ademés, a~'ba debe ser un elemento de (b) de orden
igual que b, y para que sea no GG no abeliano la tnica posibilidad es
atba = b7l
Ademds, a debe tener orden 2 o 4 (si fuera 8 el grupo serfa abeliano).

Esto da lugar a dos posibles grupos. Como tenemos dos grupos no
isomorfos y no abelianos, Dy y O(2,Z3), deben ser ellos.

6. ORDEN 12

Tenemos dos grupos abelianos de orden 12, Ci5 v Cg x Cy. En el
caso no abeliano, conocemos los grupos Dg y A4, que son no isomorfos
porque A, no tiene elementos de orden 6. Si observamos los grupos
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de matrices, vemos que podemos encontrar otro subgrupo, parecido al
que vimos para orden gp. Tenemos que Aff(Z;5) tiene orden |Z;5|15 =
815 = 2x4x3x5, multiplo de 12, y podemos observar que el subgrupo

tiene orden 12, y no es isomorfo a Dg o A4 porque tiene elementos de
orden 4.

Vamos a ver que esos son todos los grupos de orden 12. Si |G| = 12,
entonces por Sylow tenemos un subgrupo H de orden 3. Por la accién
en el cociente tenemos un homomorfismo de G — S;. Pero ahora |G| =
12 | 24 = |Sy4], asi que podria ser un encaje. Pero si es un encaje, G
serfa isomorfo a un subgrupo de orden 12 de Sy, y el Unico subgrupo
de orden 12 de Sy es A4, asi que en ese caso G = Ay.

Eso nos deja con el caso en que el homomorfismo G — S, anterior
no es un encaje. En ese caso N = H debe ser el nicleo, por lo que N
es normal de orden 3, luego N = C3 y |G/N| = 4, luego G/N = C, o
G/N = Cy x Cy. En el primer caso

G={a't’:i<4,b<3}

con |b| =3, N =(b) y 4] |al. Si|a|] = 12 estarfamos en el caso ciclico,
asi que podemos asumir |a| = 4. Sélo nos quedan ver los posibles ds en
a"'ba = b?. Como conjugacién por a debe ser un automorfimo de N de
orden 2 o 4 (para que no dé el abeliano), y Aut(/N) = Z3 tiene orden
2, entonces debe tener orden 2 y el Unico posible es el correspondiente
a —1 € Z%, que da a~*ba = b~!. Por tanto, sélo hay un posible grupo
de este tipo, que debe ser Affy 5(Z15).

En el segundo caso, G/N = Cy x Cy. En este caso, vamos a ver que
siempre podemos encontrar un subgrupo ciclico M de orden 6, luego
normal en G. Usando dicho subgrupo M = Cq, G/M = Cy, es posible
ver, como Zg = {1, —1}, que sélo hay una posibilidad no abeliana para
G, que debe ser por tanto Dg. Como G/N = Cy x Cy, tenemos la
parametrizacion

G={a'Vc":i,j<2k<3}
con |¢| = 3, N = (c). Tenemos que a 'caesigualacoc™!. Sia tca = c,
tenemos que a conmuta con ¢ y por tanto (a,c) = Cg luego hemos
acabado. Si b~!cb = ¢ ocurre lo mismo. Por tanto, podemos asumir
a~tca = c 1y b~teb = ¢t Pero entonces b~ ta"tcab = ¢, luego (ab, c) =
Cs.
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7. OTROS CASOS DE ORDEN PEQUENO

De la misma forma, es posible ver que sélo hay a lo sumo 3 grupos
no abelianos de orden 20. Tenemos dos ejemplos distintos, que son Ds
y Aff(Zs). De hecho podemos encontrar un tercer ejemplo buscando en
SL(2,Zs), que es de orden 4 x 5 x 6, miltiplo de 20. Dicho ejemplo es

ST(2,Z5) = {(g x:li1> T E Zg,y S Z5}

el subgrupo de matrices triangulares de SL(2,Zs). Asi que estos son
todos los grupos no abelianos de orden 20.

[gualmente, se puede ver que sélo hay a lo sumo 3 grupos no abelianos
de orden 18. Tenemos Dy y D3 x C3 y podemos encontrar otro de
matrices,

+1 0 =z
T3,Zs)={[ 0 £1 y| :z,y€Zs} < Aff(Z3)
0 0 1

luego estos seran los tinicos.

8. LISTA DE GRUPOS DE ORDEN PEQUENO

n | Grupos de orden n n | Grupos de orden n
1|1d 14 | C4, D7
2| Cy 15 | Cis
3 Cg 16 016,08XCQ,CE,CALXCQQ,CS,D&...
4 C4, 02 X CQ 17 017
5 05 18 Clg, Cﬁ X 03, Dg, D3 X Cg, T(3, Z3)
6 Ca, Ds 19| Cig
7 07 20 020, 010 X OQ, DIO, ST(Z5>, AH(Z5)
8 08704 X CQ,OS,D4,O(2,Z3) 21 Cgl,Aﬁg(Z7)
9 Cg, 03 X 03 22 022, D11
10 Clg, D5 23 C(23
11 Cll 24 024,012 X 02,D12,5’4,SL(2,Z3)
12 | Cia,Cs x Cy, D¢, Ag, Affy 3(Z15) 25| Cos,C5 x Cs
13 Clg 26 C'267 D13
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