CLASIFICACION DE GRUPOS ABELIANOS

1. PARAMETRIZACIONES DE ABELIANOS

En el tema A2 vimos que todo grupo abeliano finito puede parame-

trizarse como

G=A{gt"...qF i, <d;} (%)
con g; generadores de G y d; = |g;|. El problema de dicha parametri-
zacion era que algunos elementos podrian estar repetidos. Vimos que
la parametrizacion de resolubles evitaba parcialmente dicho problema,
pero a cambio de tener que elegir d; distinto de |g;]|.

Vamos a ver que es posible evitar también dicha pega, es decir, que
siempre es posible elegir generadores de forma que la expresion (k) sea
unica. Eso implica que |G| = dids . . . dy, y que la multiplicacién es muy
sencilla:

r1+s1 Tk+Sk .

(g1 ) ot git) =91 g
con r; + s; < d; el residuo de r; + s; mddulo d;.
De hecho, si esto es asi, tendriamos que G es isomorfo al grupo

Lg, X Lgy X ... X ZLg,
por el homomorfismo
(gil’g?’ T 79;:) = (Eag7 ce 7%)
y habriamos comprobado que todo grupo abeliano finito es isomorfo a

un producto de ciclicos. En el curso de la demostracion también veremos
que esta expresion como producto es esencialmente tnica.

2. CLASIFICACION COMO PRODUCTO DE CICLICOS

Comencemos por demostrar un lema sobre 6rdenes de elemento de
un grupo abeliano que es de interés por si mismo.

Lema 2.1 (Orden maximal). Sea G un grupo abelianos finito. Sea a
un elemento de orden mdaximo d en G. Se cumple que todo elemento de
G tiene orden divisor de d.

Demostracion. Supongamos que no es asi, y que por tanto existe un
elemento by de orden no divisor de d. Asi, |by| = mp con p t d, p primo.
Pero entonces b = b™ tiene orden p. Podemos comprobar que ab tiene

orden dp, lo que da una contradiccién. U
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Con este resultado es sencillo demostrar la unicidad de como pro-
ducto de ciclicos en el siguiente sentido

Lema 2.2 (Unicidad producto de ciclicos). Si
G=Cg xCgyx...xCq ZChy X Cpy X ... xChy,

con d; > 1 maultiplo de d; 1 y m; > 1 maultiplo de m; 1 para todo i,
entonces | = k y m; = d; para todo i.

Demostracion. Supongamos que las dos factorizaciones son distintas.
Entonces, tomemos el primer factor distinto, digamos d; > m;, d; = m;
para todo ¢ < j. En ese caso, tenemos

G2HxK=>~HxxK'

con H el producto de los primeros j — 1 factores, K = Cy, X ..., K' =
C’m]. X .... Pero miremos ahora a los elementos de orden d; en G. Por
la segunda factorizacién tenemos que sélo estan los de la forma (h, k),
con h un elemento de orden d; de H, y k cualquier elemento de K. Por
la primera factorizacién, ademas de esos, tendriamos (1,g), con g el
generador de Cy, x1...x1. Asi, vemos que por la segunda factorizacién

habria més elementos de orden d;, lo que es una contradiccion.
O

Ahora vamos con el resultado principal

Lema 2.3 (Clasificacién de abelianos como productos de ciclicos). To-
do grupo G abeliano finito es isomorfo a un grupo

Cdl XCd2 X .. xCdk
con d;y divisor de d; para todo v > 1.

Demostracion. Lo vamos a demostrar por induccién en el tamano de G.
Podemos suponer que G no es ciclico. Tomamos a un elemento de orden
méximo en G, y consideramos el grupo cociente G//(a). Por induccidn,
tenemos que se cumple (*) para este grupo, es decir

con d; multiplo de d;;;, donde dicha expresion es unica. Esa parame-
trizacion en G/(a) implica que

G={dg" .. g i<di;j<dj}. (%%
con g; cualquier elemento en la clase de g;. Vamos a ver que para
cualquier T € G/(a) de orden s se cumple que s | d y que es posible

encontrar £ € GG en la clase de = tal que 7° = e. Escogiendo dichos g;
nos da que (%) es la parametrizaciéon que buscdbamos.
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Como 7° = €, tenemos que el orden de z es un multiplo de s y
por tanto s | d. Entonces, de Z° = € deducimos que z* = a***" con
0 <7 < s,luego (xra™)* = a”. Elevando por d/s tenemos que e = a’%*,
que implica r = 0, luego concluimos que (za=*)® = e y por tanto
T = za* funciona. Asi, vemos que (x*) es la parametrizacién que

buscabamos para G.
O

En la practica, si a,b son coprimos se tiene que C,, = C, x Cy,
por lo que la factorizacién en ciclicos se puede transformar en una
factorizacién por primos:

G = HCpa1 XCthQ X ... XCpakp
p||G]|

con «; > ;1. Dicha factorizacion vuelve a ser unica. Por ejemplo,
podemos escribir los grupos abelianos de orden 360 = 8 x 9 x 5 como

Cs x Cy x C5,04 x Oy x Cy x Cs,C3 x Cy x Cs,
Cg x CF x C5,Cy x Cy x O x C5,C3 x O x Cs.
Sin usar la factorizaciéon en primos, dichos grupos serian
Cs60, C1g0 X C2, Cgp X Cg X Cy,
Chao X C3, Cgo X Cg, C39 x Cg x Ch.
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