Capitulo 8

Grafos

8.1.

. Qué es un grafo?

Los grafos, los objetos que estudiaremos en éste y los siguientes capitulos, resultan ser

extremadamente tiles para analizar problemas muy diversos como, por ejemplo, los siguien-

tes:

1.

Problemas de asignacién de tareas: tenemos un conjunto de trabajadores y otro de
tareas y la informacién de para qué tareas estd preparado cada trabajador y buscamos
una asignacion de tareas (a cada trabajader; una tarea distinta para la que esté prepa-
rado) de forma que consigamos.ocupar al mayor nimero de trabajadores posible.

Construccion de redes: tenemos una serie de ciudades que queremos conectar me-
diante un oleoducto; un estudio de ingenieria previo nos permite conocer el precio de
cada conexién. Se'trata de conectar todas las ciudades con el menor coste posible.

Problema de horarios: en una cierta licenciatura de una Universidad se deben im-
partir 10 asignaturas, y no se pueden programar a la misma hora dos asignaturas si
hay algiin alumno matriculado en ambas. Lo que se busca es minimizar el nimero de
horas necesario para programar todas las asignaturas salvando esa dificultad; o bien
determinar cudles son los posibles horarios si el nimero de horas disponible es fijo.

Los grafos son, como veremos, un lenguaje, una notacién, que
permite representar relaciones binarias —es decir, entre pa-
res de objetos— en un conjunto (recordemos la seccién 3.5).
De una manera informal, podriamos decir que un grafo es
una coleccion de vértices y de aristas que unen estos vérti-

ces. Los vértices los dibujaremos como puntos del plano, y las aristas seran lineas que unen
estos puntos. Vayamos con las definiciones formales:

Definicién 8.1 Un grafo G es un conjunto no vacio V (de vértices) y un conjunto A (de
aristas) extraido de la coleccion de subconjuntos de dos elementos de V. Una arista de G es,
pues, un subconjunto {a,b}, con a,b €V, a#b.
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556 CAPITULO 8. GRAFOS

Para ser precisos, deberiamos decir que esta definicién se refiere a lo que se conoce como
un grafo simple y sin lazos. En la subseccién 8.1.1 presentaremos varias generalizaciones
de este concepto, que resultaran muy utiles para otras cuestiones. Mientras no se diga lo
contrario, cuando hablemos de un grafo siempre estaremos refiriéndonos a este caso sencillo.
Por supuesto, diremos que dos grafos son iguales si tienen el mismo conjunto de vértices y la
misma coleccién de aristas. Nombraremos un grafo G mediante G = (V, A). /A wveces, cuando
manejemos varios grafos a la vez, utilizaremos simbolos como V(G) y-A(G) para recordar a
qué grafo corresponden los conjuntos de vértices y aristas a las que nos estamos refiriendo.

EJEMPLO 8.1.1  Traducimos al lenguaje de grafos los problemas enunciados anteriormente:

1. El problema de la asignaciéon de tareas tiene una traducecién inmediata: los vértices
estaran etiquetados con los nombres de los trabajadores y de las tareas (en este tipo de
problemas, generalmente se dibujan los vértices correspondientes a las tareas a un lado
y los correspondientes a los trabajadores, @ otro)..Y dibujaremos una arista entre un
vértice que represente a un trabajador y otro que represente a una tarea si efectivamente
el trabajador esta preparado para realizar dicha tarea.

2. Para el problema de la construccién de la red, las ciudades seran los vértices y las
conexiones, las aristas. Y, por supuesto, lo que buscaremos sera unir todos los vértices
con el menor nimero posible de aristas y de manera que la red resultante sea lo mas
barata posible.

3. En el problema de horarios, representaremos las asignaturas con los vértices y las in-
compatibilidades entre asignaturas, con aristas. Para abordar el problema, atin nos falta
ver un ingrediente: como se colorea un grafo. En este caso, los colores seran las horas
de que dispongamos: Pero esto lo veremos mas adelante. &

EJEMPLO 8.1.2 Consideremos un conjunto de vértices V= {1,2,3}. Construyamos algunos
grafos distintos con ese conjunto de vértices.

Los subconjuntos de dos elementos de V' son {1,2}, {1,3} y {2,3}. Dos elecciones distintas
de conjunto de aristas son A; = {{1,2},{2,3}} y A2 = {{1,2}}, que dan lugar a los grafos
G1 y G5 que dibujamos a continuacién:

2 2
o

&

En muchas ocasiones, conviene considerar grafos que estan incluidos “dentro” de otros.
Dado un grafo G = (V, A), formamos un subgrafo H = (V' A’) de G seleccionando algunos
de los vértices de G (esto es, V' C V). Y, de las aristas que unieran vértices del conjunto V'
en el grafo original G, nos quedamos con algunas de ellas (o todas)?.

"Hay que ser cuidadosos con esto: si nos limitdramos a pedir que H contuviera a algunos de los vértices y
algunas de las aristas de G, podriamos llegar a situaciones sin sentido como incluir una arista pero no alguno
de sus vértices (no serfa un grafo verdadero)
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8.1. ;Qué es un grafo? 557

Un par de subgrafos que seran especialmente relevantes son los siguientes:

= Dados un par de grafos H y G, diremos que H es un subgrafo abarcador? de G si
H es un subgrafo de G y, ademds, V(H) = V(G). Es decir, si H contiene a todos los
vértices de G.

» Diremos que H es un subgrafo inducido de G para un conjunto de vértices V' C V(G)
si se cumple, por un lado, que V(H) = V'. Y, por otro, que siv,w € V'y {v,w} € A(G),
entonces {v,w} € A(H).

Es decir, H tiene como conjunto de vértices a un cierto subconjunto V'’ de los vértices

de GG; y como conjunto de aristas, a todas aquéllas de G cuyos extremos sean vértices
de V.

EiempLO 8.1.3 Consideremos el siguiente grafo G

2 G

5 4

El conjunto de vértices de G es V(G) = {1,2,3,4,5}, mientras que el de las aristas es
AG) = {{1,2},{2,3},{2,4},{2,5}; {3,4},{3,5}}. Los siguientes cuatro grafos son subgrafos

de G:
o H 2 H 2 Hj 2 Hy
TN NN
5 4 5 4 5 4 4
Los grafos Hi'y Hy son, ademds, subgrafos abarcadores de G' (porque incluyen a todos

los vértices de ). El grafo Hs es el subgrafo inducido de G para los vértices {2,3,4,5}.
Y el grafo Hy, para los vértices {2,3,4}. Por el contrario, los dos siguientes grafos no son

subgrafos de G:
2 Hs 2 Hg
5 4 5 4

El grafo Hs, porque incluye una arista, la {1,5} que no estaba en G. Y el Hg, porque su
conjunto de vértices no es un subconjunto del de G. &

2El ejemplo mas relevante de subgrafo abarcador lo encontraremos cuando hablemos de drboles abarcadores,
seccion 9.3.
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Contemos ahora cuantas elecciones distintas de conjunto de aristas podemos tener si el
conjunto de vértices tiene tamano n. Digamos que V' = {1,2,...,n}: jcudntos grafos distintos
podremos construir que tengan a V' como conjunto de vértices? Primero, evaluamos cuantos
“candidatos” tenemos para ser aristas:

n
#{subconjuntos de tamano 2 extraidos de {1,... ,n}} = (2>
Todo lo que queda es escoger unas cuantas aristas de entre estos candidatos; asi que el niimero
de grafos distintos con vértices {1,2,...,n} es

#{subconjuntos extraidos de {1, ey (g)} } ~9(3).

Por cierto, un nimero gigantesco, en cuanto n sea grande. Ya en el caso en que haya siete
vértices, tendremos

2(2) = 221 — 2097152 grafos distintos.

Hemos contado aqui el nimero de grafos distintos con n vértices. La eleccion de los simbolos
{1,...,n} pararepresentar los vértices es comoda, y la haremos habitualmente, pero el cdlculo
seria valido para cualquier otra eleccion de n simbolos para los vértices. En lo que sigue, los
simbolo, u,v,w ... representaran, generalmente, a vértices. Las aristas serdn a o quizas e (del
inglés edge).

En la representacién grafica habitual, para saber de qué grafo se trata, tendremos que
etiquetar los vértices. Pero, para muchas cuestiones, las etiquetas que se utilicen son irrele-
vantes. En la subseccion 8.1.2 introduciremos un concepto, la isomorfia de grafos, que recoge
esta idea.

8.1.1. Matrices asociadas a un grafo. Grado de un vértice

Una forma muy 1til de representar un grafo G = (V, A) es mediante su matriz de
vecindades (o'matriz de adyacencia). La idea, andloga a la que ya usamos en la seccién 3.5
dedicada a las relaciones, es formar una matriz de ceros y unos. Si el conjunto de vértices es

V = {uvy,...,0,}, el grafo se puede describir mediante una matriz n x n:
vy | v U3 || Un
vi | 0] 110 ] -] 1
v | 1O [ 1| ---]1
vs | 0|1 10]---]0
vy | 110 ]---|0

En la posicién (v;,vj) pondremos un 1 si {v;,v;} € A, y un 0 en caso contrario. La matriz
tendré ceros en la diagonal (porque no permitimos lazos) y serd simétrica: si en la posicién
(vi,v;) aparece un 1 es porque {v;,v;} € Ay por tanto en la posicién (v;,v;) deberd aparecer
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8.1. ;Qué es un grafo? 559

también un 1. Asi que un grafo G simple y sin lazos con n vértices es exactamente lo
mismo que una matriz n X n simétrica de ceros y unos con ceros en la diagonal.

Esta identificacion es muy importante. Para muchos de las cuestiones que trataremos en
lo sucesivo, bastara considerar el dibujo asociado al grafo. Pero, como veremos, el de los grafos
es un lenguaje especialmente disenado para un uso algoritmico, algoritmos que requeriran la
intervencién del ordenador. Y para un ordenador, por supuesto, un grafo esuna matriz de
ceros y unos. Conviene tener esto en mente en los argumentos que desarrollemos.

Algunas de las generalizaciones del concepto de grafo que prometiamos anteriormente se
pueden describir también en el lenguaje de las matrices:

= Por ejemplo, si permitiéramos lazos, esto es, aristas cuyos dos vértices sean el mismo,
estarfamos considerando, simplemente, matrices (cuadradas) simétricas de ceros y unos
(con, posiblemente, unos en la diagonal).

= Pero también podriamos permitir que hubiera aristas multiples (por ejemplo, dos vérti-
ces conectados por dos o més aristas); en este-caso hablaremos de multigrafos. En
términos matriciales, un multigrafo seria una matriz simétrica cuyas entradas son ceros
o numeros naturales: en la diagonal irian ceros si-no permitiéramos lazos.

= Otra posibilidad, que estudiaremos con detalle en la subseccién 8.1.6, es la de dar
orientacion a las aristas. En los grafos dirigidos o digrafos, las entradas de la matriz
siguen siendo ceros y unos, pero ésta ya no necesariamente simétrica.

= Por dltimo, a veces conviene considerar la posibilidad de asociar a cada arista e de un
grafo un nimero real, su peso, p(e). Pensemos, por ejemplo, en una red de carreteras,
en la que cada tramo tiene-asociado su longitud en kilémetros. En este caso, hablaremos
de un grafo con pesos (o grafo ponderado). La matriz de un tal grafo con pesos seria
simétrica, y sus entradas serfan los pesos de cada arista. En la seccién 8.7 considerare-
mos grafos dirigidos con pesos; las matrices de vecindades asociadas ya no serian
necesariamente simétricas, y sus entradas serian los pesos correspondientes.

Pero insistimos en que en lo sucesivo, mientras no se diga lo contrario, todos los grafos a los
que nos referiremos seran simples y sin lazos. Un concepto fundamental en un grafo es el de
grado de un vértice:

Definicién 8.2 Dado un grafo G = (V, A), diremos que dos vértices v,w € V son vecinos
si {v,w} € A. El grado de un vértice es el nimero de vecinos que tiene en el grafo,

grado de v = gr(v) = #{w eV : {v,w} € A(G)}.

Si el grado de un vértice es 0, diremos que es un vértice aislado. En la matriz de vecindades,
para determinar el grado de un vértice v, basta sumar los unos que aparezcan en su fila. A
la lista de los grados de los vértices de un grafo G la llamaremos la sucesion de grados:

(g7(v1), gr(v2), -, gr(vn)) -

Por convenio, se suele escribir esta lista con los valores ordenados de menor a mayor.

(version preliminar 24 de noviembre de 2003)



560 CAPITULO 8. GRAFOS

Pero no toda lista de n niimeros > 0 se corresponde con la sucesion de grados de un grafo
con n vértices. Por ejemplo, se tiene la siguiente restriccion:

Lema 8.1 En un grafo G = (V, A)
> gr(v) =2l4].
veV

DEMOSTRACION. El resultado es casi obvio, pues cada arista involucra a dos vértices. Una
prueba rigurosa requiere invocar a otra matriz asociada a un grafo, la matriz de incidencia:

Ul | V2 (U3 || Un

ap | 1| 1]0]---|0

a | 110 |1 ]---1.0

az | 0| 1] 0. ]--0

am | 0| 1|10 |1
Las columnas estédn etiquetadas con los vértices {v1,...,v,}, vy las filas, con las aristas
{a1,...,am}. En la posicion (a;,v;) colocaremos un 1 si el vértice v; es extremo de la arista

a;; y un 0 en caso contrario. Apliquemos ahora un argumento de doble conteo. En la fila
etiquetada por la arista a; apareceran sélo dos unos (sus dos extremos); lo mismo ocurre
con el resto de las filas. Asi que, sumando por filas, obtenemos 2m = 2|A|. Al hacerlo por
columnas, observamos que la columna correspondiente al vértice v; contendra tantos unos
como vecinos tenga este vértice: su suma valdrd justamente gr(v;). Sumando los resultados
de todas las columnas, obtenemos lo que buscabamos. |

Un par de caracteristicas importantes en un grafo son las siguientes:

Definicién 8.3 Llamaremos minimo grado y mdximo grado de un grafo a los numeros

0(G) = mi A(G) = ma :
(G) = min {or()} y (G) = mix {gr(v)}
Si los dos niimeros coinciden, por ejemplo en el valor k, entonces todos los vértices del grafo
tendran grado k,y hablaremos de un grafo k-regular.

8.1.2. Isomorfismo de grafos

Observemos los dos grafos que aparecen dibujados a 1 2 1 4
la derecha. En ambos casos, el conjunto de vértices es
{1,2,3,4}. Pero son grafos distintos: en un caso, el con-
junto de aristas es {{1,2},{2,3},{3,4},{4,1}}, mien-
tras que en el otro es {{1,2},{1,3},{2,4},{3,4}}. Atun
siendo distintos, estos dos grafos contienen, en cierto 4 3 2 3
sentido, la misma informacién (un simple cambio de
nombres transforma uno en el otro). En ambos casos, hablarfamos del “grafo del cuadra-
do”. Esta idea es la que pretendemos desarrollar en esta subseccion.
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8.1. ;Qué es un grafo? 561

Definicién 8.4 Sean G y G’ dos grafos, con conjuntos de vértices y aristas (V, A) y (V' A'),
respectivamente. Decimos que una aplicacion biyectiva ¢ : V. — V' es un isomorfismo de
grafos si:

{v,w} € A = {p(v),p(w)} € A".

Es decir, si ¢ conserva las relaciones de vecindad entre vértices.

Dos grafos se dirdn isomorfos si existe una aplicacion biyectiva entre sus conjuntos de
vértices (un cambio de nombres, de etiquetas) que conserve las relaciones de wecindad: si dos
vértices son vecinos con el primer conjunto de etiquetas, tendrdn que sequir siéndolo con el
sequndo.

En el caso de los dos grafos con los que abriamos esta subseccién, el lector podra comprobar
que la aplicacién ¢ : {1,2,3,4} — {1,2,3,4} dada per ¢(1) = 1, ¢(2) = 4, ¢(3) = 2 y
¢(4) = 3 es un isomorfismo entre los dos grafos.

No es facil, en general, decidir si dos grafos son iso- 9
morfos o no. En los casos sencillos, si los dos grafos . ¢ b
son isomorfos, se puede encontrar la biyeccion “a-0jo”. 1
iSobre todo si el dibujo nos ayuda! Los dos grafos que
aparecen a la derecha también son isomorfos, pese a que
la manera de dibujarlos no parezca indicarlo. Una ma-
nera de comprobar si dos grafos son isomorfos (que, por
supuesto, habréan de tener el mismo nimero de vértices, digamos n), seria comprobar si al-
guna de las n! aplicaciones biyectivas entre los conjuntos de vértices respectivos cumple las
propiedades necesarias para'ser un isomorfismo entre los dos grafos. Pero éste, desde luego,
no es un procedimiento razonable si n es grande.

c
4

Sin embargo, para decidir que dos grafos no son isomorfos contamos con ciertas propie-
dades de un grafo que se han de conservar por isomorfismos:

1. Ambos grafos han de tener el mismo nimero de vértices (si no lo tienen, no podremos
construir una aplicacién biyectiva entre los conjuntos de vértices).

2. Cada vértice ha de mantener sus relaciones de vecindad. En particular, si G = (V, A)
y G' = (V' A") son dos grafos isomorfos mediante ¢, entonces, para cada v € V:

gr(v) = gr((v)).

Si, por ejemplo, en un grafo tenemos un vértice de grado 7 y en el otro no, no podran
ser isomorfos.

3. Con mas generalidad, si dos grafos son isomorfos, entonces han de tener la misma
sucesion de grados. Sin embargo, el que dos grafos tengan la misma sucesiéon de grados
no garantiza que sean isomorfos, como muestra el ejemplo 8.1.4.

4. La sucesiéon de grados ha de conservarse, y como sabemos que en todo grafo la suma
de los grados coincide con (dos veces) el numero de arista, deducimos que dos grafos
isomorfos han de tener el mismo nimero de aristas.

(version preliminar 24 de noviembre de 2003)
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EJjempPLO 8.1.4 Consideremos los dos grafos siguientes (nos olvidamos de las etiquetas de

los vértices):

Ambos grafos tienen seis vértices, cinco aristas y su sucesién de grados.es (1,1;1,2,2,3). Sin
embargo, no son isomorfos pues, por ejemplo, el vértice de grado 3 es, en un caso, vecino de
dos de grado 1 y de uno de grado 2; y en el otro, de uno de grado 1 y de dos de grado 2. &

Hay otras propiedades que son conservadas bajo isomorfismos (todas las relacionadas con
vecindades); por ejemplo, el llamado cuello de un grafo, del que hablaremos en la subseccién
8.1.4. Sin embargo, no existe una caracterizacién para la isomorfia de dos grafos (una
serie de propiedades que determinen si dos grafos son o no isomorfos).

La isomorfia de dos grafos se puede interpretar también en términos de sus matrices
correspondientes. Dados dos grafos G'y G’, con matrices de vecindades M y M’, respectiva-
mente:

, . existe una permutacion tal que si la aplicamos sobre
G y G’ son isomorfos <=

las filas y columnas de M, obtenemos M’

Intentemos, al menos para los valores pequenos de n, la clasificaciéon de los grafos no
isomorfos con n vértices.

EJEMPLO 8.1.5 Clasifiquemos por clases todos los grafos distintos que podemos formar con
el conjunto de tres vértices V.= {1,2,3}.

Como hay tres posibles aristas, habra 23 = 8 grafos distintos. Vistos salvo isomorfismos,
jcuantos hay? Sin aristas, hay soélo uno. Nétese que, para esta configuracién sin aristas,
también hay un unico’grafo (al etiquetar los vértices).

O 1 o

(@] ©)

Con una arista, hay una tnica configuracion, a la que corresponden tres grafos distintos, pues
basta decidir qué vértice va solo (o qué dos comparten arista).

3 2 1
o 1 o 1 o 2 o
O\O > O\O O\O O\O
2 3 3

Con dos aristas hay, de nuevo, una tnica configuracién (un tnico grafo salvo isomorfismo),
aquél en el que los tres vértices forman una “cadena”:
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Como se senala en la figura, hay tres grafos distintos que pertenecen a esta clase, pues
basta determinar el simbolo que situamos en el vértice de grado 2; y esto lo podemos hacer
de tres formas distintas. El lector podrd comprobar que los otros tres posibles etiquetados
no producen grafos nuevos.

Por 1ltimo, con tres aristas hay uno, al que corresponde un tnico grafo:
1

3

En total, los 8 grafos distintos se engloban en cuatro clases, un grafo sin aristas, tres
grafos distintos con una arista, otros tres con dos aristas, y uno con las tres aristas. &

Pero, en general, esta clasificacién serd mas complicada (habra; por ejemplo, varios grafos
no isomorfos con el mismo nimero de aristas). Animames al lector a que intente la clasifica-
cién en los casos n =4y n =5 (hay 11 y 35 grafos ne-isomorfos con ese niumero de vértices,
respectivamente). El estudio general requiere herramientas mas complicadas que veremos en
el capitulo 14.

8.1.3. Algunos ejemplos de clases de grafos

A continuacién enumeraremos algunas clases de grafos que apareceran continuamente en
lo que sigue; conviene recordar sus nombres y caracteristicas.

Diremos que un grafo es un L,,, un grafo lineal con n vértices (n > 2) si tiene n vértices
(dos de grado 1 y el resto, si los hay, de grado 2) y es isomorfo a:

O O O O O

Otra clase de grafos muy relevante son los llamados grafos circulares con n vértices
(todos de grado 2), para'n > 3, que denotaremos por Ci;:

Cs Cy

Si un grafo con n vértices tiene todas las (g) posibles aristas, diremos que estamos ante

el grafo completo con n vértices, K,,:

VAN

K3 Ky K

En el otro extremos encontramos los grafos vacios N, con n vértices y ninguna arista.
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Una clase de grafos que tienen relevancia en diversos problemas (por ejem-
plo, en los problemas de asignacién de tareas), son los llamados grafos
bipartitos. Se trata de aquéllos en los que podemos partir el conjunto
de vértices en dos clases, de manera que no haya aristas entre vértices
de la misma clase. Un caso particular son los grafos bipartitos com-
pletos, que nombraremos como K, ;. En el dibujo de la derecha aparece
un Ky 6. Un grafo K, s consta de r + s vértices, divididos en dos clases; e
incluye las r x s aristas que van de los vértices de un tipo a los del.otro.
Obsérvese que un grafo bipartito con r vértices de un tipo y s de otro se
puede obtener del K, 5 escogiendo un subconjunto de las aristas.

El grafo del cubo, @Q,, tiene como vértices los puntos del reticulo n-dimensional de
coordenadas 0 o 1. Esto es, el conjunto de los vértices de Q),, sontodas las listas de longitud
n que podemos formar con ceros y unos. En total, pues, tiene 2" vértices. Dos vértices de @,
seran vecinos si las listas de ceros y unos que los identifican difieren en una %nica posicion.
Por tanto, todos los vértices tienen el mismo grado, n (hay n distintas maneras de variar una
posicién en una n-lista): @, es un grafo n-regular. Una simple cuenta nos permite calcular
el niimero de aristas:

o
20AQn) = Y. gr(v)=> n=n2" = |AQ.)|=n2"".

veEV(Qn) j=1

En una, dos y tres dimensiones son faciles de dibujar:

Q1
(0) (1) P
Yy
Q2 (0,1 (1,1)
S y
x
(0,0 (1,0)

Obsérvese que 1 es isomorfo a Lo, y @2, a C4. Los grafos @, pese a que los dibujos
esbozados no hagan sospecharlo, son bipartitos: observemos que la mitad de los vértices
estan etiquetados con listas de n posiciones que contienen un nimero par de ceros, y la otra
mitad, un nimero impar. Y dos listas que tienen un nimero par de ceros no pueden ser
vecinas en este grafo (e igual para las impares).
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8.1.4. Conexion en grafos

Consideremos los dos siguientes grafos:

G Go

JEn qué se diferencian? Parece claro que en el de la derecha las aristas del grafo nos permiten
“llegar” de un vértice a cualquier otro; algo que no podemos hacer en el de la izquierda. El
objetivo de esta subseccion es el de entender el concepto de “conexiéon” en grafos.

A. Paseos, caminos y semejantes

Tratamos de definir las distintas maneras de “moverse” por un grafo, de vértice a vértice,
y siguiendo las aristas.

Definicién 8.5 Un paseo en un grafo G =V, A) es una sucesion finita de vértices
T, T1, T2, ..., Ty (pueden repetirse vértices)
de forma que {xz;,xi+1} es una arista-de G, para cada it =0,1,...,r — 1.

Diremos que este paseo “conecta’ xg con xz,. La longitud del paseo serd r, que no tiene por
0 )

qué coincidir con el ntimero real de vértices visitados, pues ya hemos senalado que éstos se

pueden utilizar varias veces.

La nocién de paseo es demasiado general y, aunque seria suficiente para definir el concepto
de conexién en un grafo; conviene precisarla algo mas>:

Definicion 8.6 Algunos otros conceptos asociados con un grafo son los siguientes:
1. Un paseo xg,.<.,x, se dice que es cerrado si ro = T,.
2. Un paseo se dice que es un camino si no se repite ninguna arista.
3. A un camino cerrado se le llama un circuito.

4. Un ciclo serd un paseo xq,...,x,, conr >3 y xg = x, (cerrado) cuyos vértices sean
todos distintos (excepto el primero y el ultimo, claro).

3Los términos que utilizamos aqui, paseo, camino, etc., podrian no coincidir con los usados en otros textos.
Hemos intentado que fueran lo més descriptivos posible. Por ejemplo, en un paseo se pueden repetir aristas y
vértices; los paseos reales, a veces, consisten en ir de un sitio a otro, quizas retrocediendo, volviendo a pasar
por el mismo lugar...Un camino parece responder, mas bien, a una trayectoria en el que no recorramos dos
veces la misma senda. El nombre de ciclo esta bien establecido en la literatura.
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En realidad, un camino que conecte dos vértices en un grafo podria incluir ciclos. Observemos
que quitarlos no supone ningiin problema (nos quedamos con un camino que sigue conectando
los vértices extremos; aunque, por supuesto, la longitud del camino cambiard):

Si en un camino en el que no se repiten vértices, diremos que es un camino simple. De
la misma manera, de un camino cerrado (un circuito) siempre podemos extraer un ciclo (que
pudiera no contener a todos los vértices del circuito original):

Observemos que encontrar un ciclo econ n vértices en un grafo es lo mismo que localizar
un C, que sea subgrafo del original.

Estos nuevos conceptos nos permiten anadir criterios nuevos para decidir si dos grafos son
o no isomorfos: dados dos grafos G y G’ isomorfos mediante ¢, entonces si C' = {vg,...,v,}
es un ciclo en G, entonces G = {¢(vg),...,d(v,)} es un ciclo en G’. En particular se conser-
vard la longitud del menor ciclo que haya en el grafo:

Definicién 8.7 Si G- es un grafo, se llama cuello del grafo G al minimo* de las longitudes
de los ciclos de G.

Como deciamos, si.dos grafos G y G’ son ¢-isomorfos, entonces cuello(G) = cuello(G'). Por
ejemplo, si consideramos los grafos

\VAN

es facil ver que tienen igual nimero de vértices y de aristas y todos los vértices son de grado 3;
pero no son isomorfos, porque cuello(G) = 3, mientras que cuello(G') = 4. Pero recordemos
una vez mas que comprobar que todas estas propiedades son iguales en dos grafos no basta
para concluir que dos grafos son isomorfos. Habra que encontrar una biyeccion entre los
respectivos conjuntos de vértices que respete las relaciones de vecindad.

4Si G no contiene ciclos, entonces convenimos que cuello(G) = +oo.
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B. Conexion y componentes conexas
Ya estamos preparados para definir el concepto que nos interesaba.

Definicién 8.8 Un grafo G = (V, A) es conexo si dados cualesquiera dos vértices distintos
v,w €V, podemos encontrar un paseo que los conecte.

Para ser precisos, la definicién abarca a los grafos con al menos dos vértices. Por convenio,
diremos que un grafo con un unico vértice es también conexo.

Obsérvese que si existe un paseo que conecte dos vértices u y v, éntonces podemos en-
contrar un camino que los conecte. Mas atin, podremos encontrar un camino simple, cuya
longitud no podra ser mayor que V(G) — 1. Asi que, en lo que sigue; a veces manejaremos la
nociéon de conexién por caminos.

Nuestra siguiente preocupacion es determinar qué ocurre cuando un grafo no es conexo.
En un grafo no conexo, hay vértices que no pueden ser conectados. Como sugiere la intuicion,
el grafo estarda formado por diversos “bloques” de vértices, cada uno de los cuales sera un
grafo conexo.

Para definir adecuadamente este concepto, empecemos considerando un grafo G = (V, A)
y un vértice suyo, v € V. Llamaremos componente conexa de v en G al conjunto de vérti-
ces {w € V : existe camino en G conectando v y w}. Nétese que si w esta en la componente
conexa de v, entonces v estd en la de w.

La observacién clave es que si consideramos-dos vértices distintos de V', u y v, sus com-
ponentes conexas, que llamaremos G, y G,, o bien son la misma o bien son disjuntas.

= Supongamos que existe un camino conectando u y v. Sea ahora un vértice w € Gy:
sabemos que hay un camino conectando w con w. Si ese camino incluye al vértice v,
deducimos que w € G,. Pero lo mismo ocurre si no lo incluye: entre el camino entre w
y v y el camino entre u y v, podemos construir un camino entre w y v. El argumento
analogo para GG, nos permite deducir que G,, = G,.

= Supongamos, por el contrario, que no existe camino alguno conectando los vértices u
y v. Si sus componentes conexas tuvieran interseccién no vacia, al menos existiria un
vértice w que estd, simultaneamente, en G, y en G,,.. Pero entonces, con un argumento
similar al anterior, encontrarfamos un camino conectando v con w, algo contrario a la
hipdtesis. Asi que G, v G, son disjuntos en este caso.

Ya podemos definir:

Definicién 8.9 Dado un grafo G = (V, A), una componente conexa de G serd el grafo
que se obtiene al tomar todos los vértices que estan en la componente conexa de un cierto
vértice de V' y todas las aristas del grafo que conectan estos vértices.

Senalemos que las componentes conexas de un grafo son grafos conexos y es facil ver que
todo grafo se puede representar como unién de grafos conexos (sus componentes conexas).

Definicién 8.10 Diremos que una arista a de un grafo G es un puente si el grafo G\ {a}
que se obtiene de G al quitar la arista a (y dejar los mismos vértices) tiene mdas componentes
conexas que G.
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Por ejemplo, en el siguiente grafo conexo

a es la unica arista del grafo que es puente. En particular, si el grafo G de partida es conexo,
entonces se tiene el siguiente resultado:

Lema 8.2 Si G es un grafo conexo y a es una arista puente de. G, entonces G \ {a} tiene
exactamente dos componentes conexas.

DEMOSTRACION. Llamemos v y w a los vértices que son extremos de la arista a. Y dividamos
los vértices de G en dos clases:

1. el conjunto de vértices Vi, formado por aquéllos para los que existe un camino que los
conecta con v sin usar la arista a (esto es, sin pasar por el vértice u). Entre éstos esta,
por supuesto, el propio vértice v.

2. El conjunto V5 de los vértices que necesariamente han de usar la arista a para conectarse
a v. Entre ellos estd w (jpor qué?).

Que esto es una particion de los vértices de G es obvio. Pero, ademés, la interseccion de V;
y Vi es vacfa: si un vértice z € V(G) estuviera en V; y en V5 a la vez, a no seria arista
puente, porque podriamos quitarla sin que se desconectara el grafo. Si ahora formamos el
grafo G \ {a}, sus dos componentes conexas son, precisamente, los vértices de V; (y sus
aristas) y los vértices de 'V, (y sus aristas). [ |

Con estas herramientas, podemos establecer un resultado a priori sobre grafos conexos,
que responde a la idea intuitiva de que han de tener suficientes aristas como para poder
conectar todos sus vértices.

Proposicién 8.3 Si G es un grafo conexo, entonces |[A(G)| > |V(G)| — 1.

DEMOSTRACION. La razén es que la conexién éptima (con me-
nor nimero dearistas) se produce cuando tenemos exactamente

6 vértices y 5 aristas

o o
una arista menos que vértices, como en la figura de la derecha -
(veremos este hecho cuando hablemos de drboles). Pero en ge-  o—
neral tendremos mas aristas. La prueba la haremos utilizando

O

el principio de induccién fuerte en |A|, el nimero de aristas.

Si no tenemos aristas, para que el grafo sea conexo, sélo puede haber un vértice. Si lo
que tenemos es un grafo conexo con |A| = 1, la unica posibilidad es que sea el grafo L, que
tiene dos vértices.

Supongamos cierto que si tenemos un grafo conexo con k aristas, para cualquier k < m,
entonces |V| < k + 1. Consideremos entonces un grafo conexo G con |A(G)| = m + 1. Sea
a una arista cualquiera de G y construyamos un nuevo grafo H quitando esta arista a. El
grafo H tiene los mismos vértices que G pero una arista menos (la a) que G. Caben dos
posibilidades para este nuevo grafo:
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1. Si H sigue siendo conexo (es decir, si a no era arista puente en G), por hipdtesis de
induccién (tiene m aristas), y teniendo en cuenta que |[A(H)| = |A(G)| — 1 y que
V(G) =V (H), tendremos que

[AMH)| = [V(H)| =1 = [AG)| = [V(G)].

2. Perosi a era puente en G, H ya no es conexo, sino que tiene dos componentes conexas;
llamémoslas H; y Ha. Ambas son grafos conexos y tienen menos aristas que'G (fijémonos
en que estos subgrafos pueden constar de un unico vértice). Teniendo en cuenta que

[A(HL)| + [A(Hz)| = [A(H)| = |A(G)| =1y [V(H)| =]V (H)| = [V(H),

y con la hipétesis de induccién, terminamos la demostracion:

[ACH)| 2 [V (H)|
A(Hy)| > [V (Ha)| — 1 } — 'A<G>|—1ZIV<G>\—2:»|A<G>z|v<c>|—1..

Podemos generalizar este resultado al caso de que el grafo conste de més de una compo-
nente conexa. La demostracién del siguiente enunciado sélo exige aplicar el anterior a cada
componente conexa de G y sumar:

Proposicién 8.4 Si G es un grafo con k componentes conezas, entonces |A| > |V| —

C. Nimero de paseos, matriz de vecindades y conexion

Llamemos a;; a las entradas de la matriz M de vecindades de un grafo G' con vértices
{v1,...,vp}. Los nimeros‘a;; son-0 para cada ¢ =1,...,n. Sii# j, a;j serd 1 si v; es vecino
de v; y 0 en caso contrario.

Aunque por ahora suene poco informativo, podemos interpretar el nimero a;; como el
ntimero de paseos/de longitud 1 que hay entre el vértice v; y el vértice v;. Lo interesante es
que esta interpretacién se puede generalizar.

Teorema 8.5 SiM es la matriz de vecindades de un grafo G, la entrada (i,7) de la matriz
MF cuenta el nimero de paseos de longitud k entre los vértices v; y vj.

DEMOSTRACION. La hacemos por induccién en k. El caso k = 1 ya ha sido comprobado antes.

%) 2 1a entrada que ocupa la posicién (4, 7) en la matriz M*. Como M* = M*=1 11,
las reglas de multiplicacién de matrices nos dicen que

n
k) (k—1
- Z @
=1

(k=1)

ay;j es igual a a; si es que v; es vecino de v;, mientras que

Llamemos a,

—1)

k
Observemos ahora que agl
vale 0 en caso contrario.
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(k=1)

Por hipdtesis, a;; cuenta el nimero de paseos de longitud k — 1 entre v; y v;. Asi que,
en la suma de arriba, estamos contando todos los posibles paseos de v; a v; de longitud k
clasificandolos en funcién del vértice que, en cada paseo, sea justo el anterior a.v;. |

Lo vemos en un ejemplo sencillo:

EJEMPLO 8.1.6 Consideremos el grafo siguiente:
1 2

5 4

La matriz de vecindades, y sus primeras potencias, son

0101 1 31 2 1 0 2 6 2 6 3
1 0110 1 31 2.1 6 4 5 5 1
M=]l01010], M*=|212.10/), M*=| 25 25 2
11100 1 2131 6 5 5 4 1
100 00 0.1 011 31210

Obsérvese que en la diagonal de M? aparecen los grados de cada vértice. Esto es general: la
(2) (2)
de v; a v;.

entrada a;;’ coincide con el grado de v;, pues el nimero a;;’ cuenta los paseos de longitud 2

De la matriz M3 deducimos, por ejemplo, que hay seis paseos distintos de longitud tres
entre los vértices 1 y 2. El lector podra encontrar los seis camino 1-5—1-2, 1-4—-1-2, 1—
2—1-1,1-2-3-2, 1-2—4—2, 1—4—3—2 sobre el grafo. &

Apliquemos estas ideas a la tarea de comprobar si un grafo G es conexo o no. Y, en el
caso en que no lo sea,a la determinacion de sus componentes conexas.

Sea G un grafo con n vértices y matriz de vecindades M. Observemos que, si dos vértices
se pueden conectar en un grafo, es seguro que lo podran hacer utilizando un camino simple
de longitud a lo sumo n — 1. La entrada (i, 7) de la matriz

M=T+M+M*+...4+M"!

(donde [ significa la matriz identidad n x n) contiene la informacién sobre el nimero de
paseos, de longitud a lo sumo n — 1, que existen entre los vértices v; y v;. Por lo tanto, si
alguna entrada de la matriz M es nula, entonces el grafo no puede ser conexo. Y viceversa,
si todas las entradas de M son positivas, entonces el grafo serd conexo.

Si el grafo no es conexo, la matriz M también contiene la informacién sobre las componen-
tes conexas. Tomemos, por ejemplo, la primera fila de la matriz, etiquetada con el vértice v1:
las posiciones en las que aparezcan unos determinan los vértices de la componente conexa
a la que pertenece vy. El procedimiento se repetiria para la fila correspondiente al primer
vértice no incluido en la componente anterior. Y asi sucesivamente, hasta determinar todas
las componentes conexas del grafo. En la seccion 9.3 veremos otra maneras de abordar estas
cuestiones.
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EJERCICIOS.

8.1.1 Dados los vértices {v1,va,...,v,}, scudntos grafos distintos con m aristas se pueden formar?.
Solucién. ((’2‘))
m

8.1.2 Comprobar que se pueden formar hasta 2" *+1/2 grafos distintos, simples i con lazos, con los
vértices {vy,...,vn}

8.1.3 Dado un grafo G = (V, A), el nimero

r(G) = |—;| S gr(w)

veV

representa el grado medio de los vértices del grafo G. Este nimero estard entre el grado minimo y el
mdzximo,

(@) < gr(Q) < A(G).

Comprobar que este nimero, gr(G), que es una medida del-nimero de aristas que hay en el grafo G
por cada vértice cumple que

A(G)]

v

N | =

gr(G) =

8.1.4 Construir cinco grafos con 8 vértices, todos de grado 3, de forma que cada dos de esos grafos
no sean isomorfos.

Sugerencia. Clasificar por el nimero de ciclos de orden tres que aparezcan. ‘

Oo—=<

8.1.5 Probar que C,, es el inico grafo conexo (salvo isomorfismos) con n vértices de forma que el
grado de todos sus vértices es 2.

8.1.6 ;Cudntos grafos de tres vértices pueden construirse de manera que cada dos no sean isomorfos?
¢ Y cudntos con cuatro?

Sugerencia. Hacer una particion de los grafos segin haya o no vértices de grado tres; luego segin
haya o no de grado dos, etc.

Solucién. (a) 4 (b) 11.

8.1.7 Fijemos los vértices {1,...,n} y sea G el grafo completo con esos vértices.
(a) ;Cudntos grafos isomorfos a un Cs distintos se pueden formar que sean subgrafos de G'¢

(b) sCudantos grafos isomorfos a un Cy, distintos se pueden formar que sean subgrafos de G ¢
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(¢) ¢Cudntos grafos isomorfos a un K, se pueden formar con los vértices {1,...,n}? (Obsérvese
que el apartado (a) es un caso particular de (b) y (c)).

(d) La misma pregunta, pero para un K, .

.2 —1)...(n—k+1 !
Solucién. (CL) (g) (b) ol )Qén : (C) (:“L) (d) 27!ls! (Z|—r—s)! :
8.1.8 Sea G un grafo con n vértices, m aristas y p componentes conexas. Probar que se cumple la
stguiente desigualdad:

n—p<m<-(n—p)n—p+1).

N =

Sugerencia. Para la primera desigualdad, m > n—p, utilizar la relacién entre niimero de aristas y
nimero de vértices en cada componente conexa. O bien construir un nuevo grafo conexo, uniendo las
componentes conexas. Para la segunda, elegir un vértice'en cada componente conexa e identificarlos.
Notese que la cota por arriba coincide con el nimero maximo de aristas que puede tener un grafo
con n — (p — 1) vértices, del tipo del que se obtiene cuando identificamos p vértices.

8.1.9 Sea un grafo G y sean 6 = §(G) y ¢ = ¢(G) el grado minimo y el cuello de G, respectivamente
(c(G) < +00).

(a) Supongamos que ¢ es un nimero impar, digamos ¢ = 2m+ 1. Probar que el nimero de vértices
de G es, al menos,

14+6+8(66—1) #8606 —1)2+---4+606—-1)™"1.

c—1

Asi que, en particular, [V(G)| > (6 —1) = .

(b) Supongamos que c¢ es un ndmero par, ¢ = 2m. Entonces, el nimero de vértices de G es, al
menos, 2+2(6 —1) +2(6 = 1) +--- +2(6 — 1)™ 1.

(¢) Comprobar que se tiene siempre que |V (G)| > (6 — 1)[051}.

Comentario: si un grafo tiene 6 grande (todos los vértices tienen muchos vecinos) y ¢ grande (todos
los ciclos son largos); estos resultados nos dicen que tendrd muchos vértices. Por ejemplo, si de un
grafo sabemos que no tiene tridngulos (C3) ni cuadrados (Cy) y tiene menos de 100 vértices, entonces
al menos uno tiene grado < 10. O si 6 = 10 y ¢ = 10, entonces el grafo tiene al menos 6561 vértices.
Sin embargo, esto ocurre cuando exigimos que ambos numeros sean altos simultaneamente: un grafo
como el K11 tiene 0 = 10, y sdlo tiene 11 vértices. Mientras que un Cyo tiene ¢ = 10 (y 10 vértices).

Sugerencia. En el caso de cuello impar, construir el grafo partiendo de un cierto vértice,
asigndndole vecinos; éstos deben estar unidos a nuevos vértices a menos que el valor del cuello
del grafo nos permita unirlos con vértices ya dibujados. Inténtese probar que las cotas son éptimas,
que se puede alcanzar la igualdad. Por ejemplo, inténtese en el caso m =2 y k = 3. En el caso de
cuello par, comenzar con 2 vértices vecinos.

8.1.10 Demostrar que si G es un grafo con n vértices y al menos (k — 1)n — (g) + 1 aristas, donde
0 < k < n, entonces hay un subgrafo de G con 6(H) > k.

Sugerencia. Ir eliminando de G los vértices con grado menor que k, si los hubiera, y contar el
numero de pasos que se han dado.
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8.1.11 Sea G un grafo con V(G) C {1,...,n} con |V(G)| = v y |A(G)| = a. ;Cudntos grafos
distintos con vértices en {1,...,n} contienen a G como subgrafo?

Sugerencia. Dado el grafo G' con v vértices, elegir, de entre los restantes n — v un cierto nimero
de vértices para formar el grafo. Y luego, contar las posibles aristas que se pueden elegir (entre
vértices de G, entre vértices de GG y los nuevos vértices, etc.

v

Solucién. Y ;] (";”)2k”+(’2€)+(2)7‘1.

8.1.12 Probar que si G es un grafo con al menos dos vértices, entonces G tiene al menos dos vértices
con el mismo grado.

Sugerencia. Aplicar el principio del palomar. Relaciénese con el problema de la reunién de un
grupo de personas que se conocen.

8.1.13 Sea G un grafo con n vértices y 2 componentes conezas.
(a) ¢Cudl es el nimero minimo de aristas que G puede tener en esas condiciones?.

(b) Supongamos ademdas que cada componente de G es-un grafo completo, ;cudl es el nimero
minimo de aristas que G puede tener?.
(n=1)*
1

Solucién. (a) n—2 (b) "(n472) si n par,

si n impar.

8.1.14 En una reunion de 20 personas hay en total 48 pares de personas que se conocen.
(a) Justificar por qué hay al menos una persona que a lo sumo conoce a cuatro personas.

(b) Supongamos que hay exactamente una persona X que conoce a lo sumo a cuatro; y supongamos
que esta X conoce al menos a una. Verificar que las otras 19 conocen exactamente a cinco cada
una. ;A cudntos conoce X ¢

’ Sugerencia. Utilicese que conocemos cuanto vale la suma de los grados de un grafo.

8.1.15 Sea G un grafo conexo con cuello ¢(G). Probar que si d(u,v) < 2¢(G), entonces hay una
unica geodésica de u a v.
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