696 CAPITULO 10. FUNCIONES GENERATRICES

10.1. Introduccion a las funciones generatrices

10.1.1. El método simbdlico

El método simbdlico es un procedimiento de representacion o, si se quiere, de codifi-
cacion, que aplicaremos al andlisis de las soluciones de familias de problemas combinatorios
como, por ejemplo, cudntos multiconjuntos de determinadas caracteristicas' podemos formar
con n elementos. Aqui n es el indice de la familia en cuestién; cada valor de m nos sittia ante
un problema distinto, pero estos problemas estan, claro, muy- relacionados. Nuestro objeti-
vo es entenderlos todos a la vez, codificindolos en un tnico objeto, que serda una serie de
potencias.

Particiones de enteros, composiciones, permutaciones, ete., son ejemplos de estas familias.
En todas ellas veremos la utilidad del método simbdlico; pero ahora, para descubrir el método,
vamos a centrarnos en multiconjuntos.

Recordemos que el nimero de k-multiconjuntos que se pueden formar con elementos
extraidos del conjunto {1,...,n} es, para cada n->1 y k > 0,

.. B »
R(n, k) = #{ multiconjuntos con k elementos } _ < +n > '

extraidos de {1,...,n} n—1

La férmula de la derecha se obtuvo, mediante argumentos combinatorios, de biyecciones, en
la subseccién 3.1.8.

Nos interesa ahora imponer condiciones a los multiconjuntos (por ejemplo, que el elemen-
to 1 aparezca un numero determinado de veces, o que los elementos se repitan a lo sumo un
numero de veces, o que. .. )..Si reflexionamos sobre el argumento combinatorio que nos da la
férmula anterior, nos damos cuenta de que no resultaria muy facil. Este dltimo comentario
es propaganda para ellector, porque, por supuesto, el método simbdlico nos permitira, por
lo menos, representarlos de manera agil y flexible.

Empecemos modestamente, sélo con tres simbolos: {1,2,3}. Nos interesan todos los mul-
ticonjuntos distintos que se pueden formar con los elementos {1, 2,3} en los que el 1 aparece
a lo sumo dos veces, el 2 a lo sumo una vez y el 3 a lo sumo dos veces.

Listemos todos los multiconjuntos que cumplen esta condicién atendiendo a su tamano:

tamano 0 — @
tamano 1 — {1} {2} {3}

Maulticonjuntos: tamano 2 — {1,1} {1,2} {1,3} {2,3}  {3,3}
tamafio 3 — {1,1,2} 1,1,3)  {1,2,3}  {1,3,3} {2,3,3)
tamafio 4 — {1,1,2,3}  {1,1,3,3} {1,2,3,3}
tamano 5 — {1,1,2,3,3}

Y observemos que podemos describir todos estos multiconjuntos de forma compacta e infor-
mativa de la manera siguiente:

{14,25,3,} con 0<a<2,0<p<1ly0<y<2.
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10.1. Introduccion a las funciones generatrices 697

donde « indica el nimero de veces que aparece el elemento 1 en el multiconjunto, § el nimero
de veces que lo hace el 2 y v, el 3.
Por otro lado, la propia notacién anterior nos invita a considerar el siguiente producto de

polinomios
(141 +21%) (14 x2) (1 + 23 + 23%).

Si desarrollamos este producto y agrupamos los términos que nos aparecen segun su grado
total (la suma de los grados con que aparezcan las variables x1, x2 y x3), obtenemos:

grado0 — 1
gradol — To T3

Sumandos: grado 2 — @ Tirz2  T1x3 Tory X3
grado 3 — x12x2 x12$3 117923 1‘15532 :L‘ng
grado 4 — x1%z9z3 27%3  Tia07]
grado 5 — x12w9ws?

Todos los sumandos son de la forma
a:‘f‘:rgxg con 0<a<20<p<1ly0<y<2.

De manera que los multiconjuntos y los monomios son la misma cosa: en ambos casos, basta
con dar una lista de tres nimeros, («, 3,7), que cumplan las restricciones senaladas arriba,
para tener, en un caso, un multiconjunto de los que queremos contar, y en el otro un sumando
en el desarrollo del polinomio. La regla (biyeccién) que nos permite pasar de unos objetos a
otros sera

212 w37 Ce—1 {1a,24, 3} (:{L“-”-“-“,1,2,”??%,2,3,”??“-“,3}).

Ademss, el grado total de cada monomio coincide con el tamano del multiconjunto que tiene
asociado.

Hemos transformado —ésta es la esencia del método simbélico— el problema de contar
el nimero de multiconjuntos de tamafnio digamos k que podemos formar con los elementos
{1,2,3}, respetando las restricciones senaladas, en el de contar cudntos términos de grado
total k& aparecen en el desarrollo del producto de polinomios escrito anteriormente.

Resta un 1ultimo paso en el esquema de representacién del método simbdlico. Suele ser el
caso que sOlo nos interesa el numero de multiconjuntos con las propiedades requeridas, y no
una lista con todos ellos. Si en el producto

(1421 +27)(1 + 22) (1 + 23 + 23)
ponemos z; = 9 = 3 = z, entonces todos los monomios de grado k se transforman en z¥,
y el coeficiente de ¥ de

(1+z+2)1+2)(1 +z+2%)

nos dice, finalmente, cuantos k-multiconjuntos hay con las restricciones impuestas.
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698 CAPITULO 10. FUNCIONES GENERATRICES

La idea es general: utilizando los mismos argumentos podemos establecer una biyeccién
entre los dos siguientes colecciones de objetos:

Multiconjuntos extraidos Sumandos que aparecen en el desarrollo
de {1,...,n} en los que del producto de polinomios en. n variables
> n
cada elemento j aparece 4
J aparece, [T(1+a+ - +27
a lo sumo, r; veces. =1
Fijémonos en que el nimero de elementos {1, ...,n} que conforman los multiconjuntos coinci-
de con el de variables que consideramos, x1, ..., Z,. Y que el nimero de apariciones permitidas

de cada elemento j (entre 0 y r;) tiene su traduccién en el tipo depolinomio en la variable
xj que consideramos (en este caso, un polinomio con todos los términos entre grado cero y
grado 7).

Ademas, el nimero de k-multiconjuntos extraidos de {1,...,n} en los que cada elemento
J aparece, a lo sumo, r; veces es el coeficiente de zF de

n
[] 4z +a® it as)
j=1

Esta es la esencia del método simbdlice. Veamoslo ahora en accién en unos cuantos ejemplos.

EjempLO 10.1.1 Repeticion arbitraria. Si no queremos imponer restricciones sobre
cudntas repeticiones se permiten-a los elementos, entonces debemos considerar el produc-
to siguiente:

A4z +a’+ )0 +m+a’+ ) (L a+a”+-).

Es, por supuesto, un producto de series formales. Tendremos infinitos términos, y cada uno
de ellos se corresponderd con un multiconjunto extraido de {1,...,n} sin restricciones sobre
el niimero de veces que aparece cada elemento.

Si ahora substituimos cada una de las variables x1,zs,...,z, por una unica variable x
entonces tenemos la serie
n
(1+:U+x2—i—...)

en la que el coeficiente de ¥ nos da el nimero de multiconjuntos de tamano k. &

EJEMPLO 10.1.2 Sea ahora el producto de polinomios
(I+ax)(I+a)(1+ax3) - (14+my).

Cuando desarrollamos este producto, obtenemos 2" sumandos; con la interpretacién anterior,
estos 2" sumandos se corresponderan con todos los multiconjuntos (la repeticién estd permi-
tida, en principio) extraidos de {1,...,n} (tantos elementos como variables) en los que el 1
aparece a lo sumo 1 vez (porque el polinomio en z; sélo tiene los términos de grado cero y
grado uno), el 2 a lo sumo 1 vez...y el n a lo sumo 1 vez. Es decir, todos los subconjuntos
sin repeticién extraidos de {1,...,n}.
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10.1. Introduccion a las funciones generatrices 699

Como antes, si lo que queremos es el nimero de subconjuntos sin repeticién de tamano
k que podemos extraer de {1,...,n}, entonces substituimos x1,...,x, por una dnica = y
obtenemos el polinomio
(I+x)".

La respuesta a nuestro problema, el nimero de subconjuntos sin repeticion de tamano k que
podemos formar con los elementos {1,...,n}, queda codificada como el coeficiente k-ésimo
de la serie de potencias de la funcién (1 4 z)". )

EjemMPLO 10.1.3 El cambio de monedas. Disponemos de monedas de dos, cinco, veinte
y cincuenta céntimos de euro. Queremos contar de cudntas maneras distintas podemos dar
el cambio de, digamos, diez euros.

En un cambio de estos pueden entrar cero, una, dos, etc., monedas de dos céntimos. Llame-
mos P» al conjunto de todas las posibles combinaciones de dos céntimos y representémoslas
simbélicamente como

R — @ @ 0@ @22 22

donde el primer sfimbolo significa que no se utiliza ninguna moneda de dos céntimos. Hagamos
lo mismo con las monedas de cinco céntimos:

B — F B 600666 GEEG

Supongamos, por el momento, que se nos permite dar cambio utilizando monedas de dos
y cinco céntimos. Las posibles combinaciones (que llamaremos Ps 5) seran

Py — 2526 260 2666 2660

CF. 20 @66 @566 @BBGEG
Q2E @20 @266 @2BGB0G

(Obsérvese ‘que ¢l orden de presentacién de las monedas no importa). Intentemos ahora
expresar estos simbolos en términos de objetos mas conocidos: por ejemplo, podemos asociar
a P, un polinomio en una variable xo,

Py(xy) =14 z0+ 23 + 23 +---

Y estéa clara la relacién: el elemento de P, que no tiene moneda alguna se corresponde con el
término 1 del polinomio, el que tiene una moneda, con el término x5, etc. Lo mismo podemos
hacer para las monedas de cinco:

Ps(zs) =1+ a5+ 22 +a3 + -

Esta representacion sera util si podemos reproducir el dlgebra de las monedas, es decir, si al-
guna combinacién de los polinomios Ps(z2) y Ps(x5) nos produce todas las configuraciones de
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700 CAPITULO 10. FUNCIONES GENERATRICES

monedas que se pueden obtener al mezclar los dos tipos. Si multiplicamos los dos polinomios,

Po(x2) Ps(ws) = (1+ao+ a3+ a3+ ) (L +as+ a2 +ad+---)
=1 (1+$5+$§+-~)+$2(1+x5+x§+--~)+;pg(1+x5+mg+...)+...

Perfecto, jfuncional!. Porque a cada configuracién de monedas que puede aparecer le corres-
ponde un término (y sélo uno) en este producto de polinomios: por ejemplo, dos monedas de

dos y tres de cinco se corresponde con el término 3 3.

Asi que podemos definir, de forma analoga, otros polinomios para cubrir el resto de los
casos: para las monedas de veinte, el polinomio Pa(z20), v para las de cincuenta, Pso(x50).
Y entonces toda la informacion sobre las configuraciones de' monedas que pueden aparecer
usando los cuatro tipos esta codificada en el producto de polinomios

Py(x3) Ps(w5) Pao(w20) Pro(wso) = J[ (1 +wj+ 2] +a+--)
j=2,5120,50

Pero lo queriamos contar, recordemos, era de cudntas maneras se puede dar cambio de diez
euros con estos cuatro tipos de monedas. Consideremos una configuracién de monedas cual-
quiera; mas bien, su término asociado, que sera de la forma

a _b _.c d
Lo T5 Tag Tr( 5

donde a, b, ¢ y d son ciertos enteros no negativos. Representa a la configuracion en la que
hay a monedas de dos céntimos, b de cinco, etc. Su “valor” es

2a+5b+20c+ 50d.

En estos términos, la pregunta que nos estamos haciendo queda transparente: buscamos de
cuantas maneras distintas se puede obtener

2a + 5b + 20 ¢ + 50 d = 1000,

pues 10 euros son 1000-céntimos. Vamos a hacer, de nuevo, un cambio de variables, pero no
el habitual. Ahora, para tener en cuenta los diferentes valores de cada moneda, haremos los
cambios

To=x> z5=1x° xz99=2 xz50=2",

20c

de manera que, por ejemplo, un factor x5, se convierte en z“*“. Con este cambio, el producto

de polinomios se convierte en
(1+2>+at+ ) (1+2°+20+ )1 +22 +2+ ) (1+20 + 210 )

Y el coeficiente del término de grado 1000 del desarrollo de este producto de funciones es
la respuesta a nuestra pregunta. Notese que en esta expresion estan codificadas todas las
respuestas a los posibles problemas de cambio de monedas con 2, 5, 20 y 50, y no sélo la de
dar cambio de 1000. &

Asi que estas técnicas parecen utiles para abordar problemas diversos. Es hora de que
formalicemos un poco.
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10.1. Introduccion a las funciones generatrices 701

10.1.2. Funciones generatrices

En lo que sigue vamos a asociar funciones a sucesiones infinitas de ntimeros,
o
f(ﬁ) (an)n:(]a
mediante la regla

f(z) = Z ap ™.
n=0

La funcién f(z) es lo que llamaremos funcién generatriz? de los (a,). Las llamamos “fun-
ciones” aunque, a priori, puede que la serie no converja y no tengamos una funcién. Cuando
queramos considerar a f como una funcién para, por ejemplo, sustituir un cierto valor de x,
habra que ser muy cuidadoso con las cuestiones de convergencia. Pero mientras no sea ése el
caso, podriamos argumentar todo mediante series formales, como en la subseccion 4.7.

El ntimero a,, que generalmente sera la respuesta a un cierto problema combinatorio,
serd el coeficiente de 2™ en la serie de potencias anterior. Esto lo resumiremos muchas veces

con la notacién
an = Coefp|f(x)].

Por ejemplo, y recordando algunos de los ejemplos que vimos en la subseccion 10.1.1, el
nimero de subconjuntos sin repeticién de tamano k que podemos formar con {1,...,n} es
el coeficiente k-ésimo de la serie de potencias (un polinomio, en realidad)

(I+az)".

O el nimero de maneras de dar cambio de n c¢éntimos de euro con monedas de 2, 5, 20 y 50
es el coeficiente n-ésimo de la serie de potencias

(I+a2+at+ ) @ttt ) Q4220 +204 ) (1420 + 21040

Funciones generatrices de suma conocida

Si conocemos la suma de una funcién generatriz, es decir, si disponemos de una expresion
para la funcion, entonces tenemos grandes ventajas.

Por ejemplo, si resulta que la serie de potencias f(x) = Y °  a, 2™ converge en un cierto
intervalo (—R, R) y conocemos la expresién de f(x), entonces podremos evaluar la funcién
(y cualquiera de sus derivadas) en valores de = que cumplan que |z| < R. En particular,
podremos calcular los coeficientes mediante

2En palabras de Wilf, de su muy recomendable “Generatingfunctionology”, una funcién generatriz es una
cuerda de la ropa en la que tendemos una sucesién de niimeros para exhibirla. A veces se habla de funcién
generatriz ordinaria, para distinguirla de otros tipos de funciones generatrices: funciones generatrices de pro-
babilidad (véase la seccién 10.6), funciones generatrices exponenciales (capitulo 13) o funciones generatrices
de Dirichlet (seccién 13.6).
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702 CAPITULO 10. FUNCIONES GENERATRICES

que no es sino la férmula de Taylor habitual (aunque, en general, este método de célculo de
coeficientes es poco practico). De todo esto hablaremos en la seccién 10.3, pero, por ahora,
veamos algunos ejemplos.

El ejemplo basico es la suma de la serie geométrica,
o0
> "= 1 =
n=0 -t

que, desde el punto de vista analitico, sélo tiene sentido si |x|/< 1. Ahora, en este nuevo
lenguaje, resulta que 1/(1 — z) es la funcién generatriz de la sucesiéon infinita de unos:

1
En otras palabras, y con la notaciéon que senalabamos antes, Coef,[1/(1 — z)] = 1 para
cada n = 0,1,2.... Por razones que pronto se haran evidentes, ésta serd nuestra serie de

potencias basica, tengamosla siempre en mente. Otra serie de potencias bien conocida es
la que define la funcién exponencial, que ya expresamos de las tres formas habituales:

> z" 1\* 1
Z —=e"; ¥ — (—) ;o bien Coef, [¢"] = — para cada n > 0.
n! n! n!

n=0 n=0

Obsérvese que la serie de potencias de la izquierda converge para cualquier valor de x.

El teorema del binomio nos proporciona otro caso conocido: para m > 1,

(14 )" = i (7:)3:"

n=0

Esta representacién es valida para todo x porque, en realidad, la serie de potencias es un
polinomio, pues para.m-> n los coeficientes binémicos son nulos:

v — ((0) (1) () 000 )

EJEMPLO 10.1.4  Calculemos los coeficientes asociados a la funcion f(x) = (1 —z)~™" 1,
para un cierto m > 0 fijo.

Obsérvese que el caso m = 0 corresponde a la serie basica, cuyo desarrollo ya conocemos.
Noétese también que, al derivar sucesivamente la serie basica,

<1i$>/: (1—11’)2’ <1ix>”: (1_295)3’ (1ix>m=ﬁam

generamos, salvo constantes, la familia de funciones en las que estamos interesados. Mientras
estemos en || < 1, todas estas manipulaciones son validas. Asi que tiene sentido calcular los
coeficientes de la funcién (1 — )™~ !, para cierto m > 0, mediante la férmula de Taylor.
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10.1. Introduccion a las funciones generatrices 703

m

Sea entonces f(x) = (1 —x)"™"1 y calculemos sus derivadas sucesivas:

oy om+1 woy_ (mtDm+2) gy o (m4+1)(m+2)---(m+n)
f (ZE) - Wv f (l’) - (1 — .%')m+3 ’ ’ f ($) - (1 _ .’L')m+n+1 :
Asi que
m!
Por tanto, ( )
1 m—+n)! m+n
an = Coely [(l—x)m“] T Talml < m )

O, como escribimos habitualmente,

()= (G0 )

Notese que m es un parametro fijo y que n es el indice de la sucesién. Cuando m = 0,
recuperamos la sucesién que vale uno para cada n. &

Ahora podemos completar las observaciones que hicimos en los ejemplos de la seccion
del método simbdlico. Asi, por ejemplo, como vimoes en el ejemplo 10.1.1, el nimero de
multiconjuntos de tamano k que podemos formar con los simbolos {1,...,n} coincidia con el
coeficiente k-ésimo de la serie de potencias (1+ 2 + 22 +---)™. Y ahora ya podemos escribir
que

1 (n—1)+k
R(n, k) = Coefy,[(1 + = + 2% ++--)"] = Coefy, | ——— | = ,
como bien sabiamos.

Si lo que nos preocupa es el nimero de maneras de dar cambio de de n céntimos con
monedas de 2, 5, 20 y 50 céntimos, la repuesta esté en el coeficiente n-ésimo de la funcion

fa)=(1+ 22+ Yo @+ + 20+ ) (14220 + 204 ) (1 + 20+ 210 4.

1 1 1 1
1—22 =251~ 220 1 — 250"

De esta expresién no estamos en condiciones (todavia) de extraer mucha informacién. Con
ayuda del ordenador, sin embargo, podriamos obtener que el coeficiente milésimo es 19006.
En la seccién 10.8 veremos técnicas que nos permitiran estimar el orden de magnitud de estos
coeficientes.

10.1.3. El método de las funciones generatrices

Vamos a ilustrar la manera en que hay que proceder (y las precauciones que habria que
tomar) a la hora de utilizar las funciones generatrices en el siguiente ejemplo, en el que
recurrimos a una de nuestras sucesiones favoritas, la de Fibonacci.

Consideremos los ntimeros de Fibonacci F;,, dados por Fp =0, F1 =1y

Fo=F, 1+ F, 2 para cada n > 2.
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El primer paso es asociar a estos nimeros su funcién generatriz,

o0
F(x) = Z E,z",
n=0

de la que no sabemos, o al menos haremos como que no sabemos?®, si converge o no. Para

ilustrar la versatilidad de este enfoque de las funciones generatrices, no-fijamos todavia nues-
tro objetivo; podria interesarnos obtener una férmula cerrada paralos Fj, (esto es, resolver
la recurrencia), quizéas calcular alguna serie numérica relacionada con los F),, o quizés. . .

La informacién de que disponemos es la ecuacién de recurrencia (y los valores iniciales),
asi que la utilizamos para manipular la sucesién de nimeros:

F(z) = Ry+Fao+ B +Fa*+- =Fy+ Fa+ (B +F)2® + (Fy + F)a® + -
= Fo—l-Fl:L'—l—(F01'2+F1$3—|—F2$4—|—'-')—|—(F1:E2—|—F2£L'3+F3I'4—|—"')
= Fy+ Fiz+2*F(z) 4+ z(F(x) — Fp).

Todo lo que hemos hecho hasta aqui son manipulaciones formales, como las que hicimos en la
seccién 4.7, y sobre las que volveremos con mas detalle en la seccién 10.2: sumar sucesiones
de numeros, desplazar sucesiones, etc. Utilizando los valores iniciales, Fp = 0y F; = 1,
concluimos que

Fa)(l=z—2%)==z.

Seguimos con una identidad puramente formal, que nos dice que el producto de la serie F'(x)
por el polinomio (1 — z — 2%)'da como resultado la sucesién de nimeros (0,1,0,0,...), que
hemos codificado como . Iiasolucién (formal) es que F'(x) coincide el producto de z por la
reciproca (formal) de (1 - 2 — ?), que podriamos calcular con las técnicas que vimos en la
seccién 4.7: .

Flr) = —.

(z) 1—x— 22

Ahora bien, la funcion-x/(1 — x — 22) tiene un desarrollo de potencias, que llamamos simple-
mente X(x). Esto es-un resultado general (véase el teorema 10.3), pero en este caso no hace
falta apelar a él, pues basta observar que

x 1 >
(@)= ey :cg%(erx) :

donde hemos utilizado la serie basica. Asi que, necesariamente, la expresién formal z/(1 —
r — x?), esto es, F(x), debe coincidir con la serie de potencias X(z).

Si lo que nos interesara fuera obtener una férmula para los F),, podriamos reescribir los
términos (z+x2)" que aparecen en la serie 3(x) utilizando, a su vez, el teorema del binomio.

3Y es que en realidad conocemos muy bien los niimeros de Fibonacci. Por ejemplo, de la férmula de Binet
(véase la seccién 6.3), se deduce que F;, es practicamente igual a T“/\/g O, més modestamente, sin necesidad
de conocer la féormula explicita, se puede comprobar por induccién que F;, < 2" sin > 1. De estas estimaciones
de tamafio se puede deducir sin dificultad la convergencia de la serie.
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O quizas utilizar el método de las fracciones simples para encontrar los coeficientes. Todas
estas técnicas las desarrollaremos mas adelante.

Pero nuestro andlisis nos permite llegar mas alla. Por ejemplo, como veremos mas ade-
lante, la serie 3(z) converge en el intervalo (—1/7,1/7) ~ (—0,6180,0,6180). Por supuesto,
la razén durea tenia que aparecer. Asi que, a posteriori, comprobamos que F'(#).converge en
ese intervalo. De manera que, por ejemplo, tiene sentido evaluar F'(z) en, digamos, = = 1/2,
para obtener que

1/2 Pr
(1/2) = (1/2)?

O quizds en z = 7/3, que también estd en el intervalo de convergencia, para obtener una
nueva identidad:

2.

> 1
F(1/2) :ZFRQ—n = 1=
n=0

B s 7-”_ 7'/3 . 37
PO =2 o ge = 1)~ (a9 8

En los usos de funciones generatrices que iremos desgranando mas adelante, deberiamos
incluir siempre justificaciones de esta indole. Pero no insistiremos en ellas, sobre todo, para
no perder el hilo y repetirnos en exceso. Pero el lector esta ya avisado.

Recordando los pasos que hemos seguido en este ejemplo, podemos enunciar los tres pasos
del método de las funciones generatrices:

= Primero, “colgamos” la sucesién de niimeros en que estemos interesados de la cuerda
de ropa (segun Wilf) o funcién generatriz f(x). Esto no es mas que el método simbdlico
del que hablamos en la subseccién 10.1.1.

» El siguiente paso es hallar una expresiéon adecuada para f(z). Para ello necesitaremos
manipular las expresiones que nos vayan saliendo. Las reglas necesarias las explicaremos
en la seccién 10.2.

= Por tltimo, necesitaremos desarrollar f(x), pues, al fin y al cabo, lo que nos interesan
son férmulas para los coeficientes. O quizés nos baste con analizar la f(z) obtenida. O
més ain, es'posible que lo que interese sea evaluar la funcién f(x) en un cierto valor
de z. De todoesto hablaremos en la seccién 10.3.
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10.2. Manipulacién de funciones generatrices

Veremos ahora cémo algunas operaciones entre funciones generatrices se_traducen en
sus sucesiones asociadas; o viceversa. En todo lo que sigue, salvo cuando sea imprescindible
hacer un estudio explicito, supondremos que todas las manipulaciones estan bien justificadas
(véase, de todas formas, el ejercicio 10.2.1).

Regla 1: Sumar y multiplicar por constantes

Sean dos funciones generatrices f(z) y g(x), asociadas a dos sucesiones de nimeros, (ay,)
y (bn), respectivamente. Y sean o y 3 dos nimeros cualesquiera. Esta primera regla nos dice
cuales son los coeficientes de la funcién af (x) + Bg(x). Los que uno espera, por supuesto:

f(@) — (an)nzo
= af(z) + Be(x) «— (aan + Bbn)nly

oo

g(x) «— (bn)nZo

La prueba es trivial y queda como entretenimiento (ni siquiera ejercicio) para el lector.

Regla 2: Producto de funciones

La siguiente regla considera el producto puntual de dos funciones generatrices f(z) y
g(x), asociadas a (a,) y (bn), respectivamente. Empezamos con las primeras manipulaciones:

(@) glk) = (ékxk> (;bj ) =SSt

k=0 j=0

Ahora viene el paso clave para la formula que presentaremos luego. Se trata de determinar el
coeficiente n-ésimo de.la serie de potencias f(z)g(z). Obtendremos términos con " cuando
los indices j y k sean tales que k£ + j = n. Y cada combinacion de éstas contribuird con
el producto a;by, correspondiente. Asi que, si llamamos ¢, a los coeficientes de f(z)g(x),

podemos escribir que
Cp = E ab; .

k+j=n

En realidad es una suma doble, en los indices k y j; pero sélo sumamos aquéllos cuya suma
valga n. Ain podemos reescribirla de forma méas manejable. Miremos los primeros casos. Por
ejemplo, para cy, debemos considerar las maneras de escribir k£ 4+ j = 0: s6lo hay una, £k =0
y 7 =0, asi que cg = ag by.

Para el segundo coeficiente, ¢q, ya hay mas posibilidades: tendremos k + j = 1 cuando, o
bien k =0y j=1,0bien k =1y j = 0; es decir, ¢c; = ag b1 + a1 bg.

El lector ya podré escribir el valor de cg, listando, simplemente, los posibles pares (k, j)
que cumplan que k + j = 2. Llegara asi sin dificultad a que co = ag bs + a1 b1 + a2 by.
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Tras este andlisis preliminar, la regla general es casi obvia:

n
Cp = Z ag bnfk )
k=0

el llamado producto de Cauchy:

f(@) — (an)iZo

= f(2)-9(x) — (Z a bnk>
k=0 n=0

o

g(x) «— (bn)nlo

Este producto tiene una interpretacion combinatoria sobrela que es conveniente reflexio-
nar. Imaginemos que tenemos objetos de dos tipos, A y B./Para cada n, hay a, objetos de
tipo A y tamano n, y b, de tipo B y tamano n.

El objetivo es formar objetos de tamarno total n que estén formados por uno de tipo A y
otro de tipo B. Para construirlos, aplicamos las reglas de la suma y del producto:

1. Llamamos j al tamano del objeto de tipo A elegido. El pardametro j, por supuesto, se
movera entre 0 y n.

2. Elegimos el objeto de tipo A de tamano j. Esto se podrd hacer de a; formas.

3. Elegimos el objeto de tipo B, que tendra que ser de tamano n — j: se podra hacer de
b,—; maneras.

En total, si llamamos ¢, al ntimero de objetos que podemos construir con esas caracteristicas,

se tendra que
n
Cp — E CLj bn,]’ .
Jj=0

En términos de las funciones generatrices asociadas, si llamamos f y ¢ a las funciones gene-
ratrices asociadas a las sucesiones (a,) y (by), respectivamente, la funcién f(z)g(z) serd la
funcién generatriz de los c¢,,.

Para ilustrar esta interpretacién, consideremos el siguiente ejemplo.

EiEMPLO 10.2.1 En un consejo de administracion hay 25 personas, de las que 11 son
mujeres. Se quiere formar un comité con 10 personas. ;De cudntas formas se podrd hacer?

La respuesta es inmediata: hay (fg) comités distintos.

Pero ahora vamos a contarlos atendiendo a la proporcién de hombres y mujeres que hay
en ellos. En la terminologia anterior, los objetos de tipo A seran las posibles combinaciones
de mujeres que forman parte del comité, y los de tipo B, las de hombres:

11
a, = F#{formas de escoger n de entre las 11 mujeres} = < ) ,
n

14
b, = #{formas de escoger n de entre los 14 hombres} = < > .
n
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Sus funciones generatrices asociadas son

Az) = i <1nl> =1+ y B)= i (f) 2= (14 2)H

n=0 n=0

La respuesta que buscamos es el coeficiente ¢1g de la funciéon A(x) B(x):

Afe) B(z) = (1+2)" (14+2)" = (1+2)® = Coefio [A(«)B()] = <25>.

10
500
10 = \J 10—
Y si generalizamos el argumento (con s mujeres, ¢ hombres y un comité de n personas),
tendremos una prueba, con funciones generatrices, de la identidad de Vandermonde,

ZG) (ni) & <Szt>’

J=0

Hemos probado, de paso, que

que ya ha aparecido en varias ocasiones (el argumento combinatorio se presentaba en la
subseccién 3.1.2; con la interpretacién geométrica de los coeficientes binémicos la volviamos
a obtener en la subseccién 3.1.4). &

Regla 3: Desplazar coeficientes

En muchas ocasiones interesa considerar la sucesion de niimeros que se obtiene de una
dada desplazando los coeficientes hacia la derecha o hacia la izquierda. Consideremos la
funcién generatriz f(x) de una cierta sucesion (a,). Si multiplicamos por z, obtenemos una
nueva funcién h(z) =z f(x):

o0 (oo}
z f(z)= apx + a1z + agx® 4+ -+ = E aja?JH = E an_12" .
7=0 n=1

Es decir, el coeficiente n-ésimo de zf(x) es el coeficiente n — 1 de f(z). Pero cuidado, para
n 2> 1: el coeficiente cero de z f(z) es ahora 0:
zf(x) +«— (0,ap,a1,a2,...).

Y si multiplicamos por una potencia mayor, ™, con m > 1, desplazamos la sucesién hacia
la derecha m posiciones y tendremos m ceros al principio.

Luego la regla se escribiré:

f(z) «— (an)yzy = 2" f(x)— (0,0, (m.),O,ao,al,az, o) = (An—m)neo

La ultima expresion es simplemente una notacién que nos permite abreviar, en la que apli-
camos el convenio de que si el indice del coeficiente es negativo, entonces el coeficiente vale
cero.
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El desplazamiento de coeficientes en el otro sentido requiere un cierto cuidado. Por ejem-
plo, partimos de una sucesién (ag, aj, as, ... ) asociada a una funcién f(x) y nos preguntamos
por la funcién generatriz g(z) asociada a la sucesion (ap, a9, as,...). Obsérvese que los coe-
ficientes b,, de esta nueva funciéon vienen dados por b, = a,+1, para cada n > 0.

Primero, claro, hay que eliminar el coeficiente ag, asi que debemos considerar la funcién
_ 2 3
f(z) —ap = a1z + agz” + agz”® + - - -

Pero esto no es todavia g(z), pues la funcién f(x)—ag estd asociada a la sucesiéon de nimeros
(0,a1,as,...). Obsérvese que, de paso, hemos hallado una “regla” que permite sustituir un
coeficiente cualquiera por 0; aqui lo hemos hecho para el primer- coeficiente, pero el lector
podria reflexionar sobré cudl es la funcién generatriz de la sucesion en‘la que, por ejemplo,
sustituimos el vigésimo coeficiente* de la original por 0.

La funcién que buscamos, g(x), estd asociada a (a1, ag,as,...). Asi que, con la regla de
desplazamiento hacia la derecha, xg(x) genera la sucesién (0,a1,ag,as,...), que es, precisa-
mente, f(z) — ag. De manera que

f(z) — ag
rg(n) = f(2) —ay = ogla)= T
iAy!, una x en el denominador, y se supone que estoes una serie de potencias centrada en el
0. Pero no debemos preocuparnos, porque la serie de la funcién f(z) — ag no tiene término

independiente, asi que al dividirla por x obtenemos una serie de potencias legal.

El caso general sigue los mismo argumentos. Dado un m > 1, si f(x) es la funcién
generatriz de la sucesion (a,,), entonces

r)—ap— a1 T — - —a _1$m¥1
f( ) m = (amaaerlaaerQ’ . ) = (a”+m)$bo:0

La operacién del numerador sustituye los primeros m coeficientes por 0 y la “division” por
2™ los elimina. En otros términos, las reglas de desplazamiento se pueden escribir como que

Coef, [f(z)] = Coefpim [z f(x)],

(simn>m)  Coef, [f(z)] = Coefp_pm, f(x)—ag—aq acx—m i — T

m—1

Como ejemplo de aplicacién de estas reglas, consideremos la funcién 1/(1 — x), asociada a la
sucesién (1,1,1,...). Entonces,

T 2

= T (0,1,1,1...), T T (0,0,1,1,...), etc.

Pero si desplazamos, por ejemplo, la sucesiéon hacia la izquierda tres posiciones, volvemos
a tener la sucesién de unos. No hay problema, porque, como el lector podra comprobar, la

funcién .
= —l—-r—-z
—X

2

3 vuelve a ser .
T —x

“La respuesta, claro, es f(z) — aioz'®.
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Regla 4: Derivar (y algo mas)

Si tenemos una funcién f que genera unos ciertos (ay), jqué funcién generara la sucesion
(nay,)? Buscamos una operacién que, aplicada a f, haga que sus coeficientes aparezcan mul-
tiplicados por la posicion que ocupan. La estructura especial de las series de potencias nos
hace sospechar que esa operacién va a ser la derivacién (o casi):

flz) = ian " = fl(x) = inanmn_l .
n=0 n=1

Asi que f'(z) esta asociada a la sucesién (lag,2as,3as, ... ). Casi lo-tenemos, salvo que el
primer coeficiente deberia ser Oag. Asi que debemos desplazar la sucesién hacia la derecha
una posicién, y esto ya lo aprendimos a hacer con la regla anterior:

rf'(r) +«— (0Oag,lay,?2as,3a3,+..) = (n an)pep
2

Si lo que queremos es obtener la funcién asociada-a la sucesién (n”a,), el mismo argumento,
pero ahora aplicado a la funcién x f'(x) (cuyos coeficientes son n ay,), nos lleva a que

z(xf(2) fem (nPan)il.

Y asi podriamos seguir. Cada factor n.extra en el coeficiente se obtiene repitiendo la opera-
cién. Por abreviar, llamemos (z d/dx) al eperador que actiia sobre una funcién derivandola
primero y multiplicindola por x después. Entonces, para cada m > 1,

1) S afita, S (o5) U6 — (" an),

Esta operacién serd especialmente interesante, por ejemplo, a la hora de calcular medias,
algo que haremos varias veces mas adelante, en especial en la secciéon 10.6. Por ahora, y como
ilustracion, veamos cudl es la funcién generatriz f(z) de la sucesién de nimeros (0,1,2,3,...).
Sabemos que 1/(1 — x)-genera la sucesién (1,1,1,...), asi que no hay més que aplicarle esta
regla para obtener lo que buscamos:

x(ﬁ)lz(l_":)z (0,1,2,3,...).

O, con mas generalidad, podemos obtener la sucesiéon de nimeros (0,d, 2d,3d,4d, ... ), que
estan en progresion aritmética que empieza en 0 y de diferencia d:
d dx

— (dddd,..) = T (0,d,2d,3d,...)

1—z

Con muy poco mas de esfuerzo se puede comprobar que la funcién generatriz de una progre-
sién aritmética general, que empiece en un cierto a y tenga diferencia d, es
a dx a+(d—a)x

—z T 0—22 " (1=ap

(a,a+d,a+2d,a+3d,...).
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Regla 5: Obtener sumas parciales

La funcién 1/(1 — z), aquélla cuyos coeficientes son todos unos, es muy especial. Veamos
el efecto que tiene, sobre los coeficientes de una cierta funcién, la multiplicacién por la serie
basica. Aplicamos, simplemente, la regla 2:

1 [0.9] oo oo n
f(zx) :ZasxSth:Z<Zak> "
-z = t=0 n=0 \k=0

los b,,_; que deberian aparecer dentro de la suma de la derecha son todos 1, en este caso. Es
decir, que

f(z) «— (an)y2y = % — (ag,ap + a1, a0 +'az+ag,...) = (Z%)
k=0 n=0

Asi que el coeficiente n-ésimo de la funcién f/(1—x) esla suma de los n primeros coeficientes
de la funcién f. El efecto de dividir por 1 — z es que devuelve lo que llamaremos las sumas
parciales de los coeficientes originales.

EJEMPLO 10.2.2 Calculemos de nuevo la suma de los primeros n numeros naturales.
El resultado ya lo conocemos (véase, por ejemplo, el ingenioso argumento de Gauss, pagina
57). Obtengamoslo con funciones generatrices.

Sabemos que la funcién x/(1 — )% estd asociada a los niimeros (0,1,2,3,...). Es decir,
que su coeficiente k-esimo es, justamente, k. Esto lo obtuvimos utilizando la regla 4.

Ahora, con esta nueva regla, resulta que

1 z r )
f(x)zl_m(l_x)QZ(l—w)?’ (/r;)k> —0

Asi que la respuesta esta en el coeficiente n-esimo de la funcién f(z). Conocemos (véase el
ejemplo 10.1.4) los coeficientes de (1 — z)~3, asf que sélo hay que utilizar la regla 3 para
concluir: sin > 1,

X

Coet |t ) = oot [ 2] = (TG00 T) = (75 ) =

(también valido para n = 0). Andlogos argumentos permiten obtener la suma de los primeros
n cuadrados, cubos, etc. (véase el ejercicio 10.2.4, y también el 10.2.5). &

EJEMPLO 10.2.3 Consideremos los numeros armonicos H,,, dados, para cada n > 1, por

11 1 1
H =14+-4+—4+...4+ - = Z
n=ldbotototo=) -

Definimos Hy = 0. Queremos encontrar la funcion generatriz de estos H,.
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El primer paso es encontrar una funcién, digamos g(x), cuyos coeficientes sean los nimeros
1/j. Lo que nos interesa son las sumas parciales asociadas a estos nimeros. Conviene, para
que Hj sea luego 0, definir el primer coeficiente de g(x) como 0. Nuestra funcién es, pues,

e T T

J 2 3

o
B
I
NE
|&

J=1

Buscamos una expresién para esta funcién, que luego multiplicaremos por 1/(1 — z). Para
obtenerla, observamos que si la derivamos

1

Ja)=1+z+2>+2°5+... = .
-2

Asi que la funcién g(z) satisface una ecuacién diferencial, cuya solucion es

1
=log | —— :
g(z) og<1_$>+C
Como ¢(0) = 0, el valor de la constante resulta ser
—x

g(:U)—bg(%) +C=g(0)=1log(l)+C=0 = C=0.

Y ahora basta con multiplicar per:l/(1—x) para obtener la funcién generatriz de los nimeros
armoénicos:

1 1 > N
f(x):1_$log(1_x>:7§)an . s

Regla 6: Seleccionar coeficientes

Ya sabemos cémo-hay que proceder para eliminar (esto es, sustituir por 0) algunos coe-
ficientes. En_ocasiones es necesario eliminar un conjunto infinito de ellos, por ejemplo los
coeficientes de indice par, para quedarnos con los de indice impar. O quizds nos interese
rescatar, unicamente, los coeficientes cuyos indices sean multiplos de 5.

Veamos el primer caso: f(x) es la funcién generatriz de una sucesién de nimeros (ay); y
queremos quedarnos unicamente con los coeficientes de indice par. Si escribimos

f(z) = i anx", entonces f(—xz)= i an (—x)" = f: an (—1)"2"
n=0 n=0 n=0

No hay por qué preocuparse: si f(x) tiene sentido para un cierto z, es decir, si = estd dentro
del radio de convergencia, entonces —x también lo estard y tendra sentido hablar de f(—z).
Ahora, como es casi obvio, sumamos estas dos series,

f(@)+ f(—2) = (ap +a1x +aga® +azga® +---) + (ap — a1z +agx® —aga® +---),
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s6lo sobreviven los términos de indice impar (y aparecen multiplicados por 2). Por tanto,
f(@) + f(—=) -
— _ n __ 2k
T2 D _ §7 000 = 3 agea™.
n par k=0

Ya podemos escribir la regla correspondiente:

f(@) + f(=x)
2

f(@) — (an)pZo =

(CL0,0, az, 07 Gy, 07a67 07 y - )

De manera andloga, si restamos ambas series, seleccionaremos los términos de indice impar
(que apareceran también multiplicados por 2), asi que

f(x) = f(=x)
2

f(iL‘) — (an)%ozo = (0,&1,0,&3,0,@5,0, . )

Seleccionar los términos cuyos indices, por ejemplo; son miiltiplos de 3 o de 4 es algo mas
complicado, y requiere entender esta series de potencias en el contexto de la variable compleja
(véanse los ejercicios 10.2.6 y 10.2.7).

EJERCICIOS.

10.2.1 Supongamos que f(xz) y g(x) son dos funciones generatrices que convergen en intervalos
(=R,R) y (—M, M), respectivamente! sDénde convergen las funciones af(x) + Bg(z) v f(x)g(x)?
;Y la funcion f(x)/(1 —x)? Comprobar que las funciones ™ f(x) y ) (z) convergen en el mismo
intervalo que la f(x) original.

10.2.2 si f(x), g(z) y h(x) son las funciones generatrices de las sucesiones (an), (bn) y (cn), res-
pectivamente, gcudles son:los coeficientes de las funcion f(x)g(x)h(x)? Sim > 1, scudles son los
coeficientes de la funcidn f™(x)?

10.2.3 (a) Utilizar el ejercicio anterior para describir los coeficientes de la funcion 1/(1 — z)™.

(b) Aplicar esta observacion al cdleulo del nimero de soluciones de la ecuacion diofdntica

donde x; > 0, para cada j = 1,...,m, que ya obtuvimos, con argumentos combinatorios, en la
subseccion 3.1.3.

. -1 . . ..
(¢) Refinar el argumento anterior para comprobar que (:1—1) es el niumero de soluciones de la ecuacion
diofdntica x1 + - - - 4+ T, = n cuando exigimos que los x; sean > 1.

10.2.4 Compriebese, utilizando la regla 4 sobre derivacion, que

x + 22

—_— 0,12,22.3%2.42 .. ).
(171,)3 — () ) b ) ) )

Dediizcase, utilizando la regla 5, que la suma de los primeros n cuadrados vale n(n + 1)(2n + 1)/6.
Construyase también el argumento que permite evaluar la suma de los primeros n cubos.
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10.2.5 Considérense las dos funciones

n n+1 1

f(x)zzxk:% Y g(x):Zk:xk.
k=1

k=0

Compriebese que g(x) = xf'(x). Obsérvese que g(1) = f'(1) nos da el valor de la suma de los n
primeros nimeros naturales. Calcilese f'(1), derivando directamente en la férmula de f(z) (y con la
ayuda de la regla de L’Hépital). Constriyase un argumento similar para comprobar que la suma de
los primeros n cuadrados vale n(n + 1)(2n + 1) /6.

10.2.6 Sea f(x) la funcion generatriz de una sucesion de numeros (an). EScribir, en términos de
f(x), la funcion generatriz cuyos coeficientes son los mismos a,, en los indices que sean maltiplos de
cuatro y cero en los restantes indices.

Solucién. [f(z)+ f(iz) + f(—z) + f(—ix)] /4.

10.2.7 Recordando que los coeficientes de la funcion e® son losmimeros 1/n!, dar formulas explicitas
de las funciones generatrices de las sucesiones (an)22 o y (bn)2e dadas por

21, Sines impar, sin es multiplo de 4,
Up = n =

0, stn es par. 0, en caso contrario.

nl’

Sugerencia. Observar que e¢® tiene como coeficientes 1/n!. Para quedarse sélo con los de {ndice
multiplo de 4, combinar los desarrollos del coseno y del coseno hiperbdlico, que sélo tienen términos
de orden par.

x

Solucién. (a) <=¢— = sinh(z) (b) w

10.2.8 Supongamos que
f@) = an)nZo, 9(@) — (azn)ilo, h(z) — (a2n-1)7Z; -

Comprobar que
f(@) + f(=2)
5 )
Partiendo de que la sucesion de nimeros de Fibonacci (F,) tiene, como funcidn generatriz, a x/(1 —
2 — %), compruébese que

Fop 2" = — " P o= — 2
n;l -1 1— 3z + 22 v nZ:o 2 1— 3z + 22

=TI ) =
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10.4. Resolucion de ecuaciones de recurrencia

Llega la hora de aplicar todas las técnicas que hemos aprendido hasta aqui a un problema
concreto, el de la resolucién de ecuaciones de recurrencia. En el capitulo 6 ya vimos algunos
métodos, de otra indole, y ahora vamos a tratarlas desde el punto de vista de las funciones
generatrices. El programa que seguiremos serd el que pergenabamos al final de la subseccion
10.1.3:

= Primero, asociamos a la sucesién de nimeros en cuestién una funcién generatriz, diga-

mos f(x).

» El segundo paso consistird en encontrar una expresién manejable para f(x). Para esto,
utilizaremos la informacion de que disponemos, a saber, la ecuacion de recurrencia y las
condiciones iniciales, que nos permitirdn obtener una ecuacién (algebraica, diferencial,
etc.) para f(x). Una vez resuelta, tendremos una férmula para f(x).

= Pero lo que nos interesa es la sucesién de nimeros. Asi que desarrollaremos la funcién
en serie de potencias, para obtener una expresion cerrada de los coeficientes.

Obsérvese que todo este proceso es, en principio, puramente formal. No hay evaluaciones de
la funcién en punto alguno, asi que podriamos obviar toda mencién a la convergencia de las
series de potencias que vayan apareciendo.

Parte de este proceso ya lo hicimos, para la sucesion de nimeros de Fibonacci, en la
subseccion 10.1.3. Asi que volvamos a tratar este caso, como ejemplo de una ecuacién de
recurrencia lineal, homogénea y con coeficientes constantes.

EJEMPLO 10.4.1 Consideremos-la sucesion de nimeros de Fibonacci (Fy,) dada por Fy =0
y =1y F,=F, 1+ F,_2 para cada n > 2.

Empezamos asociando a los F;, su funcién generatriz,
(e.)
f(z) = g F,z".
n=0

El segundo paso consiste en transformar las infinitas condiciones que encierra la ecuacion de
recurrencia en una ecuacién para f(z).

Simplemente, transferimos la informacién de la ecuacion de recurrencia y las condiciones
iniciales a la funcién generatriz. Sus dos primeros coeficientes estan fijados y los siguientes,
del tercero en adelante, los reescribimos siguiendo la ecuacion. Conseguimos asi sustituir la
serie de potencias por la suma de otras dos, que luego identificaremos:

f(z) = Fo + Fiz+ P + Fa® + Eat + =
M~ —~— ~——

Fa? Fyr? Fyz?
+ + +
F(){/L'2 Flflfg F21'4 N

:F()—l-Fl.%'—i—(F1$2—|—F2$3+F3£C4+"')+(F0$2+F1$3+F2£U4+"')
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Pero, con ayuda de las reglas de desplazamiento de coeficientes, es facil identificar estas dos
nuevas series de potencias. Lo que queda, como el lector debera comprobar, es que

flx)=Fo+Fiz+z[f(z) — Fo] + 2 f(z) =2+ f(2) (x + 2?) 4

(en el ultimo paso ya hemos utilizado los valores iniciales).

El lector que se encuentre comodo con la notacién de los sumatorios puede hacer todo
este proceso manipulando las series directamente:

f(iL’ ZF " —Fo—l-Fl:L‘—FZF{L‘ —Fo—i—Fl:L‘—l-Z o+ F— 2)
n=0 n=2 n=2

00 00
= F +F1$+ZFTL_1$”+ZF”_2:E"
n=2 n=2

[e9) 00
= F[) + Fl r+x Z Fn—l J,‘nil + .5(52 Z Fn_z $n72
n=2 n=2

[e.¢] [o¢]
= R+Fa+sy Fa"+2? Y Fa"=F+FRata [f(x) - R +2° f(2)
n=1 n=0

Ahora que tenemos una ecuacién (algebraica) para f(x), la resolvemos. Aqui, simplemente,
se trata de “despejar” la f(z):

x
f@) =2+ f@) (@) n= @) (l-z-2") =2 = [f@)=1——73

A esta expresion ya habfamos llegado en su momento, y habfamos reflexionado sobre su
validez desde el punto de vista analitico.

Pero sigamos. Lo que nos interesan son los coeficientes de f(z), esto es, los nimeros de
Fibonacci F,,. Estdn‘ahi, encerrados en las tripas de la funcién 2/(1 — 2 — x2). Sélo hay que
sacarlos a la luz, desarrollando la funcién en serie de potencias. Ahora sabemos hacerlo.

Por ejemplo, podriamos intentar, como se sugirié en su momento, utilizar que f(x) tiene
un aspecto muy semejante a la serie geométrica, para asi obtener que

oo
x
1—3:—1:2_1—(36—1—302 _xkz—o 7+ %)

Si ahora utilizamos el teorema del binomio, podremos desarrollar el paréntesis interior:

— x%(;’}(;) )xij;(z<>k“)
2z ()-sEe)-

1<k
l+k=n
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Un poco duro, para empezar. Hemos agrupado los términos que van con la potencia ™ (de la
misma forma que hicimos al definir el producto de dos funciones generatrices) y luego hemos
reescrito adecuadamente la suma interior. En la seccién 10.5 nos entrenaremos con manejos

como éste.

Pero el caso es que hemos llegado a una férmula para el coeficiente que acompaiia a ™!

(recuérdese que tenemos un factor x extra) que es, no puede ser otro, el nimero F,1:

Zﬂ n—I
=0
una expresién que ya hemos visto en varias ocasiones.

Pero no nos asustemos, nos hemos metido en el lio nosotros mismos, al tratar de ir por una
via mas rapida, que luego resulté no serlo tanto. Ademas; uno esperaba obtener la férmula
de Binet, y no tiene trazas de ser el camino.

Mas lento, pero también mas seguro, es aplicar el. método de fracciones simples. La ecua-
cién 1 — z — 22 = 0 tiene dos raices, que son

V5 —1 —/5-1
a: M /6: )
2 2

de forma que
l—z—2°=—(2=a)(z—p)

(cuidado con los signos). Y podremos escribir

T —x A N B
T 2 @ p @) @B

Determinamos A y B y ‘obtenemos

z  VE=5_1 VB+5 1 5-4v51 1 +\/5+51 1

1—z— a2 10 z—« 10 z-—p 10 al-2 10 pg1-3
54V L=/ VB+51 = (z\" = |5-vV5 1 5+5 1
- 10f5 Z(&) + fm 8 > <B> =2 1()[ a1 T 1()[ gn+1 "
n=0 n=0 n=0
De esta expresion, y utilizando los valores de o y (3, leemos directamente el valor de los
coeficientes:
o VE(LEVE\" VB (1o VB
"5 2 5 2 ’
la férmula de Binet que ya conociamos (ver el ejemplo 6.2.1). )

Este ejemplo ha sido especialmente sencillo por varias razones: primero, hemos podido
identificar todas las series que han ido apareciendo en términos de la f(x) original. En
segundo lugar, como la ecuacién era lineal, la ecuacién obtenida para f(z) era algebraica, y
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su resolucién sencilla (despejabamos f(z)). La dltima observacion es que la funcién obtenida
era un cociente de polinomios, que sabemos desarrollar sin dificultad.

Por supuesto, en situaciones més generales, cualquiera de los pasos seguidos puede deparar
dificultades mucho mayores de las que aqui nos hemos encontrado.

Pasemos a un ejemplo de ecuacion de recurrencia lineal y con coeficientes constantes,
pero con un término no homogéneo.

EJEMPLO 10.4.2  Queremos hallar la sucesion de nimeros (ay) que verifica que ag = 0,
apr=1ya,=ap_1+apn—2o+nsin>2.

Construimos la funcién f que genera los (a,) y traducimos la/informacién que tenemos sobre
estos nimeros en una ecuacién sobre f:

o
flz) = aotarz+) (an-1 Hay— Fn)z"

n=2
oo o o
= z+4+zx Zan,l 2" 4 2? Zan,g "2 4 an”
n=2 n=2 n=2
1

Hemos utilizado aqui que conocemos bien la funcién asociada a la sucesién cuyo coeficiente
n-ésimo es, precisamente, n. Ya tenemos la ecuacion para f,

1

f(x):xf<$)+x2f(x)+m,

de la que obtenemos que
1

(1—2)2(1—z—2a2)

Los coeficientes de esta funcién son los a,, del enunciado, y se pueden obtener desarrollandola
en serie de potencias, utilizando fracciones simples, ejercicio que dejamos al lector. &

fz) =

El comentario pertinente es que el método serd ttil cuando sepamos sumar (obtener una
expresion analitica) la o las series de potencias que incluyan a la parte no homogénea. Sin
embargo, el que la ecuacion siga siendo lineal de coeficientes constantes nos asegura que el
tipo de ecuacion que obtendremos para f seguird siendo algebraica.

Si consideramos otro tipo de ecuaciones, las complicaciones aumentan, en general. Por

ejemplo, veamos una ecuacién lineal no homogénea con coeficientes no constantes.

EJEMPLO 10.4.3 Encontrar la sucesion de niumeros (a,) dada por ag =1y

n

(n+1)ap+1 =3a, + para cada n > 0.

nl’
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Como siempre, empezamos introduciendo la funcién generatriz f(x) asociada a la sucesién:
(o]
f(z) = g ap ™.
n=0

Tal como viene escrita la recurrencia, conviene no “despejar” el término de mayor indice (en
este caso, a,41), sino trabajar directamente con ella. Como la recurrencia es vélida para cada
n > 0, se cumplird que

00 0o % on
Z(n+1)an+1x" =3 Zanx”—l—zaxn.
n=0 n=0 n=0

Si identificamos las series que aparecen (la propia f, su derivada y la funcién %), obtenemos

la ecuacion que debe verificar la funcién generatriz:
fl(z) =3 f(x) +e*.

Esta es una ecuacién diferencial para f, cuya solucién general viene dada'® por
f(x) _ Ce?)x A e2x’

donde C' es una constante. El que ag = 1 exige que f(0) = 1; y con esta informacién extra

podemos concluir que
f(z) =263 — e,

Desarrollar esta funcién en serie de potencias, y con ello, obtener los nimeros a,, es sencillo:

[e.9]

3" 2"
AELED LI SEAN
n=0 n=>0
de donde obtenemos )
an:m(2x3”—2n),
la expresion de los (a,) que andédbamos buscando. )

Como ya hemos visto en ocasiones, las ecuaciones de recurrencia pueden involucrar mas de
un parametro: jqué funciones generatrices habremos de introducir para tratar estos casos?
Vayamos al ejemplo de los nimeros C(n, k), que cuentan el nimero de subconjuntos de
tamano k que podemos extraer del {1,...,n}. En principio, n y k son, simplemente, dos
indices mayores o iguales que 0. Ya sabemos que

C(n,k)=Cn—1,k—1)+C(n—1,k),

18Se puede emplear, por ejemplo, un truco de factor integrante. Obsérvese que
(f@)e ™) = f'(z) e =3f(2)e > = *(f'(x) —=3f(z)) =e " e** =",

Integrando esta expresion, llegamos a la solucién general del texto.
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al menos paran > 1y 0 < k < n (para este rango de pardmetros funcionan sin problemas
los argumentos combinatorios que veiamos alli). Ademas, si k = n, sabemos que C'(n,n) =1
y si k >mn, C(n,k) = 0. Es facil comprobar que, entonces, la recurrencia es valida para cada
par de indices n,k > 1.

Sin > 1, para k = 0, se tiene también que C'(n,0) = 1. Sélo resta analizar el caso en que
n = 0:si kK > 1, el nimero correspondiente, C'(0, k) = 0; pero conveniamos entonces (y es lo
razonable dada la definicién de los C(n, k)), en que C(0,0) = 1.

Con toda esta informacién (que obtenemos con argumentos combinatorios), podiamos
construir el tridngulo de Tartaglia y obtener una expresion para los C'(n, k), la de los coeficien-
tes binémicos. Pero ahora queremos obtener esta expresion utilizando funciones generatrices;
y tenemos varias opciones para hacerlo.

Una primera consiste en considerar, para cada n fijo; la funcion generatriz

fule) =3 Cn )at.
k=0
Conviene tratar primero el caso n = 0:
fo(z) =>_C(0.k) 2" = C(0,0) = 1.
k=0

Para n > 1 podemos escribir

fu(z) = iC(n, k) 2®=C(n,0) + io: <C(n - 1L,k—-1)+C(n— l,k)) z*

k=0 k=1
(o 9] o
= 1+=x ZC(n—l,k—l)a}k_1+ZC(n—1,k)$k
k=1 k=1
= 14z ZC(n—l,j)xj—i—ZC(n—l,k)mk—C(n—l,O),
§=0 k=0

de donde obtenemos una ecuacion de recurrencia para las funciones f,: para cada n > 1,

fu(z) = (1 +2) foa ().

Si ahora iteramos esta relacién hasta llegar al valor inicial, fo(z), obtenemos que
fa(@) = (1+2)".

Y utilizando la férmula del binomio, obtenemos la expresién habitual de los C'(n, k).

Pero otra posibilidad es considerar la funcién generatriz, para cada k fijo,
0.)
gk(x) = Z C(n,k)x".
n=0
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De nuevo, el caso k = 0 es especial:

ZC’nO Zx

Para k > 1,
gelz) = ZC(n, B)a" = C(0,k) + > (Cln— 1,k = 1)+ Clan — 1) ) "
n=1

= xZCn—l kE—1)z"" 1+xi0n—1k

n=1

= xZC(n,k—l)x”+ZC(n,k;)x”
n=0 n=0

de donde
gr(x) = x gp—1(x) + x gp(z), estoes, gr(z)(l —2) = zgr_1(2)

para cada k > 1. Y esta relacion se resuelve iterando:

or(0) = 0u10) 1 =0na0) (125 2 =) (125) = g

De manera que

b ot [ a5t ] - (1) (0

Son dos formas de obtener el mismo resultado; pero, jatencion!,

fule) = (1 +a)" — (@); ’
g () = {a _x;k-i-l <<Z>>:O:o '

Para-cada n fijo, la funcién f,, es la funcién generatriz de los nimeros (7) donde el indice de

’ k
la sucesién es el de abajo; mientras que, para cada k fijo, gi genera la sucesiéon de nimeros
JO; que, p JO, g
(Z) indexada por el de arriba: en el primer caso recorremos el tridngulo de Tartaglia por filas
(de izquierda a derecha), y en el segundo, por diagonales (de arriba a abajo). Nétese que, en
particular, la primera sucesién tiene un ntmero finito de términos no nulos, mientras que la
segunda no.

Todavia hay una tercera forma de analizar el problema: consiste en considerar, dado que
hay dos parametros involucrados, una funcién generatriz en dos variables, digamos = e y:

:ZZC’(n,k)x” K

n=0 k=0
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Para obtener una expresion manejable de esta funcién, utilizamos de nuevo la informacién
sobre los C'(n, k), separando los casos en que los indices valgan 0:

F(z,y) = > COE) Y +> > Clnk)a"y
k=0 n=1k=0
= OO+ZCnOx+ZZan
I n=1k=1

= 1i + Z Cn—1,k—1)a"y* + Z Cln—1,k)z"

n,k=1 n,k=1

1 oo . o0 (0.9] .

= m—i—mynzk;oC(n,k)x yk—i-a:;:o;C(n,k)x k

= 1%—|—$QF(3} y)+x <F(m,y)—;0(n,0)x"> ’

de donde .

i i e

Para desarrollarla en serie, aprovechamos que.es una serie geométrica (y luego utilizamos el
teorema del binomio):

D et Zx (14" =z:% z(g)ykzii(g)xn

n=0 n=0 k=0

Ya sélo queda comparar con la definicién de los C'(n, k) para obtener su valor. Este uso de
funciones generatrices en dos variables serd 1til a veces. Notese que, para que el desarrollo
sea valido, necesitaremos que |z(1 +y)| < 1.

Veamos por ultimo cémo se manejan, con funciones generatrices, sistemas de ecuacio-
nes de recurrencia. Seguiremos el mismo tipo de ideas que siempre: introduciremos una
funcién generatriz por cada sucesion de numeros involucrada en el sistema. Luego intenta-
remos traducir el sistema de recurrencias en un sistema de ecuaciones entre esas funciones
generatrices. Al resolverlo obtendremos las expresiones de las funciones, y desarrollaremos en
serie después.

EJEMPLO 10.4.4  Queremos encontrar las sucesiones de nimeros (ayn) y (bn) que verifican
que, para cada n > 1,

ap = 3an—1+bn—17
bn = 2an71+bn717

Junto con las condiciones iniciales ag = 1, by = 1.
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Ya vimos en la subseccién 6.2.3 como resolver estos sistemas mediante lo que llamabamos la
matriz de transicién. Introduzcamos ahora un par de funciones generatrices asociadas a las
sucesiones del problema,

a(m):ianx", ﬁ(w):ibnx".
n=0 n=0

La primera ecuacién, escrita en términos de estas dos funciones, es

o o o
alr) = ap+ Z (Ban—1+bp—1) 2" =1+ 3x Z an_1 2" P+ Z b1 ™
n=1 n=1

n=1
o o0
= 1+3x2akxk+x2bkxk =1l+za(z)+af(x).
k=0 k=0

Procediendo de manera analoga con la segunda ecuacion, llegamos a que las funciones gene-
ratrices verifican el sistema de ecuaciones siguiente:

{ a(z)(l=3z) = 1+zp(x),
Bx)(1—z) = 2zxa(x).

Resolviendo este sistema obtenemos que

l1—=z 2x

a(x):xz—llx—l—l Y B(x)::cQ—llaz—{—l'

Ya s6lo queda desarrollar en serie de potencias ambas funciones para obtener la solucion del
problema:

a(r) (= Z (3+6\/§(2+ V3)" ¢ 5 \/5(2 — \/g)") "

6
n=0
sy > (L vy - Lia- vy )ar
n=0

Los coeficientes de a(z) y de B(x) son, respectivamente, los a,, y b, que satisfacen el sistema
de ecuaciones. &

10.5. Otras aplicaciones

La utilidad de las funciones generatrices no se limita a la resoluciéon de ecuaciones de
recurrencia. Se prestan también al cdlculo de sumas (ya hemos visto algin ejemplo de ello),
al de medias, desviaciones estandar (en general, momentos de una sucesién de nimeros;
estos calculos los veremos en detalle, y con el lenguaje probabilistico correspondiente, en la
seccién 10.6); e incluso permiten entender de otra manera el principio de inclusén/exclusién
(y versiones més generales de él). Veamoslo.
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10.5.1. Calculo de sumas

Ya hemos visto como evaluar, mediante funciones generatrices, las sumas

n

En:k, k2

k=0 k=0

v los métodos utilizados nos permitirian calcular también la suma de los primeros cubos,
potencias cuartas, etc. Pero lo habiamos hecho aprovechando la forma especial de estas
sumas y el conocimiento de algunas propiedades de las funciones generatrices.

Veamos un procedimiento mas general: tratamos de obtener el valor de unos ntimeros a,
definidos a través de una suma
ap = E bin, -
k

Los by, son expresiones que dependen del indice de sumacién k y que podrian depender
también de n (incluso los limites de sumacién podrian depender de n). El procedimiento
general consta de varios pasos:

1. Construimos la funcién que genera los.a,: f(x) = Z anx";
n

2. que reescribimos como: f(z) = Z (Z b/m> z".
n k

3. Elsiguiente paso consiste eén intercambiar el orden de las sumas (probablemente habra que
tener cuidado con los limites de sumacién):

k n

4. Intentamos evaluar la suma interior y obtener una cierta funciéon, que probablemente
dependera de k; la'llamamos gg(x):

f@) =" gil).
P

5. Y ahora intentamos evaluar la suma de funciones y obtener asi una expresién para f(z).
6. El ultimo paso es, por supuesto, desarrollar en serie la funcién f(x) para obtener los
an, sus coeficientes.

n
EJjEmMpPLO 10.5.1 Clalculemos de nuevo la conocida suma a,, = Z k.
k=0

Llamemos f(z) a la funcién asociada,
(e o] [e.e] n
f(x):Zanx":Z< k)x”
n=0 n=0 k=0
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Ahora querriamos cambiar el orden de sumacién. Aqui estamos sumando primero en k, donde
0<k<nyluegoenn, con 0 <n < oo. Y queremos hacerlo en orden inverso: sumaremos
primero en n (y, por tanto, el indice n debera cumplir que £ < n < 00) y luego en k, con
0 < k < 0o. Obtenemos por el camino una serie de potencias que sabemos sumar:

k=0 n=k k=0

De nuevo esta serie de potencias es conocida, es la que obtenemos al aplicar z d/dx a la serie
bésica 1/(1 — x); asi que

[~ 1 1Y
kak: x( >: :1: 7 -
-z = l—z \l==z (1=2x)

Una vez obtenida una expresién explicita de f(z), la desarrollamos en serie de potencias (es
una de las que sabemos hacer):

w5 ()R (e n ()2 ()

1 1
k+ ) = M, como ya sabiamos. )

De donde deducimos que aj = ( 5 )

EjemMpPLO 10.5.2  Vayamos-ahora con la suma de los primeros n cuadrados.

Si llamamos a, = Y ., k%, consideramos la funcién generatriz f(z) asociada y seguimos los
pasos habituales:

flx) = ianx":iika":iinx"
n=0

n=0 k=0
> > x —|—:1c
— ]C2 l’k fL‘n_k ]{?2 k
kz_o nz_;c -z Z T 1l-z(1-x)3

Ahora sélo resta desarrollar f en serie de potencias:

f(z) = (:):+x2)§%<3§n>xnzi(?’;”)xwhri(34;”)3:%2
SR () 5 (1)

Tras unas cuantas simplificaciones, llegamos a que

" ~n(n+1)2n+1)
n — 6 bl
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nuestro bien conocido resultado. &

EJEMPLO 10.5.3  Calculemos las siguientes sumas (algo mds complicadas):

(o]
n+k —k
anzz<2k>2" ., n=0,1,2,...

k=0

Observemos que la suma llega, en realidad, hasta k = n, pero la presencia de los coeficientes
binémicos nos permite extenderla hasta infinito (y, de paso, nos facilita las cosas a la hora
de intercambiar érdenes de sumacién):

f(z) = ian 2" = i <§: <”2+kk> 2“) 2"

_ Z2"“Z<n+k)2%” Zz kz<"+’“> o

Queremos estimar la suma en n; si el coeficiente binémico tuviera 2k arriba, casi lo tendriamos,
porque conocemos el siguiente desarrollo (recordemos el ejemplo 10.1.4):

1 = (n+2k
—_— = (2x)".
(1 —2x)2k+1 ;0( 2k )

Serd cuestion de hacer que aparezca ese 2k arriba, y a ver qué pasa. Y pasa algo bueno:

= 2k~ 2k+n—k ek n—k=j
flz) = kzzoz k;( 5T )2:17 Z2’f ;< ol )(Qm) koo
[e'e} B (o'e) j+2]€ i (e’e} 1
- kz:;)Q k<2x)k;< 2% >(21’) _k:()xk (1_2:6)2]64—1
1S x F 1 1 1-2x
B (1—2x)kz_:_0<(1—2a:)2> _(1—235)1—@_(1—43;)(1—3:)'

Ya tenemos la expresién de f (la hemos escrito separando las raices del polinomio del nume-
rador). Sé6lo resta desarrollarla en serie, para lo que utilizamos fracciones simples:

o0

B 1—2x . 2/3 /3 2 o lem (2, 1 L,
f(”j)_(1—4x)(1—x)_1—4x+1—x_§;(4@ +§§J‘” _;<§4 +§>‘””'

Identificando los coeficientes de f como los a,, terminamos:

2 122t
O e
&
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10.5.2. Prueba de identidades

La idea de este uso de las funciones generatrices es también sencilla: tenemos unos ciertos
nimeros a, y otros b,, y queremos probar que, en realidad, son los mismos. Lo que haremos
es construir las funciones generatrices asociadas a cada una de las sucesiones: si probamos
que son la misma funcién, sus coeficientes han de coincidir. Veamos un ejemplo.

EjeMpPLO 10.5.4 Los niumeros de Fibonacci satisfacen la siguiente relaciomn:

Fh+F+--4+F,=F,2—1 para cada n > 0.

Esta identidad aparecia ya en el ejercicio 6.3.3 y, desde luego, se puede probar por induc-
cion y utilizando la ecuacién de recurrencia que satisfacen los ntimeros de Fibonacci, como
alli proponiamos.

Pero aqui lo haremos utilizando funciones generatrices. Recordemos que z/(1 — x — 2?)
es la funcién generatriz de los {F,}. Y ahora nos preguntamos por la funcién generatriz de
los niimeros b, = Fy + F1 + -+ + F},, la suma de los n primeros términos de la sucesiéon de
Fibonacci. Es sencillo obtenerla, basta multiplicar la de los niimeros de Fibonacci por la serie
bésica 1/(1 — x):

1 T
Fo+ Fi1+---+ F, = Coef, 7 -
l—-zl—-z—2x
., Cémo podemos escribir el miembro de la derecha, F;, 19 — 1, en términos de funciones gene-
ratrices? Con la ayuda de la Regla 3, podemos describir F,+2 como el coeficiente n—ésimo
de una cierta funcién, al menos si n > 2:

T 1 T 1+x
Fn+2 = Coefn+2 [m] 7 Coefn [P (m - (FO +F1117)>:| - COefn |:1 —35—562:|

En cuanto al 1, podemos interpretarlo como el coeficiente n—ésimo de la serie bésica. Asi lle-
gamos a que

1+ 1 T
F,10 —1 = Coef - = Coef .
" "ll—z—22 1-2z "1l -2 —22)(1—2x)
Quizds necesitamos comprobar por separado los casos n = 0 y n = 1; comprobariamos
asi que ambos miembros son el coeficiente n-ésimo de la misma funcién. Por tanto, son el
mismo ntumero. &

EseMpPLO 10.5.5 Otra identidad para los nimeros de Fibonacci.

La identidad a la que nos referimos es la siguiente:

n—=k k
pu— pu— > .
Fo E ( i ) g <n B k) para cada n >0

k>0 k>0
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La identidad de la izquierda ya la hemos visto en varias ocasiones; y obtuvimos una prueba
combinatoria en la subseccién 6.3.6. Por cierto, ambas sumas tiene un aspecto parecido,
aunque tiene intercambiados los indices de los coeficientes binémicos involucrados. Lo que
vamos a probar es que, en ambas sumas, estamos sumando los mismos coeficientes binémicos,
aunque en un orden distinto.

Por un lado,
x 1
F,+1 = Coefy 41 [71 - $2] = Coef,, [——1 o $2] .

Las sumas las abordamos a la manera de la subseccion 10.5:1. Escribamos primero las dos
siguientes funciones generatrices, que apareceran durante los calculos:

£0) - #£ 0 2L~ e
;(j) b= (1+ax)".

Notese la diferencia entre que el indice -de sumacion j esté arriba o abajo en el coeficiente
binémico.

Vamos con la primera suma:

@) = ii(”;") PSS (”;’“) Y'Y (’g) "

n=0 k=0 k=0 n=~k k=0 m=0
i L Ok 1 i 22 \* 1 1 1

= €T — = = .
— (1 = z)kt+l l—z = \1-x l—z1—-22/1—2) 1—x—22

Y para la segunda suma,

TC1e S AN EES 300 31 (L FECe o oY (i P

n=0 k=0 k=0 n=~k k=0 m=0
k k k
Zx (1+2) Z[x( +2)] l—-z(1—2) 1—xz—2?
k=0 k=0
Asi que las tres cantidades son, después de todo, la misma. &
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EJERCICIOS.

10.5.1 Sea a, el nimero de listas con simbolos {0,1,2,3} que tienen un nimero impar de ceros.
Probar que an4+1 = 2a, + 4™ para cada n > 1. Utilizando funciones generatrices deducir que a, =
L —2m)
5 .

Sugerencia. Definir b,, como el nimero de n-listas con {0, 1, 2,3} con un ndmero par (o cero) de
ceros. Clasificar las listas que cuenta a,, segtin el simbolo que lleven en la tltima posicion y utilizar
que todas las listas posibles son de un tipo (de las que cuenta a,,) o del otro (de‘las de b,,).

10.5.2 Consideremos la sucesion de nimeros (a,)22, que satisface la recurrencia:
100
ap = Ap—2 + n , n>2,

junto con las condiciones iniciales ag = 1 y a; = 100.

(a) Calcular la funcidn generatriz de esta sucesion.
(b) Calcular asoo-

Sugerencia. Para el segundo apartado, calcular una expresion para un a,, general; y luego evaluar
en n = 200.

Solucién. (a) f(z) = Ata)® (b) ago0= > (99) =29,

11—z =0 \j

1
10.5.3 Sea I, :/ x"erdr, n> 0.

0
(a) Obtener que I,, =e—nl,~y,n>1yquelp=e—1.
_1)n+1

' ,n>0.
n!

(b) Considerar J, definido por J, = (—1)"“711% y verificar que Jp, = J,_1 +

€

(¢) Obtener de (b) una férmula para J,, y deducir la correspondiente férmula para I, .

| Sugerencia. Para obtener la recurrencia, integrar por partes.

. o
Solucién. J, =1 Y7, (7]—1,)] , Iy =nl (=1)"* +en! 370, %

10.5.4 Para cada k > 0, llamemos b(n, k) al nimero de subconjuntos de {1,2,...,n} de tamano k
que no contienen enteros consecutivos. Probar que

b(n,k) =bn—2,k—1)+bn—1,k).
Sea Fi(x) la funcidn generatriz de los b(n, k) para cada k fijo. Hallar una recursion para Fy(x) y
deducir:

b(n, k) — (”_ZH).
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Sugerencia. Para la recurrencia de los b(n, k), distinguir, por ejemplo, entre los subconjuntos que
contienen a n y los que no. Para la recurrencia de las Fj(x) hay que tener cuidado con los indices
pequenos, k = 0, 1. El resultado es
1
F =
o(z) 1—x
x x? x
F = F, =
1(@) -2 1-2 o(@) (1—2)
72
Fi(z) = 1 Fr_1(x), sik>2.
Es facil entonces obtener que
1.2k}—1 1
F k>1 F &
k(x) (l_l‘)k_,’_la = 0( ) 1_x7
Y desarrollar las Fj(z) es ya sencillo.

10.5.5 Sea Up(x) =>,7, S(n,r)z™.

(a) Probar que U.(z) = aly_1(z) + raldy(z).

(b) Resolver la recurrencia y, utilizando fracciones simples, verificar que

T

1

T

i
U N — T _
o) =" 1Lz L1 g’
Jj=1 j=1
donde los coeficientes 7y; son
r—1
Wy —L

(d) Deducir de lo anterior la férmula de S(n,r).

‘ Sugerencia. Para el apartado (a), utilizar la recurrencia que satisfacen los nimeros de Stirling.

-n

Solucién.  S(n,r) =320 (—1)" =

> ..n
10.5.6 Sea S, (z) => 72, S(n,r)x". Probar que ¢S, (x) = Z Fxr.

r=0
Sugerencia. Usar el ejercicio anterior y considerar e=* Y 2 TT—:’ "

10.5.7 Sea b(n) el n-ésimo nimero de Bell, esto

es, el numero de particiones en bloques no vacios

del congunto {1,2,...,n}. Deducir de cualquiera de los dos ejercicios anteriores que
1 jn—l
b(n) = - - ,n>1.
P Dy

j=1

Sugerencia. Observar que b,, coincide con S, (1) (ver ejercicio anterior).
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10.5.8 Con la notacién del ejercicio anterior, y conviniendo que b(0) = 1, demostrar que

Z b;—?)m" =exp(e® —1).

n=0

Sugerencia. Utilizar la expresion para los niimeros de Bell del ejercicio anterior'e intercambiar
el orden de las sumas.

10.5.9 Fijemos un nimero natural m y definamos

w=X () e (G

Demostrar que a,, = b, para todo n > 1.

. . . 4 s . 1 m
Sugerencia. Probar que ambas sucesiones tienen la misma funcién generatriz, f(z) = %

10.5.10 Dadas dos sucesiones {a, }oey y {bs}ecy, demostrar que si para cada r > 0,

ay = Z <i> b, entonces, para cada’n > 0, b, = Z <TZ) (=)™ "y, .

s=0 m=0

Sugerencia. Escribir la funciéon generatriz de los a, y conseguir relacionarla con la de los b,,;
invertir luego esa relacién.

10.5.11 Consideremos la coleccion de todas.las aplicaciones de un conjunto X de n elementos en
un conjunto Y de n elementos. Demostrar que el nimero medio de elementos en la imagen de una
tal aplicacion es
n(n—1)"

n'I’L

n —

. . . 1
Y que, por consiguiente, paramn. grande ese numero medio es aprorimadamente n (1 —— .
e

‘ Sugerencia. Escribir el problema en términos de los {§;} que se vieron en teorfa. ‘

10.5.12 Resolver la-recurrencia a = ap_1 + Zf;ll a; + 1, para cada k > 2 (la condicion inicial es
a1 = 1)

Sugerencia. Observar que al intentar traducir la informacién de la recurrencia en la funcién
generatriz asociada, obtenemos una suma infinita de funciones, que afortunadamente sabemos
estimar.

Solucién. a, = % [(3-5-2_\/5)” _ (3—2\/5)"} .

10.5.13 Resolver la siguiente relacion de recurrencia (condicion inicial Ag =1):

An = ZkAn—k ,n>1
k=0
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Solucién. A, = ‘/§()+5 (372‘/5> - ‘@0’5 (3+2‘/5) .

10.5.14 Para cadan > 0, sea o, el nimero de listas de longitud n (con repeticion permitida) que se
pueden formar con los simbolos {a,b, c,d} de manera que haya un cantidad par de a’s 'y una cantidad
impar de b’s (y ninguna restriccion sobre el nimero de ¢’s o de d’s).

n!
(a) Comprobar que a,, = Z D) el (D (ral)

my +mg +m3+my =n

m1 par, mo impar

etr —1
4

(b) Deducir que g a—?x" =
n!
n=0

(c) Concluir que a,, = 4"~ para cada n > 1.

’ Sugerencia.
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