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Sucesiones y series






Capitulo 1

Sucesiones

1.1. Introduccidén a los niimeros reales

Una de las creencias, cuasi religiosa, sobre la que se asentaba la escuela pitagérica
era la creencia de que todas las cosas eran explicables en términos de propiedades
intrinsecas de los nimeros naturales y sus razones. Existen diversas teorias sobre el
descubrimiento de que esta creencia era falsa. Parece que la hipotesis mas plausible
es que se descubriese la existencia de nimeros no racionales a partir del Teorema
de Pitagoras (alrededor del siglo IIT a. de C.). Por este teorema, la diagonal de un
cuadrado de lado 1 es igual a V2. Pues bien,

e /2 no es un numero racional. Si lo fuese, podriamos encontrar naturales m y n
primos entre si tales que v/2 = 2. Por lo tanto, 2 = %2, de donde m? = 2n%. En
consecuencia, m es un numero multiplo de dos, pongamos m = 2k. En este caso,
n? = 2k? y, por lo tanto, n es también par lo que es imposible por la hipétesis inicial
de la coprimalidad de m y n.

Otro nimero bésico en la medida de figuras elementales, como es la relacion entre
la longitud de una circunferencia y su didmetro (el niimero 7) tampoco es racional,
aunque la demostracién de este hecho es muchisimo més reciente y data de 1770
(debida a Lambert).

Por lo tanto, para describir la realidad, en contra de la creencia pitagoérica, debemos
considerar la ampliacién del conjunto de los ntimeros racionales, @, resultando de
esta manera el cuerpo de los numeros reales, R. No nos ocuparemos de dar una
construcciéon axiomatica del cuerpo de los nimeros reales. Nos contentamos con
saber que los ntimeros reales se corresponden con los puntos de una recta en la que
se ha elegido un origen y una distancia unidad y que los nimeros irracionales, es
decir los nimeros reales no racionales, rellenan los huecos dejados por los nimeros
racionales en la citada recta. Podemos decir, en consecuencia, que los niimeros reales
que contienen a los racionales los completan.
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1.1.1. Orden

La correspondencia entre niimeros reales y puntos de una recta establece una relacion
de orden en R de modo sencillo:

a < b si, y sélo si, a estd a la izquierda de b

En forma andloga, se pueden dar definiciones semejantes para las expresiones habi-
tuales:

a>b, a<b, y a>0b.
Por ejemplo,
a > b si, y solo si, a estd a la derecha de b o es igual a b

Por otro lado, aunque no daremos definiciones de manera formal de momento, los
nimeros reales admiten dos operaciones entre ellos del mismo modo que los niimeros
racionales: suma y producto. Algunas propiedades que verifican estas operaciones
son las siguientes (propiedades que también se verifican para el caso de los nimeros
racionales):

Proposicién 1.1 (Propiedades de suma y producto en los reales) Sia, b y
¢ son numeros reales cualesquiera, se verifica:

1.- a+b=0b+a (Propiedad conmutativa de la suma).
2.- a+0=a (El 0 es el elemento neutro para la suma).
3.- (a+b)+c=a+ (b+c) (Propiedad asociativa de la suma,).

4.- Si a es un numero real cualquiera, existe otro niumero real, denotado por —a,
tal que a + (—a) = 0 (Todo real posee opuesto).

5.- a-b=0b-a (Propiedad conmutativa del producto).
6.- a-1=a (El 1 es el elemento identidad para el producto).
7-(a-b)-c=a-(b-c) (Propiedad asociativa del producto).

8.- Sia # 0, existe un nimero real, denotado por a™, tal que a-a=t =1 (Todo
real no nulo posee inverso).

9.- a(b+c¢) =ab+ac; (a+b)c = ac+ be (Propiedad distributiva)
10.- St ab= 0, entonces o a =0 ¢ b= 0.
Para finalizar esta breve introduccién a los ntmeros reales, estudiamos algunas

propiedades del orden en los reales y, en especial, su comportamiento frente a las
operaciones suma y producto:
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Proposicién 1.2 (Propiedades del orden en los reales) Sia, b, ¢ y d son ni-
meros reales cualesquiera, se verifica:

1.- Una y solo una de las siguientes desigualdades es cierta:

a<b, a>0b a=D>
2.-Sia<byb<c a<ec.
3-Sia<byc<d,at+c<b+d.

4.- Sia<byc>0, entonces ac < bc. Sia<byc<0, ac> be.

1.2. Valor absoluto y topologia de la recta real

Puesto que los ntimeros reales estan en correspondencia con los puntos de una recta
infinita y tenemos fijado una distancia unidad, cabe preguntarse como medir la
distancia entre dos nimeros reales. La primera aproximacion al problema es medir
la distancia de un nimero real al punto que hemos senalado como el origen (que se
corresponde con el 0). Esto se hace mediante el valor absoluto:

a sia>0
jaf = —a, sia<0
)

Por otro lado, dados ntimeros reales x1 y x5 la distancia entre ambos es:
d(x1, ) = |11 — 3| = |29 — 2]

Al igual que hicimos anteriormente con el orden, presentamos algunas propiedades
del valor absoluto haciendo hincapié en la relacién del mismo con respecto a las
operaciones suma y producto.

Proposicién 1.3 (Propiedades del valor absoluto) Sean a yb dos nimeros re-
ales cualesquiera. Entonces:

1.- |a| >0 y si|a] =0, entonces a = 0.

2.- | —al = |a| (El punto medio del segmento de extremos —a y a es el origen).
3.~ |a]* = a®.

4 lab] = fallt

5.- Seab>0; |a| =0 siy sdlo sia==+b
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6.- Seab>0; |a| <b siysdlosi—b<a<b
7.- Sea b>0; |a| > b siy sdlosia>boa<—b

8.- la+b| <la| + b (Desigualdad triangular)

De la propiedad 3 se deduce una Observacion que puede ser 1itil cuando se manejan
valores absolutos:

Observacién 1.4 El valor absoluto de a es la raiz cuadrada positiva de a?, es decir,

la| = +Va?

1.2.1. Notacién para intervalos

Ciertos subconjuntos de la recta real apareceran a menudo a lo largo del curso: los
intervalos. Definimos, por lo tanto, lo que entedemos por intervalo, tanto acotado
como no acotado.

Intervalos acotados o segmentos: Dados dos nimeros reales a < b, se define

la,b] :={x € R:a <z <b} Intervalo cerrado
[a,b) :={x € R:a <z < b} Intervalo semiabierto

iv) (a,b] :={xr € R:a <z < b} Intervalo semiabierto

Intervalos no acotados o semirrectas: Dados dos niimeros reales a y b, se define

(—o0,b) :={z € R: z < b} Semirrecta abierta
(a,00) := {zr € R: a < x} Semirrecta abierta
(

—00,b] :={x € R: x < b} Semirrecta cerrada

Nota: Obsérvese que oo nunca aparecen precedidos por [ o seguidos de | por cuanto
no son numeros reales. El simbolo (0,00) representa los ntiimeros relaes positivos,
mientras que (—oo, 0) representa los reales negativos. Asi, se tiene R = (—o0, 00).
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1.3. Swucesiones de numeros reales

Si a cada nimero entero positivo n le hacemos corresponder un ntimero real x,,, se
dice que los z,, forman una sucesion. Hablamos, por lo tanto, de un subconjunto de
numeros reales ordenados 1, xa, . .., Ty, ... A menudo, abreviamos escribiendo ().
Los nimeros que constituyen una sucesion se llaman términos de la misma.

Las sucesiones pueden definirse de diversas formas:

1) Explicitamente: dando algunos términos a partir de los cuales se puedan de-
ducir el resto. Por ejemplo,
2,3,—2,-3,4,5,—4,—5, ...

L " n—1 :
2) Dando el término n—ésimo: x, = , es decir,
n

3
iR

GV )

01
727

3) De manera recursiva, esto es, expresando un término en funcién de los ante-
riores. Por ejemplo:

xr = 1 = T2
Tyl = Tn + Tp_1, vn > 2

Puesto que la primera de las formas senaladas de describir una sucesion es ambigua,
siempre describiremos las sucesiones de forma explicita o recursiva.

A veces, conviene extender la definicién de sucesiéon permitiendo que la misma
comience con el término 0—ésimo, g, o incluso con el término segundo, tercero,... en
vez de con el primero. Por ejemplo, si consideramos la sucesién cuyo término general

es 5 tendriamos un problema con n = 3, por lo que convendra considerar que

n —

el primer término de la sucesion (—3) es el que se corresponde con n = 4.

En lo sucesivo, utilizaremos cierta terminologia asociada a las sucesiones que defini-
mos a continuacién:

Definicién 1.5 Sea (x,,) una sucesion de nimeros reales. Diremos que (z,,) es aco-
tada inferiormente si existe un nimero A tal que A < x,, para todo n y diremos
que es acotada superiormente si existe un numero B tal que z, < B para todo
n. Una sucesion acotada superior e inferiormente se dice acotada. Por otro lado,
también hablaremos de que (x,) es una sucesiones mondétona si es de alguno de
los siguientes tipos:
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a) creciente si para todo n, T, < Ty,
b) no-decreciente si para todo n, T, < T,i1,
c¢) decreciente si para todo n, T, > Tyi1,

d) y no-creciente si para todo n, T, > Tpyq.

Nuestro principal interés se sitia en establecer el concepto de limite de una sucesién.
En términos aproximados, se dice que una sucesién (z,) tiene limite L o converge
a L si los términos de la sucesién estan cada vez mas proximos a L a medida que
crece n. Tomemos, por ejemplo, la sucesion dada por:

n?+1
n?

Ty =

Intuitivamente, es claro que, a medida que crece n, el sumando 1 del numerador, al
tratarse de un cociente, “pierde peso” y, por lo tanto, la razén entre n? y n? + 1 es
mas parecida a 1. Esto es cierto, pues:

1

n®+1
2

Dicho de otro modo, la distancia entre x, y 1 puede hacerse tan pequena como se
quiera haciendo n suficientemente grande. Esta idea nos permite definir el concepto
de sucesién convergente:

Definicién 1.6 (Sucesién convergente) Se dice que una sucesion (x,) converge
a L o que tiene limite L, y se escribe limx,, = L, si:

Ve >0, dng tal que |z, — L| < & VYn > ny.

Ejemplo 1.7  a) Estudiar el limite de la sucesion dada por x, = a”

numero real tal que 0 < |a| < 1.

, ST a es un

Dado que “un ntmero menor que 1 que se eleva a potencias cada vez mas
altas se hace cada vez mas pequeno” no resulta dificil aceptar que el limite
de nuestra sucesion es cero. Un argumento més detallado puede darse como
sigue. Como 0 < |a| < 1, podemos escribir |a| = 1/(1 4 b) para algin real
b > 0, de modo que

1 1
—| | = —| | = (14+0)" =1+ nb+ términos positivos > nb
aTL a n

Asi pues, |a™| < 1/nby dado que la sucesién (1/nb) converge a cero, también
la dada.
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b)

n

- . ., 7 . a
Estudiar la convergencia de la sucesion cuyo término general es x, = —
n!

donde a es un numero real cualquiera.

Aunque no es del todo evidente, probaremos que limz, = 0. Para hacerlo,
supongamos que a > 0. Elegimos m entero positivo tal que a/m < 1/2y
escribimos b = a™/m!. Para cualquier entero n > m, escribiendo n = m + k,
se tiene:

an

k

a a a 1

0<—:b- . P <b —_
n! m+1 m+2 m+k (2)

k

Dado que la sucesiéon cuyo término general es b (% converge a cero, también

.7 7 . n
lo hace la sucesion cuyo término general es x, = .

Para el caso a < 0, hay que aplicar lo anterior y la Proposicion que sigue.

3n—1

sny- Probar que la sucesion es mondtona creciente, acotada y con-

Sea x,, =
vergente.

Probemos, en primer lugar, que la sucesién es creciente, es decir, que todo
término es estrictamente menor que su sucesor. Esto es, que =, < z,,1 para
3n—1 3n+1)—1 3n+2

todo natural n. Como x,, = Tpil = =
" Y Tm+1)+2 ™m+9

—_— debemos
T+ 2

probar que

3n—1 - 3n + 2
™ + 2 ™m—+9

o lo que es lo mismo que

(3n —1)(Tn +9) < (3n +2)(Tn + 2).

Operando, se llega a que la desigualdad anterior es equivalente a la desigualdad
13 > 0 que es evidentemente cierta. Por lo tanto, la sucesion es creciente.

Veamos ahora que la sucesion esté acotada. Es claro que todos los términos de
la sucesién son positivos, luego la sucesion estd acotada inferiormente por 0.
Asimismo, es obvio que para todo natural n, el numerador 3n —1 es menor que
el denominador 7n + 2, luego todos los términos de la sucesion estan acotados
superiormente por 1.

. .  Dividi
Veamos, finalmente, que la sucesién es convergente. Dividiendo numerador
y denominador de cada término de la sucesion por n, podemos reescribir la
sucesion como sigue:
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31

Ty =
7+

3

Como tanto 1/n como 2/n convergen a cero, parece que la sucesién dada es

convergente y su limite es 3/7. En efecto. La distancia entre un término de la
sucesiéon y 3/7 es

.’L’n—?

3‘_

3n — 1 3'_13 1

Tn+2 7| T Tn+2

distancia que se puede hacer arbitrariamente pequena haciendo n suficiente-
mente grande.

Las sucesiones que no convergen se clasifican en sucesiones divergentes y oscilantes:
Definicién 1.8 Sea (x,,) una sucesion cualquiera. Entonces,
» se dice que la sucesion (x,) diverge a 0o si:
VK >0, Ing=ne(K) t.q.n>ng =z, > K
» se dice que la sucesion (x,) diverge a —oo si:

VK >0, Ing=no(K) t.qn>ng =z, < —K

» se dice que la sucesion (x,) es oscilante si no es ni convergente ni divergente.

Ejemplo 1.9 » Las sucesiones cuyos términos generales son x, = (—1)"

e Y, = n’cosnm son oscilantes.

3'I’L

» Las sucesiones cuyos términos generales son r, = ¢e" e y, = ——————
27 + 1020

son divergente a oo.

Aunque la observacion que sigue es sencilla, conviene tenerla en mente:
Observacion 1.10 Eliminar o anadir un nimero finito de términos de una suce-

sion no modifica su cardcter.

Recogemos a continuacion una serie de propiedades de las sucesiones que damos sin
demostracion.
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Proposicién 1.11 Una sucesion (z,,) es convergente si, y solo si,
Ve >0, Ing =no(e) t.q. nym > ng = |2, — x| < €

Esta primera propiedad puede parafrearse como sigue: una sucesion es convergente
si, y sblo si, los términos de la misma estan tan cercanos entre si como se quiera
avanzando suficientemente en la sucesion.

Proposicién 1.12 Sea (x,) una sucesion. Entonces limz,, =0 <= lim|z,| = 0.

Proposicién 1.13 Sea (z,) e (y,) dos sucesiones de términos positivos tales que
Ty < Yn para todo n. Entonces, silimy, =0, se tiene que también (z,) converge a

0.

Proposicién 1.14 Toda sucesion convergente es acotada (El reciproco no es cier-
to).

Un ejemplo sencillo que muestra que el reciproco al resultado anterior no es cierto
estd dado por la sucesion ((—1)"). Es claro que la sucesién no es convergente y, sin
embargo, estd acotada.

Proposiciéon 1.15 Toda sucesion no-decreciente acotada superiormente es conver-
gente. Toda sucesion no-creciente acotada inferiormente es convergente.

En el siguiente ejemplo consideramos dos sucesiones convergentes cuyo limite es
idéntico. El limite de las mismas es el conocido como ntimero e, es decir, la base del
logaritmo neperiano.

Ejemplo 1.16 Consideremos las sucesiones dadas por

1 n
xn:(l—i——) e
n

1 1 1 1
=l gt
Probaremos que las dos sucesiones asi dadas son crecientes y acotadas superiormente

y que, ademds, tienen el mismo limite.

Para probar lo anterior, reescribimos la primera de las sucesiones como sigue

1 1) 1 1) [n—(n—1)] 1
xnzl_i_n.__i_m.__._..._i_n(n ) [n (n )]-—:
n 21 n? n! n"

1 1 1 1 2 —1
1l (1= )+ =(1==2)(1=2) (1= 2
2! n n! n n n
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Al pasar de x,, a ,,41 es facil ver que cada término posterior a 1+ 1 crece y, ademas

+ ’ )
se anade otro término, por lo que z, < x,.1. Ademds, una comparacion término a
término demuestra que x, < y,. Por otro lado,

?Jn§1+1—l—%+2—12+---—|-2n11 :1—1—2(1—2%) <3
por lo que z, < 3 para todo n. En consecuencia, la sucesién (z,) es convergente
al ser creciente y acotada superiormente. Su limite es el conocido como nimero e.
Por otro lado, es obvio que la sucesién (y,) es creciente y al estar acotada por 3
es convergente. Como z, < y, y el limite de la sucesion (z,) es e, el limite de la
sucesion (y,), digamos y, es mayor o igual que e. Falta ver que y < e, para poder
concluir que y = e. Para ello, basta considerar m < n y puesto que

xm:1+1+l 1_l +...+i 1_1 1_2 1_m—1
2! n n! n n n

Si hacemos tender n a infinito en la expresion anterior, manteniendo fijo m, es obvio
que el limite es ¥,,, luego y,,, < e para todo m, con lo que, y < e.

Terminamos el capitulo estudiando las propiedades del limite de una sucesién en
relacion con las operaciones aritméticas en los ntimeros reales.

Proposicién 1.17 (Operaciones y sucesiones)
1) Sea (x,) una sucesion de nimeros reales con limz, = L € RU {oco, —0c0} y
sea ¢ € R. Entonces,
lim(c-z,)=c-L
2) Sean (x,) e (y,) dos sucesiones con limzx, = L1 € R y limz, = Ly € R.

Entonces,

lim(x, + y,) = L1 + Lo

El resultado también vale si las dos series son divergentes a infinito o menos
infinito.

3) Sean (x,) e (yn) dos sucesiones con limz, = L; € R y limz, = Ly, € R.
Entonces,
lim(x, - yn) = L1 - Lo
4) Sean (x,) e (y,) dos sucesiones con limx, = L1 € R ylimz, = Ly € R\ {0}.

Entonces,

lim(z,/yn) = L1/ Lo
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Observacién 1.18 La Proposicion Jgunto al estudio realizado de las suce-
siones, nos permite definir de forma precisa qué es lo que se entiende por suma
y producto de numeros reales. En primer lugar, se tiene que todo niumero real es
limite de una sucesion cuyos términos son todos numeros racionales. Teniendo esto
en cuenta supongamos dados dos niimeros reales x e y. Consideramos dos sucesiones
de racionales (r,) e (y,) tales que limx, = x y limy, = y. Ahora, definimos como
x+y el limite de la sucesion (x, +yy,) y como -y el limite de la sucesion (x, - yp).
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1.4. Problemas propuestos

Problema 1.1 .- Demostrar que la suma de un nimero irracional y de un niimero
racional es irracional. ;Es cierto que la suma de dos niimeros irracionales es siempre
un numero irracional?

Problema 1.2 .- Encontrar, en cada caso, los x reales que verifiquen:

)52 <1 ii) 22 — 2| < 1 i) 7 < 22 — 12 < 4
iv) |z — 5| < |z + 1] V) |z + 8| < |3z + 4 vi) [2? — 62+ 8| <4 —=x
. o1 1 .

vil) Vz +2>x vill) — — <2 ix) 2|2z — 3| < |z + 10|

r 3r+1

Problema 1.3 .- Estudiar el caracter de cada una de las siguientes sucesiones y
calcular su limite en el caso de que exista:

n! n a\"
Tp = — xn:—n,aeR xn:(l——>,a€]R
n a n
T ) n cos(n! e")
Tp =N Sen — Tn, = N sen nmw Ty = ———>
n NLD
n 3
i  (n+1) B 5n’ — 2
In =1 L In = 77 2
nnt nt*—3n?+n—2

(=VRB+vR i :

Ty = Ty T, = N°Ccosnm
Vian + 3
5" 4 (=3)" — 3"

Problema 1.4 .- Utilizando la propiedad:

n® n?

124924 ... 2 4
+ 240t = ot

probar que:

1T k) 1
i3 (0) =5

Problema 1.5 .- Hallar el limite de las sucesiones:
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a) T, =/n (\/ n+a— \/ﬁ), donde a es un nuimero real mayor o igual que cero.

b) z,=n

4
(a + —) — a4] , siendo a cualquier niimero real.
n

¢) x, = Va"+ b", siendo a y b nimeros reales tales que 0 < a < b.

Problema 1.6 .- Demostrar que toda sucesién no-creciente de términos positivos
es convergente.

Problema 1.7 .- Utilizar el problema anterior para mostrar que cada una de las
siguientes sucesiones es convergente:

1-3-5---(2n — 1)

1] 2:4-6---(2n)
b) xnzﬁ[1_3,5...(2n—1)}
1] 2:4:6---(2n) ]
C) $n—ﬁ{1_3,5...(2n—1)1

Problema 1.8 .- Dada la sucesiéon cuyo término general es
1 1 1
n=1—=l1==)--(1=—=]),n>2
e (03) (1-5) - (3)

a) Probar que la sucesién es decreciente.

se pide:
b) Deducir que la sucesién es convergente.

c¢) Calcular el limite de la sucesion.

Problema 1.9 .- Repetir los apartados a) y b) del problema anterior con las suce-

siones
1 1 1
Yn = 1—§ 1—§ 1—E , n>2,
1 1 1
a=lmp)g)Uw) =2
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Problema 1.10 .- Sea (s,) la sucesién definida por:

{ S1 = 1

n

2 .

Spt1 = s: sin>1
" n+1"

Probar que dicha sucesion es convergente.

Problema 1.11 .- La sucesién

1, 1+ L 1+ L 1+ 1
) a 1> T ) «--
2 2+ 5 24 Ty
puede definirse de forma recurrente como sigue:
I = 1
Tpy1 = 1+ sin>1.

1+x,

Suponiendo que existe lim z,, = L, probar que L = v/2.



Capitulo 2

Series

2.1. Series: convergencia y divergencia

Siay,as,as,...,a,,...es una sucesion de nimeros reales, la expresion

Zai:a1+a2—|—---+an+---
i=1

se llama serie y los a,, se dicen sus términos. Sin embargo, esto, sin interpretaciéon, no
es mas que una expresion formal. Para dotar a esta expresion de sentido, construimos
la siguiente sucesién, denominada sucesion de sumas parciales:

n
S1 = a1, So = a1 + ag, ""S":E ag, - - -
k=1

Definicién 2.1 Una serie se dice convergente si la sucesion de sumas parciales es
convergente. Se dice divergente si la sucesion de sumas parciales es divergente y
oscilante si la sucesion de sumas parciales es oscilante.

Ejemplo 2.2

[e.e]
1) Analizar el comportamiento de las series geométricas, es decir, Y x™ con x €
n=0
R.
Estudiamos las sumas parciales de la sucesion para estudiar su convergencia.

La suma parcial n-ésima de esta serie estd dada por

1 — xn—&-l

Sp=14+x4+2>+ - 42" =
11—z

sixz # 1. Si|z| < 1, vemos que s, — 1/(1—x). Si |z| > 1 la serie no converge.

17
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2)

3)

4)

CAPITULO 2. SERIES

o
‘ , 1
Estudiar la convergencia de E _
n(n+1)
n=1
Para establecer la convergencia de esta serie basta escribir su término general
como sigue:

111

nin+1) n n+1

Esto nos permite escribir la suma parcial n-ésima como

YERE AN A S N S U
=12 23 n n+l) T a1

lo que hace que sea obvio que s, — 1. Cualquier serie cuya suma parcial
n-ésima se simplifica de esta manera para dar lugar a una féormula “cerrada”se
llama serie telescopica.

o0
. .. 1
Serie armonica: E —.
n=1 n

robaremos que la serie armonica es divergente. Para ello, sea m un entero
Prob 1 d te. P llo, t
positivo y elegimos n tal que n > 2™, Entonces:

NS T E SUNE S
Sn 273 gm+1
I o I TR (U (I L T B
- 2 3 4 5 8 2m 4 1 om+1
>1+2 1+4 1+ + 2™ = ( +1)1
2 1 8 gmi1 T g

Hemos probado que s,, es tan grande como queramos, por lo tanto la sucesién
de sumas parciales de la serie arménica es divergente.

[ee]
Series armdnicas generalizadas: Y —= con a € R.

n=1
Se puede probar que estas series convergen si a > 1 y divergen en el resto de
los casos. De algunas de estas series se conoce su sumaﬂ Por ejemplo,

o0

1

2
n
n=1

= 72 /6.

'E] uso de la palabra suma es abusivo. Es obvio que no podemos sumar todos los términos
de una serie. Lo que si podemos hacer, sin embargo, es calcular el limite de la sucesiéon de sumas
parciales. A ese limite, en el caso de que exista, es a lo que llamamos suma de la serie.
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0 —_1)nt1
5) Se puede probar que E L =1In2 H
n

n=1

oo xn
6) Serie exponencial: 5 —
n!

n=0

En el Ejemplo del Capitulo anterior, probamos que si x = 1 la serie
anterior suma e. En general, para cualquier nimero real x, la correspondiente
serie exponencial converge y se define

> n

X .__ x
e = E —
n!

n=0

Observacion 2.3 No se pueden aplicar alegremente las propiedades de las sumas
finitas a las series. Consideremos, por ejemplo, la serie 1 —1+1—-14+1—--- es

[o¢]
decir, E (—=1)™! que es una serie oscilante. Si agrupo términos de la serie como
n=1

sique:

1-D+1-1D+(1=1)+---

se obtendria que la suma de la serie es 0. Ahora bien, si lo hacemos asi

I+(1—D+1-1D)+1—=1)+-

obtendriamos como suma 1.

Antes de pasar a estudiar como saber si una serie dada es convergente o no, vemos
como se comportan las series con respecto a la suma y al producto con un niimero
real.

[e.9] oo

Proposicién 2.4 (Series y operaciones) Sean Y a, y Y b, dos series conver-
n=1 n=1

gentes de suma a y b, repectivamente. Entonces:

[e.°]

1) Sic es un nimero real, > c-a, =c-a
n=1

2) > (an+b,) =a+0b
n=1

&)

2Estamos ante otro abuso de notacién: Por un lado la expresién Y. a, hace referencia a la
n=1

sucesion de sumas parciales. Por otro, se refiere al limite de la sucesién de sumas parciales. Es

decir, la misma expresién designa a una sucesién y a su limite.
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En las dos préximas secciones veremos criterios para decidir si una serie dada es
convergente o no. Pero antes, una condicion necesaria para que se dé la convergencia
de una serie.

[e.9]
Proposicién 2.5 Si la serie Y a, converge, entonces lima, = 0.
n=1

Demostracion.— Basta considerar que a,, = s, — s,_1. Si la serie es convergente, las
sucesiones (s,) v (S,—1) son convergentes y con el mismo limite. Por lo tanto, se
sigue que lima,, = 0.

n

Dado este resultado, lo primero que debemos hacer si queremos saber si una serie es
convergente o no, es verificar si el término general de la misma tiende a cero o no.
Si el limite no es cero, sabemos que la serie no puede ser convergente. Si es igual a
cero, no podemos asegurar nada sobre su convergencia.

2.2. Criterios de convergencia: series de términos
positivos

Comenzamos con una pequena observacion:

Observacién 2.6 Suprimir o anadir un numero finito de términos en una serie,
no varia su cardacter. Por otro lado, es obvio que, en una serie, podemos eliminar
todos los términos nulos.

Por otro lado, para una serie de términos positivos, dado que la sucesion de sumas
parciales es creciente, se tiene que una serie de términos positivos es convergente i,
y solo si, la sucesion de sumas parciales estd acotada.

Estudiamos a continuaciéon algunos criterios que nos permiten decidir si una serie
de términos positivos es convergente o no. Los dos primeros consisten en comparar
la serie dada con una cuyo cardcter es conocido. En el tercer criterio, basta con
comprobar si cierta propiedad se verifica para el término general de la serie dada.

(o)
1.- Criterio de comparacion: Sean dadas dos series de términos positivos, > a, y
n=1

(o)
> b, tales que a,, < b, para todon > N (N un nimero entero positivo). Entonces,
n=1

o0 o0
1) Silaserie ) a, diverge, la serie > b, es divergente.
n=1 n=1

o0 o)
2) Si la serie ) b, converge, la serie ) a, es convergente.
n=1 n=1
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Para aplicar este criterio es obvio que tenemos que comparar la serie dada con una
cuyo caracter (es decir, si es convergente o no) conozcamos previamente.

Ejemplo 2.7 Estudiar la convergencia o divergencia de las series:

= 1
1.- —
Z Inn
n=2
La serie es divergente. Se puede comparar con la serie de término general 1/n.

“n—1
2.- Znn2

n=1

La serie es divergente. Se puede comparar con la arménica.

=1
I ;S”Jrl

La serie es convergente. Para verlo, basta compararla con la serie geométrica
de término general 1/3".

2.- Criterio de comparacion con paso al limite: Sean dadas dos series de

oo oo
L . , a

términos positivos, > a, y > b, tales que lim b—" = L € (0,00). Entonces, las dos
n=1 n=1 n

series tienen el mismo carécter.

Naturalmente, el mismo comentario hecho tras la introduccion del criterio de com-

paracion, es valido en este caso.

Ejemplo 2.8 FEstudiar la convergencia o divergencia de las series:

o0
1
L.- Z /13
= Vn®+3
Comparamos esta serie con la serie de término general 1/n
es convergente. Como

3/2 que sabemos que

I

n3+3

— = 1,
372

lim

la serie dada también es convergente.

o
2-) (Vn+1-+n)
n=1
Dado que el término general de la serie puede escribirse también en la forma

1
vVn+1++/n

que sabemos que es divergente. Como

comparamos la serie dada con la serie de término general 1/1/n
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Vnt+yntl 1
lim 1T =5
vn
la serie dada es divergente.
o0
3.- Criterio del cociente: Sea ) a, una serie de términos positivos, y sea L =
n=1

lim # = [ (L € [0, 00]). Entonces,
i) Si L <1, la serie es convergente.
ii) Si L > 1, la serie es divergente.

iii) Si L = 1, el criterio no dice nada.

Con respecto a los dos criterios anteriores, el criterio del cociente tiene la ventaja
de que no se requiere del conocimiento previo del comportamiento de ninguna serie
para aplicarlo.

Ejemplo 2.9 FEstudiar la convergencia o divergencia de las series:

0o 2
n
1.- Z; —
Aplicaremos, como en el ejemplo que sigue, el criterio del cociente.
n+1)>2
,  Qpy1 , ((n-i-l))! , (n + 1)2
lim = lim —; :lmQ—:(]
an, s n?(n+1)
Dado que 0 < 1, aplicando el criterio del cociente se concluye que la serie
converge.
o0 nn
2.- Zl —
(nt1)mt? n
Qp, . n+1)! , n " , 1
lim +1:hm(+})':hmu:hm<l+_> —e
Ay, o n" n

Dado que e > 1, aplicando el criterio del cociente se concluye que la serie
diverge.

Observacién 2.10 Todo lo dicho para series de términos positivos vale para se-

e}
ries de términos negativos. Si todos los términos de una serie »  a, son negativos
n=1
[e.e]

podemos aplicar lo anterior a la serie », —a, que es una serie de términos positivos.
n=1
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2.3. Convergencia absoluta

Consideremos ahora series de términos cualesquiera, es decir, series en las que los
términos de la misma sean tanto positivos como negativos. ;Qué hacer en este caso?
Una primera aproximacién serd remitirnos al caso ya estudiado de las series de
térrminos positivos: para ello, bastara con tomar el valor absoluto de los términos
de la serie. Esta idea da lugar a lo que se conoce como convergencia absoluta.

Definicién 2.11 (Convergencia absoluta) Se dice que una serie ) a, es abso-
n=1

o
lutamente convergente si la serie Y |a,| es convergente.
n=1

Naturalmente, convergencia y convergencia absoluta son lo mismo en el caso de
series cuyos términos sean siempre positivos o siempre negativos. Tan sélo pueden

ser conceptos distintos si la serie tiene términos tanto positivos como negativos.
. Qué relacion hay entre convergencia y convergencia absoluta?

Proposiciéon 2.12 Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Sin embargo, los dos conceptos no son el mismo, es decir, hay series convergentes

o0
—1)"
pero no absolutamente convergentes. Por ejemplo, la serie E (—) es convergente
n
n=1

pero no absolutamente convergente.

En general, cuando estudiemos el cardcter de una serie de términos cualesquiera,
nos conformaremos con estudiar la convergencia absoluta de la misma. Si es absolu-
tamente convergente, sera convergente. Si no lo es, nos quedaremos con la duda de
su convergencia. Asi lo haremos en general, salvo en el caso de la series alternadas,
es decir, series en las que los términos alternan lo signos. Para éstas, disponemos de
un criterio muy sencillo de aplicar:

Proposicién 2.13 (Criterio de Leibniz para series alternadas) Sea (a,) una

o

sucesion de términos positivos y > (—1)""ta, la correspondiente serie alternada.
n=1

Entonces, si:

a) La sucesion (a,) es no-creciente y

b) lima, =0,

la serie es convergente.
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2.4. Series de potencias

Una serie de potencias es una serie de la forma

oo

Zan(x—xo)” = ag + a1 (z — 20) + ag(x — 3)? + - + an(x — 20)" + - - -

n=1
donde los coeficientes a,, son constantes, x es una varibale y xg es un nimero real
fijo conocido como centro de la serie de potencias. En otros términos, se dice que la
serie esta centrada en xy. Un ejemplo, quizds el més sencillo, de serie de potencias
que ya hemos tratado es el de las series geométricas:

o

Zm":1+x+x2+x3+~'

n=0
que sabemos que converge si |x| < 1 y no converge para |x| > 1. En general, una
serie de potencias cualquiera serda convergente para ciertos x y no serd convergente
para otros. La primera pregunta que nos plantearemos sera, por lo tanto, como saber
para qué valores de x la serie de potencias converge y para cuales no.

A veces una serie de potencias tiene como suma una funcién conocida. Por ejemplo,
la suma de la serie geométrica es igual a 1/(1 — z) si || < 1. Sin embargo, en
general, no hay razén alguna por la que podamos identificar la funcion definida
por una serie de potencias. En tal caso, surgen preguntas sobre las propiedades
de la funcién asi definida. Por ahora, no trataremos las cuestiones referentes a las
funciones definidas por series de potencias sino que lo dejaremos para més adelante.
En lo que resta de Capitulo, trataremos de ver como saber para qué valores de x
converge o no una serie de potencias.

En primer lugar, dos ejemplos extremos:
[e.@]

La serie de potencias »_ n"a™ converge unicamente para x = 0, mientras que la
n=1

oo
. n . .
serie > %: converge para todo x. Tenemos, por lo tanto, que una serie de potencias
n:
n=1
puede converger unicamente para el centro (todas lo hacen) o para cualquier niimero
real. Estos son los dos extremos. Como ejemplo intermedio, podemos considerar el
caso de la serie geométrica que converge en el intervalo |x| < 1y no converge en el

resto.

El estudio del conjunto de puntos para los que una serie de potencias converge se
basa en los dos resultados que siguen y que no demostraremos.

o0

Lema 2.14 Si una serie de potencias, Y a,(x — xo)", converge en x1, x1 # To,
n=1

entonces converge absolutamente para todo x tal que |x — zo| < |x1 — . Si diverge

en x1, entonces diverge para todo x tal que |v — zo| > |x1 — x0).
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o0

Proposicién 2.15 Dada una serie de potencias, Y a,(x — x)", sélo una de las
n=1

siguientes condiciones es cierta:

i) La serie converge tinicamente en x.
ii) La serie converge para todo nimero real.

iii) Eriste un numero real R positivo tal que la serie converge para todo real x tal
que |xr — xo| < R y no converge en los x que verifican |v — xo| > R.

La Proposicién [2.15] sugiere la siguiente definicion

Definicién 2.16 (Radio de convergencia) En las mismas condiciones que en la
Proposicion se define radio de convergencia de la serie de potencias centrada
en xg como O st la serie converge unicamente en Ty, como oo si converge para todo
numero real y R si la serie converge para todo real x tal que |x — xo| < R y no
converge en los x que verifican |x — xo| > R.

Ahora surge la pregunta obvia: ;Como calcular el radio de convergencia? Hay una
formula sencilla para el radio de convergencia R que es la siguiente

Qn,

R =1im

, (2.1)

Qp+1
suponiendo que este limite exista y permitiendo que valga co. Esto se deduce direc-
tamente del criterio del cociente, puesto que la serie converge absolutamente, o no,
segin que el nimero

n+”

, |an+1($ - 1‘0) _ |ac _z

lim
|an(z — )|

sea menor o mayor que uno, esto es, dependiendo de que

An+1

lim

n

Qn

|z — x| < lim o |z —zo| > lim

Ap+1 Ap+1

lo que prueba [2.1]

Ejemplo 2.17 FEstudiar el intervalo de convergencia de las series de potencias:

|i~2

)

S n

i) 27
n=1
En primer lugar, calculamos el radio de convergencia, R, de la serie de poten-
cias aplicando la férmula 2.1}

12
T G )

1
7L2
1
1) "
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ii)

iii)
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Por lo tanto, la serie converge para todo = € (—1,1) y no converge si |z| > 1.
Queda por ver qué ocurre para x = —1y z = 1:

o0
e Siz =1, laseric es ) -5, que es convergente

n=1
o0 1"
e Six = —1,laserie queda ) %, que es una serie alternada. Aplicando
n=1
el criterio de Leibniz (Proposicién [2.13)), se concluye que esta serie es

convergente.

Resumiendo, el intervalo de convergencia de la serie de potencias dada es:
L_171]

)
n+2
3’I’L
n=1

x?’L

Como antes, calculamos primero el radio de convergencia:

n+2
" ni2 3(n+2
R =1fm — lfm -2 = If St _g
(i1 3T n+3

Asi pues, la serie converge para todo z € (—3,3) y no converge si |z| > 3.
Queda por ver qué ocurre para x = -3y x = 3:

o
e Siz =3 laserie es Y (n+2), que es, obviamente, divergente.
n=1
(o ¢]
e Si x = —1, la serie queda > (—1)"(n + 2), que es una serie que no
n=1
converge: el limite del término general de la misma no es cero.

En resumidas cuentas, el intervalo de convergencia de la serie de potencias
dada es: (—3,3).

o0

> #1(95 —2)".

n=1

De nuevo, calculamos primero el radio de convergencia:

1

L 9

— lm L S
n-+1

R =lim 1.

1
n+2

an+1

De este modo, sabemos que la serie converge para todo x € (1,3) y no converge
si |z — 2| > 1. Queda por ver qué ocurre para xz =1y x = 3:
(=Hn

o.]
e Si x = 1, la serie que se obtiene es ) ~—¢-, es decir, la serie arménica
n=1

alternada que es convergente.
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iv)

e Siz =3, la serie queda Y

n=1

1 .
7, que es una serie que no converge.
Resumiendo, el intervalo de convergencia de la serie de potencias dada es:
[1,3).

o0
> (-1

2n)!
= (2n)
Tal cual esta escrita la serie de potencias, no podemos aplicar la formula para
el calculo del radio de convergencia, ya que todos los términos impares de la
serie son nulos. Esta dificultad, sin embargo, se soslaya poniendo z = 2. De

esta forma, podemos reescribir la serie dada como Z( " (z . Ahora si que
n=

podemos calcular el radio de convergenma usando la férmula obteniendo

que el radio de convergencia de la serie Z (—1)" (QZ 5 es infinito, lo que implica

que la serie Y (—1)"% (2 ),
n=0

para todo nimero real x. De hecho, para todo real x, Z(—l)"{%, = CoST
n=0

como veremos en el Capitulo [4
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2.5. Problemas propuestos

Problema 2.1 .- Determinar si las siguientes series son convergentes o divergentes:

= nl = 2" = 1++n
1);(%2)' Q)T; il );(n+1)3—1

segun los valores de los nimeros reales a y b. Sumar la serie en los casos en que se
pueda.

Problema 2.3 .- En caso de convergencia, sumar la serie:

[e.9]

n+1

Problema 2.4 .- Calcular la suma de las series de término general a,,, con n > 0:

i) a, = Zx

2n
n! :

Problema 2.5 .- Estudiar la convergencia o divergencia de cada una de las si-
guientes series:
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Problema 2.6 .- Estudiar la convergencia de la serie:

[e.e]

~ am(n+1)

segun los valores de a € R. Sumar la serie en los casos en que sea convergente.

Problema 2.7 .- Calcular el intervalo de convergencia de cada una de las siguientes
series de potencias:

1)2_;4%33” Z)Z_gn!x” 3)2_;7::4

G ( n - 2 . .n
4)2 ni/son © 5) Inn G)Zn v
2 n=0
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Capitulo 3

Funciones reales de variable real:
Limites

3.1. Limite en un punto de una funcién

3.1.1. El concepto de funcién

La mayor parte de magnitudes de nuestro entorno no son constantes. Por ejemplo, la
presion arterial de una persona depende del instante ¢ de tiempo en que sea medida,
la gasolina consumida por un coche depende de la distancia recorrida y de otros
parametros,... Pues bien, cuando a un valor x € D de una variable x le corresponde
un unico valor de otra magnitud y, diremos que y es funcién de la variable x con
dominio de definicién D(f) := D. Suele denotarse por y = f(x) tal correspondencia.
La regla f que asigna a * — f(x) se denomina funcién. Esta regla puede plasmarse
mediante una representacion grafica.

Definicién 3.1 Una funcion real de variable real es una aplicacion de un cierto
subconjunto D C R en R. Al subconjunto D se le llama dominio de f y al conjunto
imagen, recorrido de f.

Observaciéon 3.2 Dos funciones son iguales si y solo si:
1.- f y g poseen el mismo dominio D.
2.- f(z) = g(x) en cualquier punto x de D.

Mientras no se especifique el dominio, se entiende que éste es el mayor subconjunto
de R en el que la funcion esta definida.

Ejemplo 3.3 1.- f(z) = Z£L. D(f) =R\ {3}

2.- g(x) =In (i—f}) D(g) = (=00, —1) (1, 00)
3.- h(z) = \/ i P(h) = (=00, =3) U(-2, —1] U1, o0)

33
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3.1.2. Operaciones entre funciones

Dado que las funciones toman como entradas nimeros reales y devuelven ntimeros
reales, podemos definir dentro de las funciones operaciones tales como suma y pro-
ducto.

Definicién 3.4 Sean f: Dy — R y g: Dy — R dos funciones reales de variable
real. Entonces, se define la suma de f y g y se denota por f+g a la funcion definida
en el dominio Dy N Dy dada por (f + g)(x) = f(x) + g(x). Andlogamente, podemos
definir la funcion producto de f por g, f-g, como la funcion definida en Dy N Dy por
(f-9)(x) = f(x)-g(x) o la funcion cociente de f por g, f/g, como la funcién definida
en la interseccion de Dy y Do\{x € Dy : g(x) = 0} y dada por (f/g)(z) = f(z)/g(x).
Finalmente, si la itmagen de g estd contenida en el dominio de f, podemos definir
la composicion de f con g, denotada por f o g, como (fog)(x)= f(g(x)).

Las operaciones suma y producto entre funciones heredan las propiedades de la suma
y producto de niimeros reales: la suma y el producto son operaciones conmutativas,
asociativas y poseen la propiedad distributiva. Sin embargo, la composicion si es
asociativa pero no es conmutativa. Por ejemplo, sean f(z) = z* y g(z) = z + 1.
Entonces (f o g)(z) = (z + 1), mientras que (go f)(z) = 2? + 1.

3.1.3. Limite de una funcién en un punto.
La velocidad como limite

El limite de una funcién en un punto sirve para estudiar el comportamiento de la
funcion cuando la variable se va acercando a un cierto niimero. Es en este sentido
en el que se habla del limite como un concepto “local”’por cuanto solo estamos
interesados en saber lo que ocurre con la funciéon muy cerca del punto. Para ilustrar
estas consideraciones consideremos el siguiente ejemplo:

Un cuerpo en caida libre y sin resistencia del aire recorre s(t) = 4, 9t? metros en ¢
segundos. Galileo (1564-1642) ya conocia que el espacio recorrido en las condiciones
anteriores era proporcional al cuadrado del tiempo. ;Como calcular la velocidad de
un movil en el instante de tiempo ¢t = 27

La velocidad media 9(t) del cuerpo entre el instante ¢ = 2 y otro instante de tiempo
t cualquiera viene dada por:

sty —s(2) 4,9t —4)
e

Es razonable pensar que cuando ¢ se va haciendo mas préximo a 2, la velocidad
media anterior se va acercando a la velocidad instantanea del mévil en ¢t = 2. Dicho
de otro modo, la velocidad instantanea del cuerpo en t = 2 es igual a
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4,9(t* — 4)
lim o(¢) = lim ———+—=
Aunque este ejemplo parezca muy sencillo, de hecho (con las simplificaciones que esta
afirmacién conlleva) éstas, a nuestro ojos simples consideraciones sobre la velocidad
instantanea, son las que prepararon el terreno y motivaron el origen del calculo
infinitesimal desarrollado por Newton y Leibniz.

Definiciéon de limite

El ejemplo de la velocidad nos indica una forma, llamémosla informal, de definir el
concepto de limite:

La notacion

lim f(z) =L

Tr—cC

se lee “el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ es L” y significa que los valores de f(x)
se aproximan tanto a L como se quiera, eligiendo x lo suficientemente prorimo a c
y siendo distinto de c.

Esta nocion intuitiva de limite es, ciertamente, poco rigurosa por cuanto no hemos
precisado lo que entedemos por “los valores de f(z) se aproximan tanto a L como se
quiera” o “eligiendo x lo suficientemente proximo a ¢”. Intentemos, pues, trasladar
esta idea a una notacion matematica despejando las ambigiiedades senaladas:

En primer lugar, supongamos que alguien me precisa que quiere que los valores de
f(z) estén a distancia menor que € (por supuesto mayor que cero) de L. Por lo tanto,
se debe tener

[f(x) = L] <

En tal caso, lo que deberé hacer es situarme lo suficientemente cerca de ¢ sin estar
en c¢ de tal forma que esto se verifique. Dicho de otro modo, deberé encontrar § > 0
de tal forma que si x estda a distancia menor que d de ¢ y = # ¢, se verifique
|f(x) — L| < e, es decir, debo ser capaz de encontrar § > 0 tal que:

lt—c|<d yax#c =|flr)-L|<e.

Lo tnico que queda por hacer es interpretar el "tanto como se quiera”. Esto sera posi-
ble si puedo encontrar un 0 para cualquier ¢ dado. En consecuencia, podemos dar
una definicién precisa de limite:

Definicién 3.5 Se dice que la funcion f posee limite en c y es igual a L y se escribe

lim f(x) =L

xr—c
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St

Ve >0, 3d(c,e) >0 tal que 0 < |z —c| <d(c,e) implica |f(z)—L| <e

En la definicién de limite anterior, observemos que se considera tanto lo que ocurre
a la derecha como a la izquierda del punto c. Si consideramos sélo el acercamiento
por la derecha o por la izquierda se obtienen los conceptos de limite por la derecha
y por la izquierda.

Definicién 3.6 Se dice que la funcion [ posee limite por la derecha en c y es igual
a L y se escribe

lim f(z)=1L

r—ct

St

Ve >0, 3d(c,e) >0 tal que 0 <x—c<d(c,e) implica |f(x)—L|<e

Definicién 3.7 Se dice que la funcion f posee limite por la izquierda en ¢ y es igual
a L y se escribe

lim f(x) =L

T—cCc™

St

Ve >0, 3d(c,e) >0 tal que 0 <c—x <d(c,e) implica |f(x)—L| <e

Observacion 3.8 La existencia de limite de f en un punto ¢ implica que la fun-
cion estd acotado en un entorno reducidcﬂ de c. Intuitivamente es claro, por cuanto
lim f(z) = L quiere decir que acercandome suficientemente a c, los valores de f(x)
xr—cC

estdn cercanos a L. De manera rigurosa, si lim f(z) = L
Tr—cC

36 tal que 0 < |z —¢| <0 = |f(x) — L| <1,
es decir, L—1< f(r) < L+1siz € (c—0dc+0).

Un entorno de un ndmero real ¢ es un intervalo abierto que tiene a ¢ como centro, es decir,
cualquier intervalo de la forma (¢—d, ¢+ 40) con § un niimero real positivo. Un entorno reducido de ¢
es un entorno de ¢ excluyendo el punto ¢, es decir, cualquier conjunto de la forma (¢ —d,c+9)\ {c}
para cualquier § ntimero real positivo.
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Ejemplo 3.9 1.- Probemos, usando la definicion, que h’r% 2?2 =4.

Hemos de ver que si me dan € puedo encontrar un J, que dependerd de ¢, de
tal forma que 0 < |z — 2| < ¢ implica |z? — 4] < e. Ahora bien, |2? — 4| =
|z = 2||lz+ 2| < (4+ |x —2])|x — 2] y, por lo tanto, si |z — 2| < 1, se tiene
|22 — 4| < 5|z — 2|. Asi pues, si me dan ¢ puedo tomar 6 = min{1, £}.

2.- 5 Qué ocurre con lim % 2
z—0 T

Cuando x se acerca a 0, :712 se hace cada vez mas grande. Si pensamos en la
observacion inmediatamente anterior, esta claro que z% no tiene limite en cero.

3.- ;Qué pasa con la funcion f(z) = sen (#) cuando x tiende a 07

La funciéon no posee limite en 0. Por muy cerca que nos situemos de cero es
imposible que los valores de la funcién se acerquen a un nimero concreto ya
que la funciéon toma todos los valores entre —1 y 1.

4.- Sea
2 4+3r—2 six>0
fla) = { —3, six <0
En este caso, se tiene que 1fm+ f(x)=—=2y lim f(x) =0y, por lo tanto, no
z—0 z—0~

existe el limite de f en 0.

Proposicién 3.10 El limite de una funcion f en un punto c existe si, y solo si,
existen los limites a derecha e izquierda de f en ¢ y son iguales.

Si en el caso de una funcién los valores de la misma cuando nos acercamos a un

punto ¢ se pueden hacer tan grandes como se quiera, se dice que la funcién diverge

a 0o en ¢y se escribe lim f(z) = oco. Del mismo modo, si los valores se hacen tan
Tr—cC

grandes en valor absoluto como se quiera al acercarse a ¢, pero con signo negativo,
se dice que la funcién diverge a —oo en ¢ y se escribe lim f(x) = —oo. En términos
r—c

formales,

Definicién 3.11 Una funcion f(z) se dice que diverge a oo en ¢ y se escribe
lim f(x) = oo si, y sdlo si,

r—cC

VM >0, 36 >0 talque 0< |z —¢|]<d = f(x) > M

Una funcion f(x) se dice que diverge a —oo en ¢ iy se escribe
lim f(x) = —o0 si, y sdlo si,

r—cC

VM >0,30>0 talque 0< |z —¢|] <d = f(z) < —M
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Propiedades de los limites

Proposicion 3.12 Sea ¢ un niumero real tal que las funciones f y g tales que

lim f(z) =L e R y lim f(z) =Ly € R.

r—cC xr—cC
Entonces,

i) limk =k

r—cC

i) limx = ¢

r—c

ii) 1t (o f (x) + Bg(x)) = aLy + ALy

w) 1 f(x)g(x) = LiLy

r—cC

' (o f@) L
U) SZLQ?AO, }clilll:m—[/—;
Por otro lado, en algunas ocasiones (luego se vera un ejemplo) la siguiente propiedad
(conocida como regla del sandwich) puede ser de interés:

Si, en un cierto intervalo de centro c, se tiene

g(x) < f(z) < h(z) y limg(z) =lmh(z) =L

r—cC r—cC

entonces lim f(x) = L

r—C

Asintotas horizontales

Hasta ahora, nos hemos conformado con estudiar los valores a los que tiende una
funcién cuando nos acercamos a un punto. Cabe preguntarse cémo se comporta una
funcion dada cuando la variable se mueve “infinitamente a derecha o izquierda. Por
ejemplo, la funcion

1'2

fw) = 2+ 3

cuando x se hace muy grande siendo positivo, va tomando cada vez valores méas
proximos a 1. Esto se escribe

lim f(z) = 1.

T— 00
Del mismo modo, cuando x se hace muy grande en valor absoluto y negativo, le
ocurre lo mismo. Esto se escribe

lim f(zx)=1

r——00
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Definicién 3.13 Sea f(z) una funcion definida en un entorno de ooﬂ Se dice que
el limite de la funcion en infinito es L y se escribe lim f(x) = L si, y sdlo si,

Ve >0, 3R >0 talque > R= |f(z)—L| <e

Sea f(x) una funcion definida en un entorno de —ooE|. Se dice que el limite de la
funcion en menos infinito es L y se escribe lim f(x) = L si, y sdlo si,

Ve>0, dR >0 talque 2 < —R=|f(z) — L| <¢

Hasta aqui, hemos visto qué quiere decir que el limite de una funciéon en un punto
sea finito, oo 0 —oo y en la definicion anterior qué significa que el limite en oo o
—o0 sea finito. Queda por precisar qué quiere decir que el limite de una funcién en
00 0 —00 sea infinito o menos infinito.

Definicién 3.14 Sea f(z) una funcion definida en un entorno de co. Entonces, se
dice que el limite de la funcidn en infinito es infinito y se escribe lim f(z) = oo si,
Tr—00

y solo si,

VI'>0, 3R >0 talque © > R= f(z) > T

Sea f(z) una funcién definida en un entorno de co. Entonces, se dice que el limite
de la funcion en infinito es menos infinito y se escribe lim f(z) = —oo si, y solo si,

Tr—00

VI'>0, 3R >0 tal que + > R = f(z) < -T

Sea f(x) una funcién definida en un entorno de —oo. Entonces, se dice que el limite
de la funcién en menos infinito es infinito y se escribe lim f(x) = oo si, y sdlo si,
r——00

VI'>0,dR >0 tal que v < —R= f(z) > T

Sea f(z) una funcion definida en un entorno de —oo. Entonces, se dice que el limite
de la funcion en menos infinito es menos infinito y se escribe lim f(x) = —oo si,
r——00

y solo si,

VI'>0, 3R >0 tal que 2 < —R = f(z) < —T

2 Se dice entorno de infinito a cualquier intervalo de la forma (a,00) con a un ntmero real
cualquiera.

3 Se dice entorno de menos infinito a cualquier intervalo de la forma (—o0,b) con b un nimero
real cualquiera.
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Calculo de limites sencillos
1.- Limites de funciones polinomicas

Se ve facilmente, de las propiedades de los limites que, si P es un polinomio,

lim P(z) = P(c) para cualquier ¢ € R.

r—cC

2.- Limites de funciones racionales

Sea f(x) = QE ; con Py @ polinomios. Si Q(c) # 0, se tiene

i D@ _ PO
Q@) QM)

Si Q(c) = 0, podemos poner P(z) = (x—c)"Pi(z) y Q(x) = (z —¢)"Q1(z) con n,m
nimeros naturales y Pi(c) # 0y Q1(c) # 0. Se tiene:

C

P@) _
 Jim 56 = 0

L fen P@) _ Pi(e)
Sim =mn, lim 505 = 570

s Sim < n, la funcién diverge.

Ejemplos

25 —224 4223 — 422452 —2

= lim r3—22—2+1

rz—1
(x =132 +2+2)ya®—22—2z+1=(z—1)>*x+ 1), por lo que el limite
que queremos calcular es igual a 0.

. En este caso, se tiene 2° — 22* 4+ 223 — 422 + 51 — 2 =

2245246

L L T s R

T——

En este caso,

, 22+ 52+ 6 , (x +2)(z + 3)
lim = = lim =
r——2 441023 + 2522 + 122 — 12 a——2 (z + 2)%(z — 3)(x + 1)

~ lim r+3
a2 (x4 2)(z - 3)(z+ 1)

Teniendo en cuenta los signos de la funcién se tiene

a0 — 20t + 243 — 422 + 5 — 2

it = —
x—}I—%_ w—ax2—r+1 oy
L 20 =20t 223 — 42?4+ 5 — 2
lim = 00

Po— d—x2—x+1
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3.- Cdlculo de limites por racionalizacion

-2
lim Ve

z—4 1 —4

En el caso de este limite, multiplicando numerador y denominador por \/x + 2, se
tiene
Vo —2 r—4 , 1

1
:1, :1 _— =
e—4 x—4 mlg}l(x—4)(\/5+2) xlgzli\/EJrz 4

senx

4.- Un ejemplo algo mas complicado : lim =1

z—0 I

Probaremos que ll'm+ = 1 ya que la prueba de que el limite por la izquierda es
0

Tr—

sen x
x

cero es similar. Mediante argumentos geométricos se puede probar que para cualquier
x € (0,7/2) se tiene:

1
<
senx  CcosT
1

cosx <

Ahora, como lim cosx = 1y lim —— = 1, aplicando la regla del sandwich, se

z—0+t z—0+ €O
) , ,  senw
deduce que lim =1y, en consecuencia, que lim =1.
z—0+ sen x a—0t T

3.2. Continuidad

3.2.1. Definicion de continuidad y primeras propiedades

Empezamos hablando de continuidad en un punto. Puede parecer extrano, pero no
lo es tanto si pensamos en la discontinuidad en un punto.

Definicién 3.15 Una funcion es continua en un punto c silim f(x) = f(c).

r—cC

Algunas observaciones sobre la definicion: En primer lugar, notemos que implicita-
mente se supone que :

= La funcion estd definida en ¢ y ademas en un cierto entorno de c.

» Fxiste el limite de la funcién en c.

Por otro lado, si f es continua en ¢ esto quiere decir que la diferencia entre f(z)
y f(c) es muy pequena siempre que x esté muy cerca de c. Geométricamente, esto
implica que los puntos (x, f(x)) se van acercando a (¢, f(¢)) cuando = se acerca a c,
lo que garantiza que la grafica de f no presenta fracturas en (¢, f(c)).
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En otro orden de cosas, se puede hablar de continuidad por derecha e izquierda en la
forma obvia. Basta, para ello, sustituir en la definicion limite por limite a la derecha
o a la izquierda.

{Cuando es una funcion discontinua en un punto c?

» El limite en ¢ existe, pero no coincide con f(c). Esta discontinuidad se dice
evitable. Ejemplo:

2
-9
f(x):g;—|—3 en ¢=—3

= Los limites laterales en c¢ existen, pero son distintos. Discontinuidad de salto

= El resto de posibles discontinuidades se dicen de segunda especie: alguno de
los limites laterales no finitos o funcién oscilante en el punto.

Definicién de continuidad en un intervalo: Se dice que la funcion f es continua
en (a,b) si es continua en todos los puntos del intervalo. Si ademds [ es continua por
la derecha en a, se dice que f es continua en |a,b). Andlogamente, f es continua en el
intervalo (a,b] si es continua en (a,b) y continua por la izquierda en b. Finalmente, f
es continua en |a, b si es continua en (a,b), continua por la derecha en a y continua
por la izquierda en b.

De las propiedades de los limites se deduce el comportamiento de la continuidad
frente a las operaciones entre funciones.

Proposicién 3.16 (Continuidad y operaciones entre funciones) Sean f y g
funciones. Entonces

» Si f yg son continuas enc, f =g y f-g también son continuas en c.
» Si f yg son continuas en c y g(c) # 0, entonces f/g es continua en c.

» Si f es continua en ¢ y g es continua en f(c), g(f(x)) es continua en c.

Ejemplo 3.17 De la Proposicion se deduce que toda funcion polinomica es
continua en toda la recta real, por lo que una funcion racional es continua en todo
punto que no anule al denominador. Por otro lado, puede probarse que las funciones
exponencial, logaritmo neperiano, seno y coseno son continuas en sus dominios de
definicion. De esto se deduce, por ejemplo, que la funcion cotangente es continua
en todos los puntos salvo en aquellos para los que se anula el coseno, es decir, en
R\{km : k € Z}. Finalmente senalemos que toda funcion de la forma x es continua
en su correspondiente dominio de definicion. Por ejemplo, la funcion f(x) =/ es
continua en su dominio de definicion, es decir, en [0, 00).
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3.2.2. Teoremas sobre continuidad

Acabamos este Capitulo recogiendo una serie de resultados sobre las funciones con-
tinuas que daremos sin demostracion.

Teorema 3.18 (Teorema de la conservacion local del signo) Si f es contin-
ua en cy f(c) >0 (resp., f(c) <0) f(x) >0 (resp., f(x) < 0) en un entorno de
c.

Teorema 3.19 (Teorema de Bolzano) Si f es continua en [a,b] y f(a)-f(b) <0,
existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Teorema 3.20 (Tma. del valor medio para funciones continuas) Si una
funcion f es continua en |a,b], entonces toma todo valor intermedio entre f(a) y

f(0).

Teorema 3.21 (Teorema de Weierstrass) Si f es continua en [a,b], entre los
valores de f hay un mdximo y un minimo.

Teorema 3.22 Si [ es continua en [a,b] y estrictamente mondtona, posee inversa
continua.
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3.3. Problemas propuestos

Problema 3.1 .- Consideremos las funciones

2—2% si|z] <2,
vz, gl@) = { —2  sioJz|>2,

z + ||
2

fx) =

Comprobar que hi(z) = (go f)(z) v he = (f o g)(z) no son iguales y dibujar las
graficas de ambas.

Problema 3.2 .- Sea f(z) = az? + bz + ¢ una funcién cuadratica, donde a, by ¢
son constantes y a # 0. Probar que el rango de f no puede ser el conjunto de todos
los nimeros reales.

Problema 3.3 .- Se dice que una funcién es parsi f(—z) = f(x), y que es impar
si f(—x) = —f(x) para todo x de su dominio (en ambos casos, se entiende que
—x estd en el dominio de f siempre que lo esté x). Determinar si cada una de las
siguientes funciones es par, impar o ninguna de las dos cosas:

o) fl)=a®  b) f) =222 o) fl@)=w+]

d) fl@)=a?+1 ¢) flx)=a(@+1) f) f(z)=tanz

Problema 3.4 .- Demostrar, usando la definicién de limite, que

1
lim z2sen (—) =0
x—0 332
Problema 3.5 .- Comprobar que los siguientes limites no existen:

a) lim coszx b) lim el/sen® ¢) lim —
r—F00 z—0 z—0 T

Problema 3.6 .- A partir del resultado conocido:

, senx
lim =1
x—0 X

Y

calcular los limites de las siguientes funciones cuando x — 0 sin derivar:

sen dHx b) 1—cosz C>sen 5x — sen 3x

sen 2 T

a)

Problema 3.7 .- Probar, sin derivar, que
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Problema 3.8 .- Sea f(z) = a,2™ + @y 2™ ' + -+ + a1 + ag, con a,, # 0.
Probar que
lim f(x) = sign(a;,)oc.

r—00

Problema 3.9 .- Probar que

., senx —sena
lim ———— =cosa
Tr—a Tr— Qa

para todo nimero real a.

Problema 3.10 .- Sea

2 x—1

f(I):{:c—e si x2>1,

ar® +br si oz <l1.

i Para qué valores de a y b es continua f(z) en x = 17

Problema 3.11 .- Sea f una funcién definida como

2cosx si xz <cg,
)= { S

ar’? +b si x> c.

Si by ¢ son datos, hallar los valores de a para que f sea continua en x = c.

Problema 3.12 .- Suponiendo que la funciéon f definida en un entorno de x = 0
cumple la condicién |f(z)| < |z| para todo x de dicho entorno, probar que f es
continua en x = 0.

Problema 3.13 .- Estudiar la continuidad de cada una de las siguientes funciones:

—2”2;3 siox <1,
1) flz)=1 6—5x si 1<z<3, 2) f(x)=
r+2 si ox>3.

9 f(a:):{;%w siw 0,

SEen z :
Y S1 .I'?éo,

3) f(””):{o six=0.

si x=0.

Problema 3.14 .- Demostrar que si una funcién f es continuay 0 < f(z) < 1 para
todo x € [0, 1], entonces existe al menos un punto a € [0, 1] para el que f(a) = a.

Problema 3.15 .- Sea f un polinomio de grado n en z, f(z) = Y ,_, cxa”, tal
que el primer y el iltimo coeficientes ¢q v ¢, tienen signos opuestos. Demostrar que
f(z) = 0 por lo menos para un valor positivo de z.
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Problema 3.16 .- Consideremos las conocidas como funciones hiperbdlicas:

et —e
senh © =
2

—T

et +e*
coshry = ———

Se pide:

a) Demostrar que estas tres funciones son continuas para todo nimero real.

)
b) Calcular los limites, cuando z tiende a 0o y —oo, de cada una de ellas.
¢) Demostrar que cosh? z — senh® 2 = 1.
d) Estudiar si estas funciones son pares, impares o ninguna de las dos cosas.



Capitulo 4

Funciones reales de variable real:
derivacion

4.1. Definicion de derivada

Consideremos, antes de definir el concepto de derivada, una funcién cualquiera f(z)
definida en un intervalo (a, b) abierto y un punto (zo, f(x¢)) de su grafica. ;Cudl es la
ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en ese punto? Para responder a esta
pregunta, nos basta con saber la pendiente de la recta. Para calcular la pendiente,
pensemos primero en las pendientes de las rectas secantes a la gréfica de f(z) que
pasan por el punto (zg, f(x)): si (z, f(x)) es otro punto cualquiera de la gréfica, la
pendiente de la recta secante que pasa por (zg, f(x0)) y (z, f(x)) es igual a

f(z) — f(@o)
xT—x0
Ahora, si movemos el punto (z, f(x)) siguiendo la grafica de f(z) (es decir, si hace-
mos tender = a ) las pendientes de las rectas secantes se aproximarén cada vez mas
a la pendiente de la recta tangente (las rectas secantes se pareceran cada vez mas a
la recta tangente). Por lo tanto, y en el caso de que exista el limite, la pendiente de
la recta tangente sera igual a

o (@) = o)
z—wo T — T

En consecuencia, siempre bajo la hipotesis de la existencia del limite, la ecuacion de
la recta tangente a la grafica de f(x) en (zg, f(xo)) es:

y= (i H) =t

T—T0 T — xo

)+ = )+ Sl

Por otro lado, en el Capitulo [3] estudidbamos la velocidad instantanea de un movil
como el limite de un cociente que representaba la velocidad media. El ejemplo de la

47
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velocidad coincide exactamente con lo estudiado en el ejemplo de la recta tangente:
la velocidad media juega el papel de la pendiente de las rectas secantes y la velocidad
instantanea, el papel de la pendiente de la recta tangente.

Abstrayendo a partir de los dos ejemplos anteriores, podemos llegar a la definicion
de derivada:

Definicién 4.1 Sea f : I — R donde I es un intervalo abierto y sea xo € 1. Se
dice que f es derivable en xy si existe
x)— flx
L F@) ~ fa)
z—z0 T — X
En caso de existencia de limite, este se denota por f'(xq). Obsérvese que poniendo
h = x — xg, podemos escribir, en caso de existencia de la derivada

f(xo + 1) — f(x0)
! =1i :
f'(wo) B0 h
Asimismo, diremos que una funcion se dice derivable en un intervalo abierto si es
derivable en todos los puntos del intervalo.

Introducido el concepto de derivada, podemos decir:

Observacion 4.2 La ecuacion de la recta tangente a la grifica de f(z) en un punto
(2o, f(x0)) de la misma es: y = f'(xo)(x — xo) + f(x0), es decir, la pendiente de la
recta tangente a la grdfica en (xo, f(zo)) es, en el caso de que ezista, la derivada de
la funcion en xy. Por otro lado, podemos decir que la velocidad es la derivada de la
funcion desplazamiento.

En otro orden de cosas, se suele utilizar la siguiente notacion, conocida como no-
tacion de Leibniz, para las derivadas:

a
dx

Ejemplo 4.3 Aplicaremos, a continuacion, la definicion de derivada para estudiar
de la derwabilidad de algunas funciones usuales y deducir sus derivadas:

s Funciones constantes: f(x) = ¢ (c € R). Es obvio que todas estas funciones
son derivables en toda la recta real y que su derivada es nula.

» Funciones potenciales f(x) = x".

Consideremos un numero real cualquiera xg y veamos si las funciones poten-
ciales son derivables y cudl es la derivada en el caso de que lo sean.
h _ h n __ n
ﬂm—mﬁm+)f%tmm%+g Yo _

h—0 h h—0
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1 Ty + n:cg’lh + términos con potencias de h > 1 — z{}
= ]11Im =
h—0 h

i nxg_lh + términos con potencias de h > 1 o1
= lim = NI,
h—0 h

Por lo tanto, la funcién f(z) = 2™ es derivable en toda la recta real y f'(z) =
na™ 1.

» Valor absoluto

Consideramos la funcién f(z) = |z|. Es facil ver que si xy > 0, f'(xg) =1y
que si xg < 0, f'(xg) = —1. Veamos qué ocurre en xy = 0. En el caso de que
f fuera derivable en 0 su derivada seria

oy e 2100 ]
For=im= =y =
Ahora bien este limite no existe porque Hm+ % =1y lim % = —1. Por lo
z—0 z—0~

tanto, la funcion valor absoluto no es derivable en 0.

= Funciones trigonométricas: senx 1y cos .

Para calcular la derivada de la funcién sen x utilizaremos la siguiente férmula,
valida para cualesquiera nimeros reales oy f3,:

sen o — sen 3 = 2 cos (M) sen (a_—ﬂ)
2 2

., Coémo deducir esta formula? Como o = O‘Qiﬁ + # y =9 o

tenemos

sena:sen(a—i_ﬁ)-cos(a_ﬁ>+cos(a+ﬁ)~sen

2 2 2

s () e (5) e (57) e ()

sen 3 = sen - COS — Cos - sen .
2 2 2 2

Restando las dos expresiones anteriores, obtenemos la formula. Ahora,

2 cos (20 gen (=0
(sen)'(z0) = lim g 2008 () sen (55)
T—T0 T — Tg T—xT0 xr — X

(m + x0> sen (£520)

2 (x —x0)/2

SEN T — SEeN I

= lim cos

T—X0
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sen (57
Finalmente, como lim cos T cos(zp) y lim M
T—x0 2 T—TQ (I - .170)/2

duce que la funcién seno es derivable para cualquier niimero real y que

=1, se de-

(senz)’ = cos .

Por argumentos similares se puede probar que la funcién coseno es derivable
en toda la recta real y que (cosz) = —senx.

= Funcion exponencial.

Probaremos que la funcién exponencial f(z) = e” es derivable en toda la
recta real y que su derivada es la propia funcion exponencial. Sea, pues, xg un
nimero real cualquiera. En el caso de existir f'(xy) vendra dada por

. ) exo+h — e%o 0 1 eh -1
fi(rg) = lim ——— =€ lim
h—0 h h—0

h _

e
Como lim

lim = 1, hemos demostrado lo que pretendiamos.

» Raiz cuadrada.

Sea f(x) = \/r y xp un ntimero real positivo. Entonces, si existe f’(zq) ven-
dra dada por

/ , V Lo + h — VA , h 1
f'(xo) = lim = lim = )
h—0 h h—0 h(\/ To+ h + \/ZU_()) 2\/SEO

En consecuencia, la funcién raiz cuadrada es derivable para todo ntimero real
positivo y f'(x) = —2\1/5

Introducido el concepto de derivabilidad, lo ponemos en relacién con otro concepto
ya estudiado: el concepto de continuidad.

Proposicién 4.4 Si f(z) es una funcion derivable en xq, entonces es continua en
Zo-

2g) L1 (a)

Demostracion.— Basta poner f(x) = f(zg) + (v — pr—
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4.2. Reglas de derivacion

Veamos como calcular derivadas de forma efectiva ya que el uso constante de la
definicién no es una buena idea. Para ello, estudiamos cémo se comporta la deriva-
cién frente a las operaciones entre funciones:

Proposicién 4.5 Sean A € R y f(z) y g(z) dos funciones definidas en un intervalo
abierto I. Si f(x) y g(x) son derivables en un punto xo del intervalo I, entonces:

i) Af es deriwable en xy. Ademds, (\f)'(zo) = Af'(x0).

i) f+ g es derivable en xy. Ademds, (f + g)'(zo) = f'(x0) + ¢’ (o).

iii) f-g es derivable en xo. Ademds, (f - g)'(zo) = f'(x0)g(xo) + f(x0)g'(z0)-
)

iv) Sig(zo) #0, f/g es derivable en xy. Ademds,

f'(x0)g(x0) — f(20)g'(20)
g% (o) '

(f/9) (x0) =

Demostracion.— Siendo las dos primeras propiedades obvias, probamos la tercera y
cuarta. Con respecto al producto, basta escribir:

f@o + h)g(xo + h) — fl2o)g(xo) _
h

Y GRS ) WY (R R ) )

tomar limites cuando h tiende a cero y tener en cuenta que tanto f como g son
derivables en xzg.

Con respecto al cociente, consideremos primero cémo derivar 1/g. Para ello, escribi-
mos

1 1
g(zo+h) — g(zo) _ (g(x() + h) _ g(l'o)) . 1
9(

h h xo+ h) - g(zo)

Ahora, basta tomar limites cuando h tiende a cero y tener en cuenta que g es
derivable en xq para concluir que

(1/g) (a0) = — 2120

g* (o)’

Aplicando este resultado con la formula para derivar productos, se llega a iv)
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Ejemplo 4.6 A partir de las reglas anteriores, estudiaremos las derivadas del resto
de funciones trigonométricas (tangente, cotangente, secante, cosecante) y las de las
funciones hipérbolicas.

La funcion tanz es derivable para todo punto de R\ {g +k-m:kelZly

senm)/ (senz) cosx — senx(cosz)

(tanzx) = <

COS T cos? x
2 2
cos“x + sen“x 1
= 5 = 5 =gec 2z =1+ tan’x
cos?x cos?

La funcion cotan x es derivable para todo punto de R\{k-7:k €Z} y

, cosx\’ (cosz) senx — cosz(senx)
(cotan ) = = 5 =
sen x sen? x
—sen’z — cos’x -1 ) )
= 5 = —— = —cosec” x = —(1 + cotan “z)
cos? x cos? x

La funcion sec x es derivable para todo punto de R\ {g +k-m:keZ}y

!/

, 1 (cosz)"  senx 5

(sec x)' = =—-——— = ——— =senr-sec r=tanz secz
cos x cos?xr  cos’x

La funcion cosecz es derivable para todo punto de R\ {k -7 :k € Z} y

!/
, 1 (senz)’ —cosx
(cosecx)’ = == o =
sen sen? sen?
= — cos w cosec’ ¥ = —cotan z - cosec x

La funcion senh x es derivable para todo nimero real y

e —e®\  ef4e®
(senhz)" = (T) =G = cosh

La funcion coshx es derivable para todo niumero real y

(coshz) = (QT = ——— =senhx
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s La funcion tanh x es derivable para todo nimero real y

senh :13)/ (senh x)’ cosh x — senh z(cosh x)’

(tanhx) = <

coshz cosh? z
cosh? z — senh? x 1 9
= 5 = — =1- tanh” z
cosh” x cosh” x

4.2.1. Regla de la cadena

Queda por ver el comportamiento de la derivacion con respecto a la composicion de
funciones:

Supongamos dadas funciones f(x) y g(z) con g derivable en xy y f derivable en
g(x). Entonces, f o g es derivable en zq y (f o g)'(z0) = f'(g9(x0)) - ¢'(x0).

Regla de la cadena y notacion de Leibniz: Pongamos y = f(u) con u = g(x). La
funcién compuesta es y = f(g(z)). La regla de la cadena, queda de la siguiente
forma usando la notacién de Leibniz:

dy dy du

de  du dz’

Ejemplo 4.7 Aplicar la regla de la cadena para calcular las derivadas de las si-
gquientes funciones:

sen £B2 .

LN

En primer lugar, la funciéon dada es derivable para todo ntmero real. Para
calcular su derivada, si se aplica una vez la regla de la cadena se tiene que

/
[ese“Q] — esenz? [sen :1:2]/. Aplicando una segunda vez la regla de la cadena

!/
. . ., 2 2
se obtiene la derivada de la funcién dada: [ese” } = %% . cos a2 - 2.

» cotan (senx) :

En primer lugar, como la funcién cotangente es derivable en R\ {k7 : k € Z}
y el seno de cualquier niimero real esta acotado, en valor absoluto, por 1, la
funcion sera derivable para los niimeros reales en los que no se anula el seno,
es decir, R\ {km : k € Z}. Calculemos, pues, la derivada de la funcién en esos
puntos: [cotan (senz)]’ = —(1 + cotan ?(senx)) - cos

4.2.2. Funcidon inversa

Si f es una funcién biyectiva derivable en un punto a, de derivada f’(a) no nula, y
la funcién inversa f~! es continua en b = f(a), entonces f~! es derivable en b, y
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Ejemplo 4.8 » La funcion exponencial €’ : R — (0, 00) es continua y estricta-
mente creciente, por lo que posee inversa. La funcion inversa de la exponencial
se llama logaritmo neperiano y se escribe In . La funcion In x estd definida en
el intervalo (0, 00) y toma valores en R. Ademds, es continua en su dominio de
definicion. Estudiemos su derivabilidad: Sea x € (0,00) y escribimosy = In x.
Entonces, x = €Y y aplicando la formula anterior, se tiene:

1 1 1
l / g = — = —,
(In z) (ev) ev x

Por lo tanto, la funcion In x es derivable en todo punto del intervalo (0,00) y
(Inz) =1/x.

» La funcion seno restringida al intervalo [—m /2,7 /2],
sen : [—7/2,7/2] — [-1,1]

es continua y estrictamente creciente por lo que posee inversa. La funcion
wversa del seno se llama arco seno y se escribe arcsen. La funcion

arcsen : [—1,1] — [—7/2,7/2]

es continua en su dominio de definicion. Estudiemos su derivabilidad: Sea
x € (—1,1) y escribimos y = arcsenx. Entonces, x = seny y aplicando la
formula para el cdlculo de derivadas de funciones inversas, se tiene:

1 1 1 1
(arcsenz) = =

(seny)  cosy /T—sen?y 1—a?

es decir, la funcion arcsenx es derivable en todo punto del intervalo (—1,1) y
1

V1—a?

» La funcion coseno restringida al intervalo [0, 7],

(arcsenz)’ =

cos : [0, 7] — [—1,1]

es continua y estrictamente decreciente por lo que posee inversa. La funcion
wversa del coseno se llama arco coseno y se escribe arccos. La funcion

arccos : [—1,1] — [0, 7]
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es continua en su dominio de definicion. Estudiemos su derivabilidad: Sea
x € (—1,1) y escribimos y = arccosz. Entonces, x = cosy y aplicando, una
vez mds, la formula para el cdlculo de derivadas de funciones inversas, se
obtiene:

(arccosz) = L L ! S
(cosy)  seny V1—cos2y V1-— z?’

es decir, la funcion arccosx es derivable en todo punto del intervalo (—1,1) y
-1

V1—22

» La funcion tangente restringida al intervalo abierto (—mw/2,m/2),

(arccosz) =

tan : (—7/2,7/2) — R

es continua y estrictamente creciente por lo que posee inversa. La funcion
inversa de la tangente se llama arco tangente y se escribe arctan. La funcion

arctan : R — (—7m/2,7/2)

es continua en su dominio de definicion. Estudiemos su derivabilidad: Sea

x € (=1,1) y escribimos y = arctanx. Entonces, x = tany y aplicando,
de nuevo, la formula para el cdlculo de deriwvadas de funciones inversas, se
obtiene:
1 -1 1
(arctan )" =

(tany)’ - 1+ tan?y N

es decir, la funcion arctanx es derivable para todo niumero real y
1
1+ a2

(arctan z)" =

4.2.3. Derivadas de orden superior

Si una funcién f es derivable en un punto xy y en un entorno del mismo, obtenemos,
derivando la funciéon dada, una nueva funcién definida en un entorno de xgy que se
llama funcién derivada de f y se escribe f’. Ahora, si la funcién f’ es derivable
en un entorno de g, derivando obtenemos la derivada de f’ que se conoce como
derivada segunda de f y se escribe f”. Siempre que sea posible, podemos obtener
nuevas derivadas de la funcion dada. A estas derivadas es a las que se conoce como
derivadas de f de orden superior (a uno) de f. Normalmente, se escribe la derivada
de orden n o derivada n-ésima de f como: f™.

Ejemplo 4.9 Calcular todas las derivadas de las funciones dadas:
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» f(z) = cosx : Derivando, se tiene f'(z) = —senz, f"(x) = —cosz, f"(x) =
senz y f%(x) = cosz. Por lo tanto, tras derivar cuatro veces volvemos a la
funcion inicial y esto se repite ciclicamente. Asi pues:

( —senz si n=4k+1

—cosx st n=4k+2

(n) —
f) senr st n=4k+3
Cos T st n =4k
\
» g(z) =In (14 z) : La funcién es derivable en el intervalo (—1,00) y ¢'(z) =
1+ 1 Si seguimos derivando, se obtiene ¢"(z) = —(1 + z)72, ¢"(x) =
2(1 +z)73,... Se tiene que:

9" (z) = (=1 (n = DL +2) "

4.3. Teoremas de Rolle y del Valor Medio

Nos ocupamos en esta Seccién, basicamente, de dos resultados con consecuencias
relevantes en la optimizacion de funciones y en el cdlculo de limites. Hablamos,
como indica el titulo de la Seccion, de los teoremas de Rolle y del valor medio.

Teorema 4.10 (Teorema de Rolle) Sea f : [a,b] — R. Si f es continua en
[a,b], derivable en (a,b) y f(a) = f(b), entonces Iy € (a,b) tal que f'(y) =0

Demostracion.— Sea [c,d] el intervalo imagen de [a,b] por f. Si ¢ = d, la funcién
es constante en [a,b] y no habria nada que probar. Supongamos, pues que ¢ < d.
En tal caso, dado que f(a) = f(b), existe v € (a,b) tal que f(y) =co f(vy) =
Supongamos que f(y) = ¢, es decir, f(x) — f(y) > 0 para todo x € [a, b]. Se ve que,
en ese caso, la derivada por la derecha en v es mayor o igual que cero, mientras que
por la izquierda es menor o igual que cero. En conclusién, f/(v) = 0.

Teorema 4.11 (Teorema del valor medio) Sea f : [a,b] — R. Si f es contin-
ua en |a,b] y derivable en (a,b) , entonces Iy € (a,b) tal que

f(b) = f(a)

o) ==——
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Demostracion.— Basta aplicar el Teorema de Rolle a la funcién:

Fo) = ) - (2572 -0

De los Teoremas anteriores se deducen los siguientes resultados que seran de utilidad
en el estudio de maximos y minimos de funciones reales de variable real.

Corolario 4.12 Si f es una funcion continua en I y con deriwada nula en cada
punto interior de I, entonces f es constante en I.

Demostracion.— Tomamos dos puntos interiores arbitrarios de I y aplicamos el Teo-
rema del valor medio al intervalo cerrado que los tiene por extremos. Como en todo
punto interior del intervalo la derivada es nula, se deduce que la funcién f toma
valores iguales en esos dos puntos arbitrarios.

Corolario 4.13 (Crecimiento y decrecimiento) Si f es una funcién continua
en un intervalo I y derivable en todo punto interior de I, se tiene:

1) La funcidn es creciente en I si, y sélo si, f'(x) > 0 para cada x interior de I.

2) La funcion es decreciente en I si, y solo si, f'(x) <0 para cada x interior de
L

3) Si f'(x) > 0 para cada x interior de I, la funcidn es estrictamente creciente.

4) Si f'(z) < 0 para cada x interior de 1, la funcion es estrictamente decreciente.

4.4. Maximos y minimos relativos y absolutos

En esta Seccion nos ocupamos del estudio de maximos y minimos de funciones reales
de variable real. Antes de ello, naturalmente, debemos precisar qué entendemos por
méximo y minimo local (o relativo) y absoluto.

Definicién 4.14 Sea f : I — R, I intervalo de R y sea xo punto interior de IE]

1) Se dice que x¢ es mdximo relativo de f si 30 > 0 tal que VY € (xg— 0,20+ 9),

f(@) < f(xo).

1Se dice punto interior de un conjunto a todo punto para el que todo un entorno del mismo
esté totalmente contenido en el conjunto




58 CAPITULO 4. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL: DERIVACION

11) Se dice que xo es mdzimo absoluto de f en I siVx € I, f(x) < f(zo).

1) Se dice que xo es minimo relativo de f si 36 > 0 tal que Vx € (xg — I, 29+ 0),

f(x) = [ (o).

1v) Se dice que xo es mdzimo absoluto de f en I siVx € I, f(x) > f(xo).

., Cémo calcular méaximos y minimos? ;Qué condiciones ha de verificar zy para ser
extremoE] relativo? En primer lugar, como consecuencia del Teorema de Rolle, pode-
mos dar una condicién necesaria para que un punto sea extremo realtivo.

Proposicién 4.15 Sea f : [ — R, I intervalo de R y sea xq punto interior de I
en el que f es derivable. En tales condiciones, si xy es extremo relativo, entonces

f'(xg) =0.

Demostracion.— Véase la demostracién del Teorema de Rolle.

Teniendo en cuenta la Proposicién definimos:

Definicién 4.16 Se llaman puntos criticos de una funcion en un intervalos a los
puntos interiores del intervalo que anulan la derivada.

La Proposicion anterior nos dice qué es lo primero que debemos hacer para deter-
minar maximos y minimos relativos: calcular los puntos criticos de la funcién. Sin
embargo, no todo punto critico es maximo o minimo. Por lo tanto, debemos disponer
de un criterio para decidir si un punto critico es maximo relativo, minimo relativo
o ninguna de las dos cosas.

Proposicién 4.17 (Criterio de la derivada segunda para extremos) Dado
un punto critico xo de f en un intervalo abierto (a,b) y si f admite sequnda derivada
en (a,b), se tiene:

a) Si f"(c) <0, f tiene mdzimo relativo en xy.

b) Si f"(c) >0, f tiene minimo relativo en xg.

Obsérvese que si la derivada segunda es nula, el criterio anterior no nos dice nada.
Para esos casos, se dispone de un criterio que enunciaremos mas adelante.

Ejemplo 4.18 Clasificar los puntos criticos de cada una de las siguientes funciones
en los intervalos indicados.

2El término extremo engloba maximos y minimos
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1

xr2 —

;e (0,1
$7x (7)

—2r+1

a) f(x) =
La derivada de f(x) es f'(z) = e que se anula, inicamente, en x = 1/2.

Aplicando el criterio de la Proposicién anterior, calculamos la derivada segunda

62° — 62 + 2
de f(z), f'(x) = qw—x—i— Como f"(1/2) = —32, se concluye que en

—z)?

x = 1/2 la funcién dada posee un maximo local. A esta misma conclusién se
podia llegar de otro modo. A saber:

En el intervalo (0,1/2), f'(x) es positiva y, por lo tanto, la funcién f(x) es cre-
ciente en el intervalo (0,1/2). Andlogamente, en el intervalo (1/2,1) la deriva-
da de f(z) es negativa y, en consecuencia, la funcién f(z) es decreciente. En
definitiva, la funcién f(x) es creciente a la izquierda de x = 1/2 y decreciente a
su izquierda, de donde se concluye que = 1/2 es un méximo local (de hecho,
global) de la funcién dada.

b) f(z)=22%—322— 122 +2; z €R

La derivada de f(z) es f'(x) = 62° — 62 — 12 que se anulaen v = —1y 2 = 2.
La segunda derivada de f(z) es f’(z) = 12z — 6. Como f"(—1) = —18 y
f"(2) = 18, z = —1 es un méaximo relativo y = 2 un minimo relativo de

().

El Teorema [3.21] garantiza que cualquier funcién continua en un intervalo cerrado y
acotado alcanza sus valores maximo y minimo. ;Cémo calcularlos? Si alguno de los
extremos absolutos estd en el interior del intervalo, ha de ser extremo relativo y, por
lo tanto, punto critico de la funcion. Si los extremos absolutos no se encuentran en el
interior del intervalo, estardn en los extremos. Asi pues, para calcular los extremos
absolutos de una funcién continua en un intervalo cerrado y acotado y derivable en
el interior del citado intervalo, hacemos lo que sigue:

1.- Calculamos los puntos criticos de la funcién en el interior del intervalo.
2.- Evaluamos la funcion en los puntos criticos y los extremos del intervalo.

3.- El valor maximo de la funcién sera el mayor de los valores calculados en 2 y
el minimo, el minimo de los valores anteriores.

Ejemplo 4.19 Calcular los extremos absolutos de cada una de las siguientes fun-
ciones en los intervalos indicados:

a) f(z) =cos2zx+2; x €0, 2n]

La derivada de f(x) es f'(x) = —2sen 2z que se anula en los siguientes puntos
interiores del intervalo dado: © = 7/2,x = m y x = 37w/2. Ahora, evaluamos
la funcién en esos puntos y en los extremos del intervalo, obteniendo que:
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f(r/2) = f(3n/2) = 1y f(0) = f(m) = f(2r) = 3. Por lo tanto, el valor
méximo de la funcién f(z) en [0,27] es 3 y se alcanza en los puntos 0, 7 y 2.
El valor minimo es 1 y se alcanza en 7/2 y 3m/2.

b) f(z) =a* + 423 ; v € [-4,1]
La derivada de f(x) es f'(z) = 42° + 122% que se anula en v = 0 y & = —3,
ambos dos, puntos interiores del intervalo dado. Como f(—4) = 0, f(—=3) =
—27, f(0) =0y f(1) =5, el valor maximo de la funcién dada en el intervalo
dado es 5 y se alcanza en x = 1, mientras que el valor minimo es —27 que se
alcanza en x = —3.

Concavidad y puntos de inflexion

Si tenemos derivada segunda positiva, la derivada primera es una funcion creciente.
Esto significa que la tangente gira en el sentido contrario a las agujas del reloj. Se
dice entonces que la funcién es céncava hacia arriba. Analogamente, si la derivada
segunda es negativa, la derivada primera es una funcion decreciente, lo que implica
que la tangente gira en el sentido de las agujas del reloj. Se dice entonces que la
funcién es concava hacia abajo. Si en un punto una funcién cambia su concavidad,
se dice que es un punto de inflexién para la funcién.

Criterio general de la derivada n—ésima para extremos y puntos de in-
flexién:
Supongamos que f'(zo) = f"(zo) = ... = fOV(z9) =0y f™(20) # 0. Entonces,

= n, par, f(zy) < 0, 29 es maximo relativo
= n, par, f((zg) > 0, zy es minimo relativo

= 1 impar y mayor o igual que 3, xg es punto de inflexién

4.5. Polinomios y series de Taylor

Para buena parte de las funciones elementales es imposible calcular de forma exacta
el valor de las mismas atin en puntos racionales. Sin embargo, si aprieto la tecla 2 en
una calculadora y luego la tecla correspondiente al coseno, la calculadora devuelve un
valor. Este serd una aproximacién del valor exacto y no sélo a causa de la precision
de la calculadora: no hay forma de calcular de forma exacta cos2. ;Cémo calcular
estas aproximaciones? Si pensamos en numeros racionales, sumas y productos de
los mismos pueden realizarse de forma exacta por lo que una buena idea es la de
aproximar una funcién por un polinomio: para evaluar un polinomio basta con sumas
y productos.

Existen diversas formas de aproximar funciones por polinomios. La que trataremos
aqui es la conocida como polinomio de Taylor:
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Dada una funcién f derivable hasta orden al menos n en un entorno de un punto
prefijado g, buscamos un polinomio P(z) de grado n tal que:

f/(IO) = P,(l’o)
f(%)::P(l"o) | (4.1)
£ (0) = PO ()

es decir, un polinomio cuyo valor y el de sus primeras n derivadas coincidan con los
de la funcién dada en el punto xy. ;Quién es ese polinomio? Para ello, pensemos el
polinomio expresado en potencias de (x — xg), esto es,

P(.’E) = bTL(x - mO)n + bn71<x - 370)”71 + -+ bl(x — Io) + b(]

Puesto que hemos de relacionar los coeficientes by, con los valores de la funcion y sus
derivadas en zy pensemos, en primer lugar, en la relacién que liga a los citados b
con los valores de P y sus derivadas en zy. No es muy dificil ver que:

P®)(z4) = klby, para todo k € {0,1,---,n}

y que, en consecuencia, para que el polinomio verifique las condiciones [4.1]

(k)
by = f—(xo) para todo k € {0,1,"',71

Resumiendo: dada una funciéon f derivable al menos n veces en un entorno de un
punto dado x, el tnico polinomio P(z) de grado n que verifica las condiciones
es:

") (g

En consecuencia, se define:

Definicién 4.20 (Polinomio de Taylor) Dada una funcion derivable al menosn
veces en un entorno de xg, se llama polinomio de Taylmﬂ de f en xg de orden n al
polinomio

n k) (g
Zf k(‘ O)(ZE—I())k
k=0 ’

Ejemplo 4.21 Calcular los desarrollos de MacLaurin de cualquier orden de las
funciones e, In (1 + x) y sen x.

3Debe entenderse, a partir de ahora, que £ (zo) = f(zo).
4En el caso de que xo = 0, se suele decir polinomio de MacLaurin.
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s Desarrollo de MacLaurin de e*:

La derivada de cualquier orden de la exponencial es la propia exponencial,
luego el valor de cualquier derivada en 0 de la exponencial es siempre igual a
uno. Asi pues, el polinomio de MacLaurin de e¢* de orden n es igual a

» Desarrollo de MacLaurin de f(x) =1In (1+ x)
En el ejemplo4.9] calculamos todas las derivadas de esta funcion. Evaluandolas
en z = 0, se tiene que f™(0) = (—1)"*'(n — 1)! para todo n. En consecuencia
el desarrollo de MacLaurin de la funcién f(x) = In (14 x) de orden n es igual
a

n (_1]2/%—1-1 xk'

k=1

» Desarrollo de MacLaurin de f(x) = senz

En el ejemplo 4.9 calculamos todas las derivadas de la funciéon coseno. De
forma analoga, podemos calcular las derivadas de la funcién seno y se obtiene:

cosx st n=4k+1
—senx st n=4k+2
(n) _

F(x) —cosx st n=4k+3

senzx si n =4k

\

Evaluando estas derivadas en x = 0, se tiene:

(0 st n par
f(”)(()): —1 si n=4k+3
1 sin=4k+1

\

de donde se concluye que el desarrollo de MacLaurin de orden 2n + 1 de
f(z) =senz es:
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ZES N 1'5 N (_1)nx2n+l
'I‘ _— — —_— — s e . —_—
TR (2n +1)!

En la Proposicién que sigue estudiamos algunas propiedades de los polinomios de
Taylor.

Proposicién 4.22 Tomemos dos funciones f y g derivables hasta orden n en un
punto xg y sean Cy,Cy € R. Sean P y Q) los polinomios de Taylor de grado n en x
de f y g respectivamente. Entonces,

a) El polinomio de Taylor de grado n de Cif + Cag en xg es: C1 P + CyQ).

b) La derivada de un polinomio de Taylor de grado n de f es el polinomio de
Taylor de grado n — 1 de [’ en xg.

c) Integracion: La integral de un polinomio de Taylor de grado n de f es el poli-
nomio de Taylor de grado n + 1 de una primitiva en x.

Ejemplo 4.23 Estudiamos algunos ejemplos de aplicacion de las propiedades ante-
TLOTES:

a) Calcular los polinomio de MacLaurin de cualquier grado de f(x) = coshx.

Como coshz = %, el polinomio de Taylor de cosh x de grado 2n es:
2n 2n n
1 ¢ 1 (—1)k2* x?*
IR D Dy T B 7]

b) sCudles son los polinomios de MacLaurin de f(x) = senhz?

Como (coshx) = senhz, para calcular los polinomios de Taylor de senhx
basta con derivar los polinomios de Taylor de cosh z calculado anteriormente,
con lo que el polinomio de Taylor de orden 2n — 1 de senh x es:

n 2k—1

Z(Qk—l)!'

k=1
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c¢) Calcular los polinomios de MacLaurin de cualquier grado de f(x) = arctanx.
1
1+ 22

Para responder a la pregunta, primero hacemos notar que (arctan z)’ =

Ahora, como el polinomio de Taylor de grado 2n de ﬁ es

Z(_Dk:c% —1— 72 + 24— 6 4ot (—1)n$2n,
k=0

para calcular el polinomio de Taylor de orden 2n+1 de arctan x, basta integrar
el polinomio anterior, obteniendo

n
(—1)k$2k+1 3 $5 l’7 x2n+1

X
kzzo % + 1 rog gy ot g

Cuando se trata de aproximar valores de funciones es crucial tener controlado el error
que se comete. En el caso de la aproximaciéon por polinomios de Taylor, llamemos
E,(x) al error que se comete al aproximar el valor de una cierta funcién f en x por
el del polinomio de Taylor, P,(x) de orden n de f en xg, es decir,

En(x) = f(x) = Pa()

., Cémo podemos estimar este error? Una posible respuesta estd dada por el siguiente
resultado que es consecuencia del Teorema del Valor Medio:

Teorema 4.24 Sea [ una funcion n + 1 veces derivable en xy y supongamos que
f+(x) es continua en zy. Entonces, el resto E,(z) (E.(x) = f(x) — P,(x)) de
Taylor es igual a

para algun c entre xqg y x.
., Cémo aplicar este resultado? Veamoslo en un par de ejemplos:

Ejemplo 4.25 1.- Encontrar una aproximacion de e que tenga una precision de
doce cifras decimales.

El desarrollo de MacLaurin de orden n de la funcién f(x) = e® es

Si evaluamos en x = 1 la expresién anterior, obtenemos como aproximacion
del ntimero e es
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141 1 1 1
+ +i+§+"'—|—m.

El error, E, cometido en esta aproximaciéon es, segin el resultado anterior,
&

igual a F = ﬁ para algun ¢ € (0,1). Este error lo podemos acotar por
n !
E < ﬁ Se puede comprobar que el primer natural n para el que

menor que 10712 es n = 15. Asf pues, la aproximacién pedida es

3
1! 8

L+ 14 1 N 1 P 1 838656868019
2! 3! 15! 326918592000
Utilizar un polinomio de MacLaurin de grado 7 para aproximar el valor de

senl. Estimar el error cometido.

El polinomio de MacLaurin de grado 7 del seno es

1 3 ]‘ 5 1 7
T 10" T 500"

Evaluando este polinomio en z = 1, obtenemos la aproximacién pedida

11 1 4241

1—— -

6 120 5040 5040
Queda por analizar el error cometido al aproximar sen 1 por el niimero racional
anterior. Para ello, observamos, en primer lugar, que el desarrollo de MacLau-

rin de orden 7 coincide con el de orden 8, por lo que podemos aplicar la formula
del error del Teorema [4.24| con n = 8. El error cometido, F, es

senc
9!
para algin ¢ € (0,1). Como el valor de la funcién seno, en valor absoluto, es
siempre menor que uno, se tiene que:

FE =

1
|E|] < =
9!

4.5.1. Series de Taylor

Si una funcién es derivable en un entorno de un punto xy tantas veces como quera-
mos, podemos hablar de serie de Taylor de una funcién en un punto xy. De hecho, si
una funcion estd representada por una serie de potencias con radio de convergencia
positivo, entonces esta serie es unica y debe de ser la serie de Taylor de la funcién.
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Sin embargo, hay que tener cuidado. No siempre la serie de Taylor de una funcién
la representa. Por ejemplo, la funcién

eV i x40,
ﬂx)_{o six =0,

Se tiene que f™(0) = 0 para todo n, luego la serie de Taylor es cero, que no
representa, obviamente, a la funcién salvo para x = 0.

Antes de seguir con las series de Taylor, estudiamos el comportamiento de las series
de potencias con respecto a la derivacién e integracion:

o0

Proposicién 4.26 Consideremos una serie de potencias Yy a,(x — x¢)™ con radio
n=0

de convergencia R y sea f(x) la funcion definida por la citada serie de potencias.

Entonces,

a) La funcion f(x) es continua en (xg — R, xo + R)

b) f(x) es derivable en (xg — R,x0+ R) y f'(x) = > (n+ 1)ant1(z — xo)™

n=0

c) Six € (rg— R,xo + R),

T o 1 .
/a f(t)dt = ; — 1an(x — )"

Las propiedades anteriores de las series de potencias pueden aprovecharse para cal-
cular series de Taylor a partir de desarrollos conocidos:

Ejemplo 4.27 1.- Calcular la serie de Taylor de ﬁ

1 d (1 1 -
Como — = — ( ) y sabemos que = g " para |z| < 1
)2 _ _ )

(1—x) de \1—=x l—z =

para calcular la serie de Taylor de la funcién dada, bastard derivar, término a
término la serie anterior, con lo que:

ﬁ = an"_l = Z(n + 1)z,
n=1 n=0

desarrollo vélido para |z| < 1

2.- Hallar la suma de la serie ) “-.
n=1



4.5. POLINOMIOS Y SERIES DE TAYLOR 67

En primer lugar, se puede ver que la serie de potencias dada converge, tinica-
mente, para los nimeros reales del intervalo [—1,1). Por otra parte y dado
que

oo
> "=
n=0

integrando tal cual aparece en el apartado ¢) de la Proposicién anterior, se

tiene:
o0 n o0 x
—In 1 —:c g E —
n’
n:O n=1

0 -1 n—+1
igualdad vélida inicamente si x € [—1,1). En particular, In 2 = Z L

n
n=1

Finalizamos esta Seccién recogiendo en la siguiente tabla los desarrollos de MacLau-
rin mas usuales.

Desarrollo en serie de MacLaurin de algunas funciones elementales

Desarrollo de MacLaurin Valido
ex:1+x+’;—f+---+i—’j+--- vz € R
senx—x——+ +% Vr € R
z2 x? n %"
cosr=1—%5+% —--+(-1) Gy T Ve e R
Senhx:x%—g—?%-ﬁ—?—l----%—(er_b:),%— Vr € R
coshz=1+5 +%& 4+ Fom+- vz €R
T =lt+z+2a?+23+ 2"+ para |z| < 1
1n(1+x):x—%2+”—; —|—%+ para z € (—1,1]
arctgx:x—%3+%—---+%+--- para |z| < 1
(4a)k =14k o+ 22 g MU lont D gy para |z| < 1
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4.6. Regla de L’Hopital

Para acabar el Capitulo dedicado a la derivacién, consideramos una consecuencia
del Teorema del Valor Medio que es fundamental en el célculo de limites:

Teorema 4.28 Si lim f(z) = lim g(z) = A (0,00, —00) ¥

T T
/
im L&) _
v—n g ()
donde L puede ser un numero real, oo 0 —o0, entonces
lim & =1,
v g(x)

donde u = xo,15,2y,00 0 —00. [Es necesario que f y g sean derivables un un
entorno de p adecuado.]

Ejemplo 4.29 Ejemplos de aplicacion de la regla de L’Hopital:
1) Indeterminaciones 0/0 o co/oo. En este caso, se aplica directamente la regla.

1+tan? z

2
lim ——— = lfm —tamr = /9
o—7/4 SENT — COST  a—m/4 COST +Senz /2

In (tanx)

11) Indeterminaciones 0 - co. Escribimos f-g = f/(1/g) y aplicamos la regla

ltm - sen (1/z) = lin S22 _ g, cosQ/o)(1/a%)

= lim cos(1l/x) =1

1) Indeterminaciones oo — 0o. A menudo pueden resolverse operando. Si no, se
puede poner:

1_ 1
f
f_g:gL
fg
2 2 972
i [ — ) = lim =2 — 9
z—moo \xz—1 x+1 z—oo 12 — 1

1v) Indeterminaciones 0°, oc® 1. Se resuelven tomando logaritmos:

o lim z*
z—07F

Para calcular este limite calculamos el limite en 0" del logaritmo de la funcién,
es decir, calculamos:
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1 1
lfm z-Inz = lfm —— = imi:h'm(—w):
2—0+ om0t 1/ a0t —1/22  a—0t

En consecuencia, lim z% = 1.
z—0t

o lim (z + e%)¥/*

r—00

Como antes, calculamos el limite del logaritmo de la funcién:

1+4+e”
xr+e*

9.1 v 14 et
o 2@ ) o — 9. lm ¢ _

T—00 x T—00 z—oo I + e¥

Por lo tanto,

lim (z 4 e%)¥* = ¢2.

r—00

Observacion 4.30 Pese a la potencia de la regla de L’Hopital, hay que considerar
que no siempre es adecuada. Esto es facil de comprobar si se intenta aplicar al
calculo del siguiente limite:

(1 — cosx)sen (4z)

lim 3
z—0 I COST
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4.7. Problemas propuestos

Problema 4.1 .- ;Para qué puntos de la curva y = 23 + 27 + 2 la recta tangente
es paralela a la recta de ecuacion 3z —y = 27

Problema 4.2 .- ;Cuéntas rectas tangentes a la curva y = 22 + 2z pasan por el
punto (—1/2,—3)?

Problema 4.3 .- Sea f(z) la funcién definida del modo siguiente:

1
flx) =9 |zl

a+bx® si |z|<ec

si|z] > ¢,

Hallar los valores de a y b (en funcién de ¢) que hacen que f’(c) exista.
Problema 4.4 .- Determinar la derivada ¢’(x) en funcién de f'(x) si:
) g(z) = f(sen®s) + f(cos? v),
) g(x) = f(f(f(x))).
Problema 4.5 .- Sea f(z) definida por:

1
2 .
flz) = z”-sen — s x #0,
0 si x=0.

Demostrar que f(x) es derivable para todo nimero real. {Es f(x) dos veces derivable
en R?

Problema 4.6 .- Derivar y simplificar:

) | 1 —cosz b) ¢ l1—=x
a IDW/— = arc
J 1+ cosz 4 & 1+

Msen x + N coszx
M cosx —sen x

e*(sen x + acos x)
14 a?

c)y= d)yzarctg(

Problema 4.7 .- Sea f(z) = el z € [-2,2].
a) Demostrar que f(—2) = f(2).
b) Calcular f(z) donde esté definida.

¢) Demostrar que no existe ningin punto en el intervalo (—2,2) tal que f'(c) = 0.
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d) Explicar por qué los resultados de los apartados a) y ¢) no contradicen el
enunciado del Teorema de Rolle.

Problema 4.8 .- Sea f(z) = arcsen (1 — tanz).

a) ;Para qué valores z € (3£, %) estd definida f(z)?
b) Para dichos puntos, calcular la derivada siempre que sea posible.

¢) Demostrar que la funcién es decreciente para tales puntos.

Problema 4.9 .- Probar que

s
arcsen X -+ arccos x = §

para todo x del intervalo [—1, 1].
Problema 4.10 .- Calcular los valores maximo y minimo, si los hubiere, de las
siguientes funciones en los intervalos indicados:

x x3

a) f(l’) = \/ﬁ, T € [—1,1] b) f(.il?) = m, S [2,5]

c)f(x):\/f—i—%, r€[l,00) d) f(z)=2°-3x+2, z€[-2,72

e) f(x) =sen (), z €0,1] f) f(x) =x +senz, x€|0,2n]

Problema 4.11 .- ;Qué condiciones han de verificar los parametros p y ¢ para que
el polinomio 3 4+ px + ¢ tenga tres raices reales?

2

Problema 4.12 .- ;Para cuantos nimeros reales x se verifica x* = xsen x + cos x?

Problema 4.13 .- Hallar los valores maximo y minimo de cada una de las sigu-
ientes funciones en el intervalo [0, 27]:

a)f(x) =sen (cosz) b)f(x)=cos(senz) c)f(x)=e*"

Problema 4.14 .- Considérese la funcién f(z) = 2™(1 — x)", donde m y n son
enteros positivos. Probar que:

a) si m es par, f tiene un minimo en z = 0;
b) sin es par, f tiene un minimo en x = 1;

¢) f tiene un méaximo en z = m/(m + n) idependientemente de si m y n son
pares 0 nO.
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Problema 4.15 .- Hallar dos nimeros positivos cuya suma sea 16 y cuyo producto
sea tan grande como sea posible.

Problema 4.16 .- Demostrar que de todos los rectangulos con perimetro dado, el
cuadrado es el de area méaxima.

Problema 4.17 .- ;Cuénto se acerca la curva y = 1/x al origen?

Problema 4.18 .- Un alambre de longitud L ha de cortarse en dos trozos, doblan-
dose uno de ellos para formar un cuadrado y el otro para formar una circunferencia.
(a) {Como deberia cortarse el alambre para que la suma de las dreas sea méxima?
(b) (Y para que sea minima?

Problema 4.19 .- Al precio de un euro y medio, un vendedor ambulante puede
vender quinientos peladores de patatas que le cuestan setenta céntimos cada uno.
Por cada céntimo que el vendedor rebaje el precio, el nimero de peladores vendidos
puede aumentarse en veinticinco. ;Qué precio de venta maximizaria el beneficio?

Problema 4.20 .- El precio de un diamante es proporcional al cuadrado de su
peso. Obtener una funcién que muestre la depreciacién que sufre ese precio al partir
el diamante en dos partes y demostrar que esta depreciacién es maxima cuando las
dos partes son iguales.

Problema 4.21 .- Calcular el valor aproximado de sen 1° utilizando el desarrollo
de Taylor adecuado de una funciéon hasta grado 3. Dar una acotacién del error
cometido.

Problema 4.22 .- Aplicar la férmula de Taylor de tercer orden para calcular aprox-
imadamente y/e. Dar una acotacién del error cometido.

Problema 4.23 .- Usar el polinomio de MacLaurin de orden 3 de sen x para aprox-
imar sen(0,1). Analizar la precisién de dicha aproximacion.

1
Problema 4.24 .- Calcular aproximadamente ? con un error menor que 1072,
e
Problema 4.25 .- ;De qué grado hay que tomar el polinomio de Taylor , centrado

en o = 1, para obtener con él una aproximacién de In (1,2) con error menor que
0,0017

Problema 4.26 .- Obtener el nimero r = v/15 — 3 como aproximacién de una raiz
no nula de la ecuacién z? — sen x = 0 utilizando para ello el polinomio de Taylor
de tercer orden de sen x en x = 0. Demostrar que la aproximacién r satisface la
desigualdad

2
— < —.
re — sen r| 150



4.7. PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 4.27 .- Calcular los siguientes limites:

lim x - cotg x
z—0

. 1
mh_}rgox - sen (5)

1' t sen x
lim (tg z)

lim (sen x)'®~
T—T /27

Ly
lim &%
20 t8 3z

g}Lrgom . (’—2’ — arctg x)

lim (cos x)/®
xz—0+t

11’m+(cos Vo)®
z—0

In 22

lim
r—00 \/5

lime*Inzx
T— 00

lfm g ()
z—07F

lim (z + e*)?/®

r—00
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Capitulo 5

Integracion

5.1. Meétodos de calculo de primitivas

5.1.1. Concepto de primitiva o integral indefinida

Si F(z) es una funcién cuya derivada es conocida, ;podemos descubrir qué funcién

es F(z)? Cualquier funcién cuya derivada sea igual a F'(z) se dice primitiva de

Observacién 5.1 Si F(z) y G(x) son dos funciones con misma deriwada f(z) en
un cierto intervalo, su diferencia, F(x)— G(z), es constante en el mismo intervalo.
Es decir, dos primitivas culquiera de una misma funcion se diferencian en una
constante.

El problema que trataremos en esta seccién es el siguiente:

Dada f(z), hallar F(z) tal que L F(z) = f(z), escrito

/f(x) dx = F(x).

En este caso, F(z) se dice primitiva o antiderivada de f(z) y el calculo de F(z) a
partir de f(x) se conoce como integracién.

Observaciéon 5.2 Una primera propiedad que debemos tener en cuenta a la hora
de integrar y que se deduce directamente de las propiedades de la derivacion es la
siquiente:

Si F(x) es una primitiva de f(z) y G(x) es una primitiva de g(x), entonces aF' (x)+
BG(x) es una primitiva de af (x) + Bg(x).

5
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5.1.2. Integrales inmediatas

2B+1

571
o/xﬁ dr =

In|z|+C, sif=-1

+C si f#-1

o/ezd:c:ex—i—C
o/senxdx:—cosx—l—C

o/cosxdx:senx—i-(]

Una forma de generar integrales inmediatas, puesto que la integracién es el proceso
inverso de la derivacion, es tomar una funcion y derivarla. Por ejemplo:

!/
e Como [tan x| = —— = sec’s = 1 4 tan® z, entonces

1
/ dx:/seczdx:/(l—l-tanzx)d:v:tanx+0

cos? x

/ 2
e Como [cotan z] = — 2" = —cosec’z = —(1 + cotan ?z),entonces

1
/ dr = /cosech dx = /(1 + cotan %) dr = —cotan x + C

senZx

/
e Como [cosec z| = —cotan x - cosec z, entonces

/cotan z - cosec x dx = —cosec x + C

e Del mismo modo, se tiene que:

/tanx -sec x dxr = sec x + C' y también que:

/ L e
o | ——— dx = arcsen x ,
Va7

—1
o/ —— dx =arccosz + C
/\/1—:1:2 Y

1
o/ dx = arctan « + C
1+ 22

Observaciéon 5.3 Obsérvese que en todos los ejemplos anteriores, aparece sumada
una constante arbitraria a la primitiva calculada. Esto es asi porque la integracion
(indefenida) es el cdlculo de todas las primitivas de la funcion dada y dos primitivas
cualesquiera se diferencian en una constante.
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5.1.3. Técnicas de integracion
Cambio de variable

La técnica del cambio de variable no es mas que la regla de la cadena interpretada
en forma integral. Tomemos, por ejemplo, la funcién f(z) = sen(3z%+1). Llamando
u = 322 4 1, podemos interpretar la funcién como funcién en la variable u, es decir,
f(u) = senwu. Si derivamos, aplicando la regla de la cadena, se tiene

_ df du

d
e sen(3z® + 1) = Judy oSt 62 = cos(3x? + 1) - 6z

Por lo tanto:
/COS(3ZE2 +1)-6x de = /COS udu = senu + C = sen(3z® + 1) + C

Ejemplo 5.4 Consideramos algunos casos de aplicacion de la técnica del cambio
de variable:

1) / 4xvx? 4+ 1 dx. En este caso, puesto que, salvo la multiplicaciéon por una

constante, 4z es la derivada de x? + 1, realizamos el cambio u = x* + 1. Asf,
du = 2xdzx, por lo que:

4 4
/4x\/x2+1dx:/2\/ﬂdu: §u3/2+C: g(:c2+1)3/2+0

1
1) / ] dx. La situacion es similar al caso anterior ya que 1/x es la derivada
zln

de In z. Por lo tanto, realizamos el cambio u = In x quedando transformada
la integral

1 1
/ dx:/—du:1n|ul+C’:1n|lnx|—|—C
u

zln ©

En general, se tiene, aplicando un argumento idéntico al del ejemplo, que:

Pa)
/m) dr =1n |f(z)] + C

Por ejemplo, /tanx dr = —In |cosz|+ C.

111) Por ultimo, consideramos la integral / xV2x — 1 dx. Para resolver la integral,

hacemos el cambio u =2z — 1, con lo que doz = & y z = “TH

5 . Por lo tanto:
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1 d 1
/x\/Zx—ldx: u;— \/ﬂguzz/(ug/QjLul/Q) du =

1 5/2 1 3/2 1 52, 1 3
= — - C=—02c—-1°?+-2:-1>%?+C
oY + U + 10( r— 1)+ 6( x—1)%% +

Integracion por partes

La integracién por partes surge de aplicar la regla de derivacién del producto al
célculo de integrales. Supongamos dadas dos funciones derivables v = u(z) y v =
v(x). Entonces, se tiene que (uv) = u'v + uv' y, por lo tanto, que

La férmula inmediatamente anterior es lo que se conoce como integracién por partes.
Veamos algunos ejemplos de aplicacién de esta técnica:

Ejemplo 5.5 1) Calcular /xsen:p dzx usando integracion por partes. Para ello,

siguiendo la formula, llamaremos v = x y v' = sen x, por lo que tenemos u’ = 1
y v = —cosx. Entonces,

/wsenx dr = —xcos—i—/cosx dx = —xcosx +senz + C

1) Calcular /ln 2 dx. En este caso, hacemos u = In 2 y v = 1, de donde se

tiene u’' = % y v = z. Por lo tanto:

/lnxdx:xlnx—/dx:mlnx—x—i-a

1) Sea /arctan x dx. Para resolver la integral, hacemos u = arctan z y v' = 1,

por lo que v’ = ﬁ y v = x. En consecuencia:

1
/arctan x dxr = rarctan x — / Y dr = zarctan z — = In (1+23)+C
1+ 22 2
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v)

Ejemplos tipicos de integrales que se resuelven mediante el uso de la técnica
de integracion por partes son las de la forma:

/ P(z) sen(az) da ; / P(z) cos(az) dz ; / P(z)e™ dx ;

donde P(x) es un polinomio y a un nimero real cualquiera. En todos los casos,
tomamos u = P(x) y como v' la funcidn correspondiente. Por ejemplo, veamos

cémo calcular [ z%e® dz. Aplicando una primera vez integracién por partes

con u = 2% y v’ = €7, se tiene:

/:UQGx de = 12e” — 2/3:6”” dz.

Ahora, aplicando de nuevo integracion por partes con u = z y v' = €7, se llega
a

/:c2e”‘“ dr = x%e® — 2xe® + 2% + C.

Finalmente, consideramos la integral / e’ cosx dx. Para calcularla, tomamos

u=-e"yv =cosz, por lo que v = e* y v = senx. De esta forma, se tiene

/ezcosm dx:exsenx—/e’”senx dz

Una nueva integracién por partes, con u = e* y v' = sen x lleva a:

/excosx dx:exsenx+emcosx—/ewcosx dz.

Ahora, despejando / e’ cosx dx en la igualdad anterior se llega al resultado

final:

el’
/em cosx dr = ?(senx + cos x)
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Ciertas integrales trigonomeétricas

Ahora consideramos integrales de la forma / sen™ x cos” x dr con m y n numeros

naturales. Para resolver estas integrales, distinguimos dos casos:

1) Alguno de los dos exponentes es impar:
Si m es impar hacemos el cambio de variable u = cos z. Si n es impar, hacemos
u = senx.

11) Los dos exponentes son pares:

En este caso, utilizaremos las siguientes féormulas:

9 1+ cos 2z 9 1 —cos2z
cos“r=—"—F"— sen'r=—r—

2 N 2

Ejemplo 5.6 1) / sen? z cos® x dr. Dado que el exponente de cosx es impar,

hacemos el cambio u = sen x, con lo que:

/Sen2 zcos® x dr = /(u2 —u*) du,

transformando la integral inicial en la integral de un polinomio; integral, esta
ultima, que es inmediata. Resolviéndola y deshaciendo el cambio de variable,
se obtiene:

3 5

sen®xr  sen°x
/sen2xcos3xdx: R +C.

11) / cos® zdx. Aplicando la férmula que relaciona el cuadrado del coseno con el

coseno del angulo doble, se obtiene:

costx = 3 + 10082$+ 1COS4:B
8 2 8

Esto nos permite reescribir la integral como una integral inmediata, de tal
forma que:

3 1 1
/cos4mdx: §x+zsen2x—|—3—286n4m+0
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Cambios de variable trigonométricos

Nos ocupamos ahora de integrales que contengan radicales de los siguientes tipos:

\/@2 _ x2, \/a2 + x27 \/xQ _ a2,

siendo @ un nimero real cualquiera. Teniendo en cuenta las siguientes féormulas que
relacionan diversas funciones trigonométricas:

1 —sen?f = cos’6 , 1+ tan?0 = sec®d , sec’d — 1 = tan?0,

para cada uno de los radicales anteriores hacemos los siguientes cambios:
Vva? —x? cambio: x = asenf, luego va? — x? = acosl
Va?+ x? cambio: x = atanf, luego va? — x? = asec 0

x? —a? cambio: x = asec 0, luego v? — a? = atanf

Veamos algunos ejemplos:

1)/#@:

Ejemplo 5.7

Hacemos el cambio indicado, es decir, x = asenf, de donde se deduce que

dr = acosf df y que va? — x? = acosf. Por lo tanto,

2 .2 2 ann?
/\/ax T dx:/aCOSQaCOSQdQ:a/(;OS Qd(g:/l sen edQ:

asen enf sen 6

=a /(cosec 6 — sen ) db

Dado que la integral del seno es inmediata, nos centramos en el calculo de la
integral de cosecf.

/cosec@ 50 — / (cosec f + cotan ) cosec § 50 =
cosec ) + cotan 0

B / cosec? @ + cosec fcotan 6

cosec ) + cotan 0 df = —In (cosec § + cotan ¢) + C

Asi pues,

T

dx = —aln (cosec @ + cotan 0) + acosf + C.
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Para acabar, no queda mas que deshacer el cambio de variable. Puesto que

x va? — 12 . Va2 — 12 a
senf) = — y cos = ——— se tiene que cotan § = —— y cosect = —,
x x

a a
de donde:

a

2 __ p2 2 _ 2
/_vaffdx: T 0-In (H— vaﬂf)w
xXr s

dx
11) N
Como se indicaba anteriormente, debemos hacer el cambio x = atan6, luego

Va2 + 22 = asec 0 y dx = asec %0. De este modo

sec 20 + sec O tan 0

dx
—_— = 0 df = df =
/\/m /sec / sec 0 + tan 6
2 2
)

=In (sec § + tand) + C' =In (

/ V2 — g2
u) [ ———dx
x

De nuevo, sabemos el cambio de variable que conviene realizar: x = asec 6.
Con este cambio, se tiene dxr = atanfsec § df y /x> —a? = atan@ y, por lo
tanto:

2 _ 42
/—Mdmza/tangé?deza/(1+tan29)d@—a/d@z
Xz

2 2
=atanf — af = V2 — a? — aarctan <u) +C

a

Funciones racionales y descomposicion en fracciones simples

Estudiamos ahora el calculo de primitivas para funciones racionales, es decir, fun-
P(x)
Q(x)
podemos suponer que el grado del numerador, P, es menor que el grado del denomi-
nador Q). Si no fuese asi, bastaria hacer una divisién de polinomios. Una vez que el
numerador es de menor grado que el denominador, descomponemos el denominador
Q(z) en factores de la forma (ax + b) o az® + bx + ¢, es decir, en factores lineales o
factores cuadraticos sin raices reales. Distinguimos ahora dos casos: en el primero,

ciones de la forma f(z) = con Py @ polinomios cualesquiera. En primer lugar,
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suponemos que todos los factores de Q(x) aparecen con potencia 1. En el segundo
caso, contemplamos la posibilidad de que los factores irreducibles de Q(x) tengan
multiplicidad mayor.

1.- Los factores de Q(x) aparecen con potencia 1: En este caso, descomponemos

la funcién racional en suma de fracciones de la forma para los factores

) Arx + B .
lineales 0 ——————— para los cuadraticos.
ar? 4+ bx + ¢

axr +

3 2
— 171 —

e Calcular la integral / so — T+ 1T 3daz:.
22 —2x+5

Realizando la oportuna divisién, podemos escribir el integrando como

33 — T2 4+ 17x — 3 1
—Br—1)+2— —
22— 2r+5 Br-D+25— —%

por lo que

35— Ta? + 172 — d
/31: Tx*+ 17w 3d:c:/(3x—1)dx+2/ x

22— 2245 22—2r+5

3 —1
= §x2 — x + arctan (%) +C

Caleul / 203 + 3z + 11
® alcular X
zt+ a3 — 2?2+ 546

Teniendo en cuenta que la factorizacién del denominador es x* + a3 — 22+
546 = (z+1)(z + 2)(2? — 22 + 3), descomponemos la funcién racional
en la forma indicada y se obtiene:

20 +3x+11 1 I 1
a3 —a2+5x+6 x+1 z+2 x2-2r+3

Por lo tanto,

/ 223 + 3z + 11 / dx / dx / dx
dxr = + + | —=
x4+ a3 —a22+52+6 z+1 x4+ 2 2 —2x+3

1 -1
zln|x+1|+ln|x+2\+—arctan(x >+C

V2 V2
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2.- Por cada factor (ax + b) que esté contenido n veces en la factorizacion del
denominador, se busca una suma de funciones racionales de la forma:

Ar + Az + + L
ar+b  (ax +b)? (ax + b)"

Por cada factor cuadratico (az® + bz + ¢) que esté contenido n veces en la
factorizacion del denominador, se busca una suma de funciones racionales de
la forma:

Alx + Bl AQCL’ + B2 AnZE + Bn
Fot .
ax? +bx +c  (az?+br + c)? (ax? + bx + c)»

1
e (Calcular la integral / mdm.

La descomposicién del integrando en la forma indicada es:

1 —1 1 1

2(r+1) =« +x2+x+1’

por lo que

1 1 1 1
 dr=—— | =d —d dr —
/x2(x+1)x /xx+ x2 x+/x+1x

1
=—In|z]——+In|z+1/+C.
T

2
1
e Calcular / %dm

Descomponiendo el integrando como se indica, se obtiene:

x2+x+1_ 1 N x
(z2+1)2_3c2+1 (22 +1)%

Asi pues,

> +z+1 1 x
/(a:2+1)2dx /x2—|—1 x+/(x2—|—1)2$

1
= arctanz — m + C
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5.2. Integral definida

Sea f una funcién continug| en un intervalo cerrado y acotado [a,b]. Dividimos el
intervalo [a, b] en n (n un nimero natural cualquiera) subintervalos escogiendo n — 1

nimeros a = xg < 1 < To--- < Tpo1 < T, = b. En este caso se dice que los
n + 1 puntos {zg, z1,..., 21,2, } forman una particiéon P del intervalo [a, b]. Para
cada uno de los subintervalos [xy_1,2] (kK = 1,...,n) en los que queda dividido

el intervalo, llamaremos A, a su longitud, es decir, A, = z, — xp_1. Asimismo,
llamaremos ||P|| al didmetro de la particién:

||P|| = I{;l:élX{Ala AQa B 7An}

En cada subintervalo [x;_1, x| se escoge un punto ¢ y se construye un rectangulo
de base Ay y altura f(cx) que, por lo tanto, tiene drea igual a f(c) - Ax. Sumando
las areas de los n rectangulos asi construidos se llega a

Sp = Zf(ck) AV
k=1

que se conoce como suma de Riemann asociada a la particion P. Si la funcién inicial f
es una funcién positiva en [a, b] esta suma aproxima el rea que queda entre la gréfica
de f y el eje OX limitada por las rectas verticales z = a y x = b. Si el didmetro de
la particién se hace cada vez més pequeno, la suma de Riemann aproxima cada vez
mejor el area anterior. De ahi la definicion de integral definida que sigue.

Definicién 5.8 (Integral definida) Sea P, = {xo,21,...,2,} una secuencia de
particiones de [a,b] con |P,|| — 0. Sea Ay = x, — x)_1 y ¢ un punto cualquiera

b
de [xx_1, k). La integral definida de f en [a,b], escrito / f(z) dz, es

b n
/ f(z) dz = lim Zf(ck) WAYS
a n—oo
k=1
Observacion 5.9 La hipdtesis sobre la continuidad de la funcion f en [a,b] garan-
tiza que el limite que aparece en la definicion [5.8 siempre eziste. Si se elimina esta
hipdtesis, el limite puede no existir. Si existe, se dice que la funcion es integrable
(en el sentido de Riemann) en el intervalo [a,b].

Por otro lado, las consideraciones previas a la definicion nos llevan a concluir que,
en el caso de que la funcion f sea no-negativa en el intervalo |a,b], la integral de f
en [a,b] representa el drea limitada por las rectas x = a y x = b, la grdfica de f y el

eje OX.

'La hipétesis sobre la continuidad de la funcién no es necesaria aunque la anadimos para
facilitar la exposicion. Podia sustituirse, por ejemplo, por el hecho de que la funcién sea acotada
en el intervalo.
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Recogemos a continuacion algunas de las propiedades elementales de la integral
definida:

Proposicién 5.10 Sean [ y g dos funciones integrables en el intervalo [a,b]. En-
tonces:

[ sty aa-
—/abf(x)dx:—/baf(x)dx

9- SikeR, /abk-f(x)dx_k~/abf(a:)dx

4.- / x) + g(x d:c—/f d:z:—i—/b()dx

b c b
5.- Sicée (a,b), entonces/ f(x) da::/ f(x) da:+/ f(z) dz

b
6.- Si f(x) >0 en [a,b], entonces / f(z)dx >0

7.- 8 f(x) < g(x) en [a,b], entonces/ f(z) dz S/ g(x) dx

8.- Sim < f(x) < M en [a,b], entonces m(b—a) < /bf(a:) de < M(b—a)

5.3. Teoremas fundamentales del calculo

Hasta ahora hemos tratado dos tipos de integrales (integral indefinida o primitiva
e integral definida) sin conectarlas de ninguna manera. La relacién entre ambas
estd dada por el resultado conocido como Teorema Fundamental del Célculo.

Supongamos dada una funcién continua en un intervalo [a,b] y sea F(z) la funcién
definida en el mismo intervalo [a, b] por:

:/jf(u) du

Veamos si F'(x) es derivable en (a,b) y cuél es su derivada:

d ., Fx+h)— B
gl @) = Jm, h flfi’%h/
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z+h
Ahora bien: la integral / f(u) du representa, al menos en el caso de que f(x)

X
sea no negativa, el drea de una regién del plano que, cuando h es muy pequeno, es
practicamente un rectdngulo de base h y altura f(z), por lo que

,{Lr%h/ f(u) du= f(x).

Asi pues:

Teorema 5.11 (Teorema Fundamental del Célculo (Version I)) Si f es una
funcién continua en [a,b], entonces la funcion

:/:f(u) du

es continua en |a,b], derivable en (a,b) y se cumple que F'(x) = f(x) para todo
€ (a,b), es decir, F(x) es una primitiva de f(x) en el intervalo (a,b).

Con las mismas notaciones, segin el Teorema [5.11} la funcién

0= [t du

es una primitiva de f en el intervalo (a,b). Supongamos, ahora, dada otra primitiva
G(z) de f en el mismo intervalo. En ese caso, F(z) = G(z) + C y como F(a) = 0,
se deduce que C = —G(a), es decir, F(z) = G(x) — G(a). En consecuencia,

b
=/fwm=aw—m@

Hemos probado que

Teorema 5.12 (Teorema Fundamental del Célculo (Versién I1)) Dada una
funcion f continua en [a,b], entonces / f(z) de = G(b) — G(a), siendo G(x) una

primitiva cualquiera de f.

Observacion 5.13 FEl teorema pone en relacion los dos tipos de integrales y
nos dice como calcular integrales definidas: Basta calcular una primitiva, evaluarla
en los extremos de integracion y restarle al valor de la primitiva en el extremo
superior su valor en el extremo inferior.

Ejemplo 5.14 Para ver la relacion entre ambos tipos de integracion, consideramos
algunas integrales definidas:
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r=2

2 3
-/(x2—3x)dx: w——éﬁ =§—6— L3y _ 8
-1 32 |, 3 3 2 2

™
. / senz dr = [—cosz],_; = —cosm + cos0 = 2
0

1 _
. / —dx:[ln|x|]§;:é:ln1—ln5:—ln5
5 T

5.3.1. Técnicas de integraciéon e integrales definidas

Si realizamos algtin cambio de variable para calcular alguna integral definida, hemos
de tener en cuenta que los limites de integracion tienen que cambiar en consonancia
con el citado cambio de variable. Por ejemplo, si utilizamos el cambio de variable
u = 2% 4 1 para calcular

4
/ 2evVax? + 1 d,
0

transformamos la integral dada en

Vudu = 2 (1732 —1).

1
Del mismo modo, debemos tener en cuenta los limites de integracion cuando apli-

1
camos integracion por partes. Por ejemplo, si queremos calcular la integral / re “dr
0

x

haciendo u =z y v/ = ™%, se tiene:

1 1
/ re Cdr = [—xe*ﬂ;zé + / e %dr = —e 1+ [—e’x]zé =1—2¢!
0 0

5.4. Aplicaciones de la integracién

5.4.1. Calculo de areas

La primera aplicacién obvia de la integracion, dada la definicién de integral definida,

es el calculo de areas de figuras en el plano. Como sabemos, la integral de una funcion

f(z) en un intervalo [a,b] es el drea limitado por la gréfica de f, el eje OX y las

rectas * = a y x = b. Asimismo, si g(z) es otra funcién tal que f(z) > g(z) en

[a,b], el area limitado por las gréificas de f y g entre © = a y © = b es igual a
b

/ (f(2) - g(a)) d.

a

Ejemplo 5.15 1) Calcular el drea comprendida entre las curvas y = sec 2z e

y =cosx, desde x =0 hasta x = /4.
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xT

11) Calcular el drea de la region del plano limitada por las curvas y = xe® e

2
Yy =ze’ .

111) Calcular el drea delimitada por las curvas y* =z, y*> = 2z, y = 22 y 2° = 2y.

5.4.2. Calculo de volumenes de solidos

La integral definida también puede utilizarse para calcular volimenes de los asi lla-
mados cuerpos de revolucion:

Supongamos dada una regién en el primer cuadrante del plano limitada por los
ejes y la curva y = f(z) con = € [a,b]. Podemos girar esta regién alrededor de
cualquiera de los dos ejes obteniendo superficies que se conocen como superficies
de revolucién. Para calcular los correspondientes voliimenes se pueden utilizar las
siguientes férmulas:

1.- Rotacién alrededor del eje OX:

ver| @) da

2.- Rotacion alrededor del eje OY:

V= 27r/b:cf(:c) dx

Ejemplo 5.16 1) Calcular el volumen de una esfera de radio R.

11) Calcular el volumen de un cono recto de altura h, de radio mayor R y de radio
menor r.

111) Calcular el volumen de un elipsoide.

5.4.3. Calculo de longitudes de curvas

Otra aplicacién de la integracién es el calculo de longitudes de curvas en el plano
dadas de forma explicita:

Siy = f(z) con x € [a,b] es una curva, su longitud L viene dada por:

L= [ VIF TGP

Ejemplo 5.17 1) Calcular la longitud de la curva dada por y = /% entre a =
5/9 yb=21/9.

11) Calcular la longitud de y = 1/4x* — 1/2In = desde x = 1 hasta x = e.
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11) Se coloca un hilo de longitud 3 u.m. a lo largo de la curva y = In (cosx) con
un extremo en (0,0). Calcular las coordenadas del otro extremo.

5.5. Integrales impropias: criterios de convergen-
cia

Para hablar propiamente de integral definida de una funcién en un intervalo, la fun-
cién debe estar acotada en un intervalo acotado. Si alguna de estas dos hipétesis no
se verifica, se habla entonces de integral impropia. De primera especie si el intervalo
es no acotado, y de segunda especie si el intervalo es acotado pero la funcién no lo
es en el mismo.

5.5.1. Integrales impropias de primera especie

a) Supongamos, en primer lugar, que el intervalo de integracién es de la forma [a, 00)
y que la funcién f : [a,00) — R es tal que es integrable en todo intervalo [a, R]
con R > a. Entonces,

/ f(z) do = }%im f(x) dx.
En el caso de que el limite exista, se dice que la integral f(z) dz es convergente.

a
Si el limite es 0o 0 —oo la integral se dice divergente. En el resto de los casos, diremos
que la integral oscila.
R dx

dr = lim =
]._".732 R—o0 0 1"’1’2

Ejemplo 5.18 ] /
0

, =R . m
= lim [arctan z],_; = lim arctan R = —
R—oo - R—o0 2

* dx L sia>1
[ | R _— = a—1
(e R) /1 e {oo sta <1
b) Supongamos, ahora, que el intervalo de integracion es de la forma (—oo, b] y que

la funcién f : (—oo0,b] — R es tal que es integrable en todo intervalo [R,b] con
R < b. Entonces,

b b
/_OO f(z) do = REIEIOO/R f(z) du.

En el caso de que el limite exista, se dice que la integral f(x) dx es convergente.

a
Si el limite es co 0 —oo la integral se dice divergente. En el resto de los casos, diremos
que la integral oscila.
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0
Ejemplo 5.19 Sea a € R. C’alcular/ e dx.

—0o0

En primer lugar, es obvio que si a = 0 la integral diverge a co. Si a # 0, entonces

0 0 1

z I3 =0
e dr = lim e dr=— lim [e™]I_, =
oo R——o00 R a4 R——o0 -

1 L
= - lim [1-@”*};{ o Sta>0
a R——oo oo sia<0

c¢) Finalmente, supongamos, que el intervalo de integracién es toda la recta real
(R = (—o00,00)) v que la funcién f : R — R es tal que es integrable en todo
intervalo cerrado y acotado de la recta real. En tal caso

o a T
/ f(z) dz = lim / f(z) dr + lim / f(z) dz,
o0 R——o0 R T—o0 a
donde a es cualquier nimero real y a € (R, T).

oo

Ejemplo 5.20 Estudiar la convergencia de la integml/ senzx dz.

—00

e’} 0 T
senz dr = lim senz dr + lim senz dr =
oo R——o0c0 R T—o00 0

o ’ . =0 ; . =T
= RLHPOO [—cosz|i_p + TIEI;O [—cosz]._,

Como los dos limites anteriores no existen (oscilan) la integral es oscilante.

Observaciéon 5.21 Un error comun es el de creer que

/_Zf(x) dz = lim /_Zf(x) dz.

R—o0
[o.¢]
Sin embargo, esto es incorrecto. Hemos visto que la integral / senx dx es oscilante
—00
R
y, sin embargo, lim senx dr = 0.
R—oo J_p

5.5.2. Integrales impropias de segunda especie

Si el intervalo de integracion es acotado pero la funcién a integrar no lo es en el
correspondiente intervalo, se habla de integrales impropias de segunda especie.

a) Suponemos, en primer lugar, que la funcién a integrar, f(z), es continua en (a, b]
pero el limite de la misma en a es infinito o menos infinito.
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Sea, pues, f : (a,b] — R tal que f es integrable en [R,b] para todo R € (a,b|.
Entonces:

/abf(x) dz = lim /Rbf@) iz

R—at

En el caso de que el limite exista, la integral se dice convergente. Si el limite es oo o
—oo la integral se dice divergente. En el resto de los casos, diremos que la integral
oscila.

1
1

Ejemplo 5.22 Dado o > 0, estudiar la convergencia de la integral / — dz.
0o ¢

b) Supongamos, ahora, que la funcién a integrar, f(x), es continua en [a, b) pero el
limite de la misma en b es infinito o menos infinito.

Sea, pues, [ : [a,b) — R tal que f es integrable en [a, R] para todo R € l[a,b).
Entonces:

b R
/ f(x) dx = lim f(z) dx

R—b— J,
En el caso de que el limite exista, la integral se dice convergente. Si el limite es 0o o
—oo la integral se dice divergente. En el resto de los casos, diremos que la integral
oscila.

1
Ejemplo 5.23 FEstudiar la convergencia de la integral / In (1 —z)dz.
0

5.5.3. Criterios de convergencia para integrales impropias

Condicion necesaria de convergencia para integrales impropias de primera
especie

Antes de estudiar condiciones que garantizan la convergencia de una integral, enun-
ciamos una condicion necesaria de convergencia para integrales impropias de primera
especie:

Proposicién 5.24 1) Si f(z) es una funcion integrable en [a, R] para todo R > a

y la integral f(z) dx converge, entonces lim f(x) = 0.

1) Si f(x) es una funcion integrable en [R,b] para todo R < b y si la integral

b
/ f(z) dx converge, entonces lim f(x) = 0.

1) Si f(x) es una funcidn integrable en [R,T| para cualesquiera nimeros reales
oo

R y T y sila integral / f(z) dx converge, entonces lim f(x) = 0.

—
—o +o0
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Criterio de comparacién para integrales con integrando no negativo

Al igual que ocurre con las series de términos positivos, podemos utilizar el conoci-
miento sobre la convergencia o no de ciertas integrales para estudiar la convergencia
de otras integrales.

b b
Proposicién 5.25 Sean/ f(x) dx y/ g(x) dz dos integrales impropias del mis-

mo tipo cuyos integrandos son no negativosE] Entonces, si g(x) < f(z) Yz € (a,b),
se tiene:

b b
1) Si/ f(z) dx converge, también lo hace/ g(x) dx.

b b
11) Si/ g(x) dzx diverge, también lo hace/ f(z) dx.

Ejemplo 5.26 FEstudiar la convergencia de las integrales:

I)/ e dx
0

Escribimos

fe'e) 1 [e’e)
/ e dr = / e dg +/ e du.
0 0 1

El primer sumando es una integral definida propiamente dicha, por lo que
analizamos tunicamente el segundo sumando. Puesto que Vx > 1, se tiene

oo
e < e~ y que sabemos que la integral / e~ dx converge, aplicando la
1

Proposicién anterior, se concluye que la integral dada es convergenteﬂ

™2 sen . + cos x
1) —— dx
0 T

senx + cosx

Dado que lim = 00, estamos ante una integral impropia de se-

z—0+ x3
gunda especie. Como 3REEOST > a% para todo = € (0,7/2] y, puesto que la

/2
integral / — dz diverge, la integral dada es divergente.
0

2Por lo tanto, se contempla la posibilidad de que a sea —oco v que b sea co.

3/ e*x{zdx:ﬁ
0

2
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) /°° In x
1:3—|—x

Como

In z x 1 1
< < —

w4r T3+ T ox2+1 T a2

<1
para todo = € [e,00) y dado que la integral / — dx converge, también lo
e T

hace la integral dada.
Criterio de comparacién con paso al limite para integrales con integrando
no negativo

Tal y como sucedia con las series, se pueden comparar integrales impropias utilizando
paso al limite.

Proposicién 5.27 Sean/ f(x) dx y/ g(x) dz dos integrales impropias de pri-

mera especie. Entonces:

f(z)

1) Si lim ﬂ € R", las dos integrales tienen el mismo cardcter.
T—00 g €T
1) Si lim @) 0, y g(x) dx converge, f(x) dx converge.
T g z a a
o flx) > . > .
1) Si lim 9@ - 00, ¥ g(x) dx diverge, f(z) dz diverge.
T—0o0 g x a a

Observacion 5.28 Una proposicion idéntica se puede enunciar si sustituimos en
. 00 b
la anterior [ por [~y hm por lim .

T——00

b b
Proposicién 5.29 Sean/ f(z) dx y/ g(x) dx dos integrales impropias de se-

gqunda especie con hm+ flz) = hm+ g(x) = c0. Entonces:

1) Si lim ’;8)) € R, las dos integrales tienen el mismo cardcter.
f(x) ' '
1) Si lim == =0,y | g(x)dz converge, | f(x)dzx converge.
z—at g(ZL‘) a a
f(z) ' - ' :
) Si hm+ m =00,y | g(z)dzr diverge, f(z) dx diverge.
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Observacién 5.30 Si Hril_ flz) = h’ril_ g(x) = 00, una proposicion idéntica puede

enunciarse cambiando en la anterior lim por lim .

z—a™t z—b—

Ejemplo 5.31 FEstudiar la covergencia de las integrales:

1) /Olﬁdx

Como
1
lim Y g
z—0+t  —=
| ! 1
y la integral / —— dx converge, también lo hace la integral / — dx.
0 VT 0 VTt
w/2 1
11) / dx
o senx
Puesto que
1
=

1
1

y la integral / — dx diverge a oo, también lo hace la integral dada.
0 T

w/2
111) / e dr
3

Dado que

lim

T—00

o0
y la integral / — dx converge, también converge la integral dada.
3 T

Observaciéon 5.32 Todo lo dicho para integrales impropias con integrando no ne-
gativo puede repetirse para las integrales impropias con integrando no positivo. Si

b
/ f(z) dzx es una integral impropia con integrando no positivo, podemos escribir
a

[ 1w ar=- [ i) @

b
y aplicar los criterios explicados anteriormente a / (—f(x)) dzx
a
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Convergencia absoluta

Queda por ver qué hacer cuando el integrando de una integral impropia no es ni
positivo, ni negativo, es decir que el integrando toma valores tanto positivos como
negativos en el intervalo de integracion. En este caso, nos limitamos a tomar valores
absolutos en el integrando, dando lugar a la siguiente definicién:

b
Definicién 5.33 Una integral impropia / f(z)dx se dice absolutamente conver-

b
gente, sila z'ntegml/ |f(x)|dz es convergente.

La relacion entre convergencia y convergencia absoluta se explora en el siguiente
resultado:

Proposicion 5.34 Si una integral impropia, ff f(z)dz, es absolutamente conver-
gente, entonces es convergente.

Sin embargo, el reciproco al resultado anterior no es cierto. Por ejemplo, la integral
(o]
sen x

impropia de primera especie /

dx es convergente pero no absolutamente
0 x

convergente.

4/00 Senwdm:w/Q
0 X
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5.6. Problemas propuestos

Problema 5.1 .- Resolver las siguientes integrales mediante cambio de variable:

In z dx e’
a)/de b)/xlnx C)/e‘”—i-ldx

d)/ \/%d:c e)/iiiﬁdw f)/ SS;E’((;))dx

Problema 5.2 .- Usando la técnica de integracién por partes resolver las siguientes
integrales:

a)/arc sen (z) dx b)/eh cos (x) dz c)/x”ln xdx d)/xarctan (x)dx

) / sen(ln z)dz  f) / et dy 9) / 2eFdy B / v arcsen (z) dz

Problema 5.3 .- Resolver mediante cambio de variable trigonométrica las siguien-
tes integrales:

4

c)/dex d)/ \/%d:v

) / dx /) / dx ) / x dz b dx d
e) | ——— _— ——dx ——dx

Va2 —4 Viax? +9 g Va?—4 24 + x?
Problema 5.4 .- Descomponiendo en fracciones simples resolver las siguientes in-
tegrales:

a) dx b)/ dx
ovioe V) Vi

2?2+ 3x—5 23— 322 +1
) St 0| e

54 A3 49202 4+ 91 — 203 — o —
C)/x+x—|—x+x 6da:d)/ x I7dw

3 —1 3 —a?—x—2

Problema 5.5 .- Resolver las siguientes integrales:

a) / xzi sde b) / z cos (52) d ) / cot(z — 7)dx

vz —1 3 — 322+ 1
d)/sen5 (z) cos® (z) dx e) %+1d:v f) 2 —4x+7d$

—2x
9)/ _i +9d.r h)/cos (2x) cos () dx i)/x?/x —1dr
6 T
)/ 2+ 2+ 2 "
V] 2313021 60— 4
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Problema 5.6 .- Calcular el drea comprendida ente las curvas sec 2z y cos z desde
x = 0 hasta v = 7/4.

Problema 5.7 .- Calcular el area de la regiéon del plano limitada por las curvas
y = ze’ e y:xer.

Problema 5.8 .- Calcular el drea delimitada por las curvas y? = x, y? = 2z, y = 22
2
y ¢ = 2y.

Problema 5.9 .- Hallar el 4rea de la figura limitada por las curvas y? = 92,y = 3.

Problema 5.10 .- Hallar el 4rea de la figura comprendida entre la curva y = 4 — 22
y el eje OX.

Problema 5.11 .- Hallar el area del dominio comprendido entre las parabolas
y* = 2pz, y 2* = 2py.

Problema 5.12 .- Hallar el 4rea total de la figura limitada por las curvas y = 23,

y=2,y=1r.

Problema 5.13 .- Calcular el area delimitada por las curvas y = bcosx e y =

asenz y el eje OX para x € [O, g] (a y b son dos numeros reales positivos).

Problema 5.14 .- Calcular el volumen de una esfera de radio R.

Problema 5.15 .- Calcular el area limitada por las curvas y =z -e* ey =x - e*”

Problema 5.16 .- Calcular el volumen de un tronco conico de altura h, de radio
mayor R y de radio menor r.

Problema 5.17 .- La elipse z—z + z—j = 1 gira alrededor del eje OX. Hallar el
volumen del cuerpo de revolucion engendrado.

Problema 5.18 .- El segmento de la recta que une el origen de coordenadas con
el punto (a,b) gira alrededor del eje OY. Hallar el volumen del cono engendrado.

Problema 5.19 .- La figura limitada por la pardbola y?> = 4z y la recta x = 4,
gira alrededor del eje OX. Hallar el volumen del cuerpo de revolucién engendrado.

Problema 5.20 .- Hallar el volumen del toro engendrado por la revolucion del
circulo 22 + (y — b)? = a? alrededor del eje OX.

Problema 5.21 .- Calcular la longitud de la curva dada por y = %2 entre a = 5/9
v b=21/9.
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Problema 5.22 .- Calcular la longitud de y = 1/4z* — 1/2In = desde z = 1 hasta
r=e.

Problema 5.23 .- Se coloca un hilo de longitud 3 u.m. a lo largo de la curva
y = In (cosz) con un extremo en (0,0). Calcular las coordenadas del otro extremo.

Problema 5.24 .- Estudiar la convergencia de las siguientes integrales:

00 .1'2—1 X o 00
——————dz b —d “In (2 +1)d
a)2 NI x )/2 e % c)/3 e *In (z ) dx

Problema 5.25 .- Calcular, en caso de ser convergentes, las integrales:

> cos (1/x) < 1 1
G)AWde b)/o a2+x2d$ C)/_Oomdl'

Problema 5.26 .- Se llama transformada de Laplace de la funcién f(z) a

Fo) = [ s da

a) Determinar para qué valores de s esté definida la transformada de Laplace de
la funcién sen x.

b) Calcular la transformada de Laplace de la funcién constante K, especificando
para qué valores de la variable s esta definida.

¢) Calcular la transformada de Laplace de la funcién e, especificando para que
valores de la variable s esta definida.

Problema 5.27 .- Analizar el siguiente calculo:

Sin embargo, x—12 es una funcién positiva, cuya integral en un intervalo no puede ser
negativa.

a) ¢{Donde falla el célculo anterior?
: . o oo 1
b) Realizar un calculo similar con la funcién ~/= ¥ comentar el resultado.

Va?

Problema 5.28 .- Calcular, en caso de ser convergentes, las integrales

UL =k
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Capitulo 6

Matrices

6.1. Matrices. Definiciones y notacion

Esta primera Seccion esta dedicada a la introduccion de la terminologia usual aso-
ciada a las matrices. En primer lugar, definimos el propio concepto de matriz sobre

R.

Definicién 6.1 Dados niumeros naturales n y m, se dice matriz m X n a un cuadro
de numeros reales de la forma:

aip -+ Qip
A —
m1 - Qmnp
Habitualmente, escribiremos:
aip -+ Qip
A=
m1 - OGmnp

Cuando m = n, se dird que la matriz es cuadrada de orden n. Por otro lado, de
manera abreviada escribiremos A = (a;;).

Notacion: El conjunto de matrices m x n sobre R habitualmente se denota por
M, «n(R), mientras que el conjunto de matrices cuadradas de orden n se denota por
M, (R).

Una matriz m X n estd formada por m n—tuplas, conocidas por el nombre de filas,
a saber:
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De manera similar, podemos considerarla formada por n m—tuplas, llamadas colum-
nas de la matriz:

a1 Ain
Al = : o AT = :

Am1 Qmn

Definicién 6.2 Dada una matriz A m X n, se dice traspuesta de A a la matriz
n X m cuyo término (i,7) es el término (j,i) de A. Se escribe A'.

Definicién 6.3 Una matriz cuadrada se dice simétrica si A' = A y se dice anti-
simétrica si a;; = —aj; para todo vy j.

Definicién 6.4 Sea A = (a;j) una matriz m X n.

1) Se llama diagonal principal de A a la familia (ay1, ..., ass) donde s es igual a
la cantidad min{m, n}.

11) La matriz A se dice triangular superior sim =1 o0 a;; =0, Vi > j. Es decir,
st todos los elementos por debajo de su diagonal principal son cero.

111) La matriz A se dice triangular inferior sin =1 0 a;; =0, Vi < j. Es decir,
st todos los elementos por encima de su diagonal principal son cero.

1v) Una matriz cuadrada se dice diagonal si a;; =0V i # j. En tal caso, escribire-
mos diaglaiy, . . ., Gpn)-

v) Una matriz se dice escalar si es diagonal y aj3 = ... = app.

vi) Se llama matriz identidad de orden n, y se escribe I,,, a la matriz escalar cuyos
términos diagonales son todos iguales a 1.

vil) Se dice matriz cero a la matriz cuyos términos son todos nulos. Se escribe (0).
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6.1.1. Operaciones con matrices

Repasamos, a continuacion, las operaciones usuales que se pueden realizar entre y
con matrices.

Definicién 6.5 (Operaciones con matrices) Se definen :

1) Suma de matrices: Si A = (a;;) y B = (bij) son dos matrices de M, x,(R),
se define

It i R

11) Producto de una matriz por una constante: Si A = (a;;) es una matriz
de Mpxn(R) y A € R,

)\A = (/\aij)lgiﬁm,lgjgn .
111) Producto de dos matrices: Dadas matrices A € Mp,«n(R) y B € M,.(R),
A - B es la matriz m x t definida por:

n
A-B:= ( E az’kbkj> .
k=1 1<i<m,1<j<t

Si consideramos el conjunto M, (R) junto a las operaciones suma y producto que
hemos definido anteriormente, se puede probar que éstas dotan al conjunto de estruc-
tura de anillo (no conmutativo) con elemento identidad. En este caso, las unidades
del anillo reciben un nombre especial: se les llama matrices regulares.

6.2. Rango de una familia de vectores: op. ele-
mentales

Una solucién de un sistema de ecuaciones lineales m X n es una n—tupla de elementos
de R. Por otro lado, una matriz se puede interpretar como un conjunto de vectores,
es decir, elementos de algin R" (fila o columna). Conviene pues, estudiar algunas
nociones en torno a los vectores de R". Empecemos, pues, por el principio.

Los elementos de R™ se denominan vectores y los de R escalares. Vectores notables
son:

(0) = (0,0,...,0) (vector nulo)
e = (1, O, .. ,0)
€y = (071,,0)

e, = (0,0,...,1)
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Tales vectores se suman y multiplican por escalares (es decir, elementos del cuerpo
R) en la manera conocida.

El objetivo final de la Seccion es el de definir el concepto de rango de una familia de
vectores en R" y disefiar un algoritmo para su calculo. Pero antes, una definicién:

Definicién 6.6 Una familia {v,...,v,} de vectores de R" se dice:
1) libre si
for 4ty = (0) =ty = ... =1, =0,
11) y ligada si no es libre.

Ejemplo 6.7 1) La familia {(1,2),(3,2)} de vectores de R?* es una familia libre.

11) La familia {(1,2,3),(2,1,0),(1,—1,—3)} es una familia ligada, pues se verifica
(1,—1,-3) = —(1,2,3) + (2, 1,0).

1) Cualquier familia que contenga al vector nulo es ligada.

1v) Cualquier familia que contenga vectores repetidos es ligada.

El siguiente Lema técnico, cuya prueba dejamos como ejercicio, lo utilizaremos en
el resultado principal de esta Seccién (Proposicién [6.11)).

Lema 6.8 Si {v,vq,...,v,} es ligada y {vy,...,vn} es libre, existen escalares t;
tales que v = t1v1 + ... + tUp,.

Llegados a este punto, podemos definir el concepto de rango que es clave en el
desarrollo del resto del Capitulo.

Definicién 6.9 (Rango de una familia de vectores) Dada una familia de vec-
tores de R", se dice rango al mdzimo tamano de sus subfamilias libres.

Ejemplo 6.10 El rango de la familia {(0,0,0), (1,2,3), (r,v/2,1),(1,2,3)} CR3 es
2, pues cualquier familia con mayor numero de elementos contendrd al vector nulo
o dos vectores repetidos y la subfamilia {(1,2,3), (7,v/2,1)} es libre.

Aunque en el ejemplo anterior nos ha sido sencillo el calculo del rango, en general,
ésta no es una tarea sencilla utilizando como tnica herramienta la definicion. El
algoritmo que estudiaremos para el calculo del rango esta basado en el concepto de
operacién elemental que se presenta en la siguiente Proposicion:

Proposicién 6.11 (Operaciones elementales de vectores) Dada una familia
V= {vy,...,v,} de vectores de R", las siguientes operaciones no alteran el rango
de la misma:
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1) Intercambiar el orden de dos vectores.
11) Sustituir un vector por él mds un mailtiplo de otro.

1) Multiplicar un vector por un escalar no nulo.

Las operaciones anteriores las llamaremos operaciones de tipo 1, 2 y 3 respectiva-
mente.

Demostracion.— Siendo evidente que las operaciones de tipo 1 no alteran el rango,
estudiaremos qué es lo que ocurre con las de tipo 2 y de tipo 3, empezando por estas
ultimas. Supongamos la operacién de tipo 3

{v1,v9,...,0,} — {sv1,v2,...,0,} (6.1)
y veamos que no varia el rango. Sea r el rango de V y veamos que
rang({svy,...,v,}) >

Si existe una familia libre de V con r vectores que no contenga a vy, ha de ser
subfamilia libre de {svy,vq,...,v,} y, por lo tanto, se verifica la desigualdad .
Si no, sea {vy,v;,,...,v; } la familia libre que debe existir; entonces es claro que
{sv1,v;,,...,v; } es subfamilia libre de {svy,vq,...,v,} y, también en este caso, se
verifica (/6. 1])

Por otro lado,

rang({svi, va, ..., v,}) < rang({s 'svy, v, ..., v,}) = rang(V) (6.2)
Uniendo las desigualdades (6.1]) y (6.2) se concluye que

rang({svy, ve,...,v,}) = rang(V).
Para las operaciones de tipo 2 podemos suponer que la operacién es:

{v1,v9, ..., 0.} — {v1 + tug,va, ..., v, }

Probaremos, como hicimos antes, que

r =rang(V) < rang({vy + tva, ve, ..., v, }).
Si existe una subfamilia libre de V que no contenga a vy, nada habria que probar.
En caso contrario, sea {vy,v;,,...,v; } la familia libre que debe existir; entonces
{va, viy, ..., v;, } es ligada y, segin el Lema vy = tov;, + - - - +1,v;,. Ahora, es facil
ver que {vy + tvg, Uy, ..., v;, } es una subfamilia libre de {vy + tvg, v, ..., v, }.
Por otro lado,

rang({vy + tvg, va, ..., v, }) < rang({vy + tvg — tvg, ve, ..., v, }) = rang(V).
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6.3. Rango por filas y por columnas de una matriz

Las definiciones de rango por filas y por columnas de una matriz A € M,,,, son las
esperables, es decir, el rango por filas de A, escrito rf(A), es el rango de las filas de
A vistas como vectores de R", mientras que el rango por columnas, escrito r.(A) es
el rango de las columnas de A vistas como vectores de K.

Definicién 6.12 Una matriz m X n se dice escalonada por filas si m =1 o:

= Sus filas cero son las ultimas.

= FEl primer elemento no nulo de cada fila no nula, denominado pivote, estd a la
derecha del pivote de la fila superior.

En virtud de la definicién, las matrices escalonadas por filas tienen la siguiente
forma:

O DY 0 al] a1j+1 ... DY ... ... ... al’n,
O o cne e e 0 gy e e aop
S | R

0 0

Definicién 6.13 Una matriz A m x n se dice reducida por filas si es escalonada
por filas y ademads:

1) Sus pivotes son todos 1.

11) En la columna que ocupa cada pivote, los elementos anteriores a éste son todos
cero.

Definicién 6.14 Una matriz A mxn se dice reducida (respectivamente escalonada)
por columnas si su traspuesta lo es por filas.

Ejemplo 6.15 1.- La matriz4 x 5

es escalonada por filas pero no reducida.

O O O N
S O NN W
O O
O = W Ot
_= NN OO



6.3. RANGO POR FILAS Y POR COLUMNAS DE UNA MATRIZ 109

2.- La matriz

2 3 4 5 0
000 20 es triangular superior, pero no escalonada por filas.
0 01 2 3
0 0 0 0 1
3.- La matriz
13 0 0 0
0 01 0 0 .
000 1 0 es reducida por filas.
0 0 0 0 1

Observacion 6.16 Fl interés de las matrices escalonadas reside en el hecho de su
rango por filas se lee directamente (basta contar el nimero de filas no nulas). El
interés de las matrices reducidas es que se corresponden con sistemas fdacilmente
resolubles.

En virtud de lo discutido hasta ahora,
Teorema 6.17 Sea A € M,,x,. Son equivalentes:
i) rp(A)=r

ii) Eziste un nimero finito de operaciones elementales (de tipo 1 y 2) en las filas
de A que conducen a una matriz escalonada por filas con, exactamente, las
m — r ultimas filas nulas.

iii) Eriste un nimero finito de operaciones elementales en las filas de A que con-
ducen a una matriz reducida por filas con, exactamente, las m —r ultimas filas
nulas.

Demostracion.— Para probar que ii) implica iii), sea F' la matriz obtenido en ii) y
c; el pivote de la fila 4. Multiplicando la fila por c; ' hacemos que el pivote sea 1.
Ahora, haciendo operaciones elementales en las filas, es facil conseguir que todos los
elementos por encima de cada pivote sean cero.

Es también claro que iii) implica i) (ya que las operaciones elementales no varian
el rango por filas). Por lo tanto, inicamente queda ver que i) implica ii). Para
probarlo, razonaremos por induccién en m (ntimero de filas) construyendo, de paso,
un algoritmo para el calculo del rango por filas.

Sim = 1 la implicacién es obvia, pues estariamos ante una matriz fila.
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Supongamos que m > 1; si la matriz es la matriz nula, nada habria que hacer. Si
la matriz no es nula, sea A7 la primera columna no cero y a;; el primer término no
nulo de dicha columna. Entonces, permutando la fila 7 y la fila 1, si 7 # 1, podemos
situar a;; en el lugar (1, 7):

0 -0 0 - ay, 0 -+ 0 ay - ap
A=|0 - 0 ay - awm |—A=]0--0 0 - ay
0« 0 Gmj - Gmn 0 <+ 0 Gmj - G

Ahora, mediante operaciones elementales en las filas de A; (restdndole a la fila
k—ésima, la primera multiplicada por ay;/a;;)) podemos hacer ceros en la columna
7 por debajo del pivote de la primera fila. Llegamos asi a una matriz B de la forma

0 - 0 ay - an

B=|0 -0 0 - a

0 - 0 0 - am
Si llamamos C' a la submatriz de B formada por las filas 2, ..., m y por las columnas
j+1,...,n,es claro que ésta tiene rango r — 1. Aplicando la hipétesis de induccién,

existiran un nimero finito de operaciones elementales en las filas de C' que conducen
a una matriz E escalonada por filas con las m — r ultimas filas nulas. Ahora, la
matriz:

O PR 0 al] al]—"-l PR CLZTL
0 - --- 0
F= Lo E
0 - --- 0
es escalonada por filas. Basta notar, para acabar, que hacer operaciones elementales
en C equivale a hacer operaciones en B. [

Para comprender como funciona el algoritmo subyacente a la demostracion de la
Proposicién inmediatamente anterior, apliquémoslo a un ejemplo concreto:

Ejemplo 6.18 Calcilese el rango por filas de la matriz:

S W N =
00N RN
g W w
S U Sl )
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En este caso, la primera columna no nula es la primera y el primer elemento de la
misma es también el primero. Debemos hacer ceros por debajo del elemento (1,1)
de la matriz. Para ello, a la sequnda fila le restamos la primera multiplicada por 2,
a la tercera la primera multiplicada por 3 y a la cuarta la primera multiplicada por
6, llegando a la matriz:

1 2 3 0
0 0 -3 2
A= 0 —4 -8 3
0 —4 —11 5

Ahora, la primera columna no nula de la submatriz

0o -3 2
C=|-4 -8 3
-4 —11 5

es la primera cuyo primer elemento no nulo es el sequndo. Asi debemos intercambiar
las filas primera y sequnda de la submatriz C' o, lo que es lo mismo, las filas seqgunda
y tercera de Ai. Llegamos asi a la matriz

1 2 3 0
0 4 -8 3
0o 0 -3 2
0 -4 —-11 5

Ay =

Ahora restando a la cuarta fila de As la sequnda, llegamos a

1 2 3 0
0 —4 -8 3
A5 = 0 0 -3 2
0 0 -3 2

Por dltimo, restando a la cuarta fila de As la tercera, llegamos a la matriz escalonada
por filas

1 2 3 0
0 -4 -8 3
0O 0 =3 2|’
0 0 0 0

luego el rango por filas de A es 3. Aunque ya hayamos contestado a la prequnta
sobre el rango, continuamos el proceso para llegar a una matriz reducida por filas.
En primer lugar, dividimos, para obtener pivotes 1, la sequnda fila por —4 y la tercera
por —3:
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1 23 0
01 2 —3/4
00 1 —2/3
000 0

Ahora, hacemos cero el elemento que se encuentra por encima del sequndo pivote:
para ello, le restamos a la primera fila la sequnda multiplicada por 2, llegando a

0 -1 3/2
1 2 —3/4
0 1 -2/3
0 0 0

o O O =

Por dltimo, queda por hacer ceros los elementos situados por encima del ultimo
pivote. Para consequirlo, le sumamos a la primera fila la tercera y a la sequnda la
tercera multiplicada por —2. Se llega, de este modo a la matriz reducida por filas:

1 00 5/6
01 0 7/12
00 1 -2/3
000 O

Observacion 6.19 Mutatis mutandi, todo lo dicho hasta ahora para el rango por
filas, puede decirse igualmente para el rango por columnas. Por ejemplo, el Teorema
anterior y su demostracion se trasladan al caso de columnas cambiando la
palabra fila por la palabra columna.

En otro orden de cosas es facil probar, a partir del Teorema los dos corolarios
siguientes (que pueden ser escritos igualmente en términos de columnas):

Corolario 6.20 Si r¢(A) = r y A es escalonada por filas, un nimero finito de
operaciones elementales en las columnas de A conducen a la matriz

I, 0
0 0 )’

Ahora, juntando el Teorema [6.17] con el Corolario inmediatamente anterior se tiene:

que denotaremos por [I,.,0].

Corolario 6.21 Sir¢(A) = r, existe un numero finito de operaciones elementales
en filas y columnas de A que conducen a la matriz [I,,0].
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6.4. Rango de una matriz. Matrices elementales

En esta Seccién trataremos de mostrar que los rangos por fila y por columna intro-
ducidos en la Seccién anterior son iguales. Para llegar a ello, en primer lugar veremos
como ”simular”’mediante productos de matrices las operaciones elementales tanto en
filas como en columnas. Con este fin, se introducen las conocidas como matrices e-
lementales.

6.4.1. Matrices elementales

Empecemos definiendo las ya anunciadas matrices elementales:
Definicién 6.22 (Matrices elementales) Se dice matriz elemental de orden n:

1) de tipo 1, P;j, a la matriz que resulta de permutar en la matriz identidad (I,,)
las filas i y j;

11) de tipo 2, Pi;(t) (i # j), a la matriz que resulta de sumarle a la fila i de la
matriz identidad (1,,), la fila j multiplicada por t;

1) de tipo 3, Q;(s), a la matriz que resulta de multiplicar la fila i de la matriz
identidad (I,) por un escalar s distinto de cero.

Estas matrices elementales, simulan, como ya hemos adelantado las operaciones
elementales{l]

Proposicién 6.23 Sea A una matriz m x n. Entonces,

i) P,;A es la matriz que resulta de permutar en A las filas i y j.
ii) AP;; es la matriz que resulta de permutar en A las columnas i y j.

ili) Pi;(t)A es la matriz que resulta de sumarle a la fila i de A la fila j multiplicada
por t.

iv) AP,;(t) es la matriz que resulta de sumarle a la columna j de A la columna i
multiplicada por t.

v) Qi(s)A es la matriz que resulta de multiplicar la fila i de A por s.

vi) AQ;(s) es la matriz que resulta de multiplicar la columna i de A por s.

Por otro lado, puesto que toda operacion elemental es reversible, se tiene:

La demostracién de la Proposicién no aporta gran cosa, luego asumiremos su veracidad.
Sin embargo, resulta de interés que uno se convenza de su veracidad, verificindola en ejemplos
concretos.
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Corolario 6.24 Las matrices elementales son requlares. En concreto,
i) BijPji = In.
i) P,(t)P,(~t) = I,.
i) Qi(s)Qqi(s7Y) = I,,.

Rescribiendo los resultados obtenidos en la Seccién anterior ( Teorema y los
corolarios subsiguientes) con el nuevo lenguaje introducido, se tiene:

Corolario 6.25 Sea A € M,,x,(K) de rango por filas r. Entonces,

i) Existen matrices elementales Py, ..., Ps tales que

P,---PLA = F es escalonada por filas.

ii) Ewiste una matriz reqular P tal que

PA = F es escalonada por filas.

iii) FEzisten matrices elementales Py,..., Ps, Q1 ...,Qs tales que

Py PLAQ -+, Qs = [1;,,0].

iii) Fzisten matrices requlares P y Q) tales que

PAQ = [1,,0.

Observacion 6.26 Al igual que ocurria con la seccion anterior, lo dicho para el
rango por filas en el resultado anterior, se traslada, de forma inmediata, al rango
por columnas.

6.4.2. Rango de una matriz

El resultado contenido en el Corolario [6.25 es la clave para probar que rango por
filas y por columnas son iguales.

Teorema 6.27 Sea A una matriz de M,,s,(R). Entonces, el rango por filas y el
rango por columnas de A coinciden. A esta cantidad se le conoce como rango de A
y lo denotaremos por rg(A). En particular, se tiene que rg(A) = rg(A").
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Demostracion.— Llamemos r al rango por filas de A. Entonces, existe una matriz
regular P tal que PA = F es escalonada por filas con las tdltimas m — r filas
nulas. Si tomamos las columnas de F' en las que se encuentran los pivotes, éstas son
linealmente independientes, luego se tiene r < r.(F).

Por otro lado, sea s = 7.(F) y F7',... F’ s columnas de F' que forman familia
libre. En tal caso, puesto que A = P7'F, la columna j—ésima de A, A7, es igual a
Al = P7'FJ. En consecuencia,

chAjk = (0) :>chij =0)=c=c=...=¢=0.
k=0 k=0

De lo anterior se deduce que 7.(F) = s < r.(A); luego, por lo tanto, r¢(A) < r.(A).
Ahora, aplicando esta desigualdad a la matriz transpuesta, se concluye que 7.(A) <
rf(A) y, finalmente, la igualdad de rangos por fila y por columna.

El Teorema nos permite deducir algunos resultados de interés, que enunciamos
a continuacion.

Corolario 6.28 FEl rango de cualquier familia de R™ es menor o igual que n.

Corolario 6.29 Una matriz A € M, (R) es regular si, y solo si, rg(A) = n.

Demostracion.— Supongamos, en primer lugar, que la matriz es regular y sea
ti A+t A% 4+ 1, AT

una combinacién lineal de sus columnas. Si se iguala esta combinacion al vector
nulo, se tendra que

1]
4l =0,
Ly
de donde, multiplicando la igualdad por A™!, se tiene que t; = ... = t, = 0. En

consecuencia, las columnas de A forman una familia libre y, por lo tanto, rg(A) = n.

Reciprocamente, si suponemos que el rango de A es n, existiran, por el Corolario

6.25], matrices regulares Py () tales que PAQ = I,,. De esta igualdad se deduce que
A= P71Q!. Por lo tanto, A es regular. n

De més facil prueba es el ultimo resultado que presentaremos en esta Seccién:
Corolario 6.30

i) Hacer operaciones elementales en las filas y/o las columnas de una matriz no
varia su rango.
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it) Una matriz cuadrada es reqular si, y sélo si, es producto de matrices elemen-
tales.

iii) Si Py Q son matrices requlares y A es otra matriz rg(PA) = rg(A) =
rg(AQ) = rg(PAQ); es decir, el producto por matrices requlares no altera
el rango.

6.4.3. Aplicacion al calculo de inversas de matrices regulares

Los resultados anteriores son utiles para calcular la inversa de una matriz regular.
Si A es regular, es producto de matrices elementales:

luego

Asi pues,

At=pt Pt=P7t P,

y dado que la inversa de una matriz elemental es elemental (véase Corolario ,
haciendo operaciones elementales en las filas de A es posible obtener la matriz ele-
mental. Realizando exactamente las mismas operaciones sobre la matriz identidad,
se obtiene la inversa de A.

Los calculos puede efectuarse al mismo tiempo de la siguiente forma:

(A | ]n)N(Qr---QlA:In | QT"'Qljn:Ail)

Ejemplo 6.31 Calcular la inversa de

2 3 4
A= 5 6 6
3.1 2
2 34| 100\ Pu(-3/2
56 6 | 01 0| Pu(—5/2)
3121001 ~
2 3 4 | 100
0 —3/2 —4 | =5/2 1 0 P32(:7/3)
0 —7/2 —4 | =3/2 0 1
2 3 4 | 1 00
0 —3/2 —4 | —5/2 10 P23(3/4>
0 0 16/3 | 13/3 —7/3 1
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2 3 4 | 1 0 0
0 —3/2 0 | 3/4 —3/4 3/4 P13(:3/4)
0 0 16/3 | 13/3 —-7/3 1

(2 3 0 | —9/4 7/4 3/4) Pa(2)
0 —3/2 0 | 3/4 —3/4 3/4 2
0 0 16/3 | 13/3 —7/3 1

0 —3/2 | 3/4 —3/4 3/4
0 0 16/3 | 13/3 —7/3 1 Ql(i/z)

100 | -3/8 1/8 3/3
010 | —1/2 1/2 —1/2
(o 0 1 | 13/16 —7/16 3/16)

_ Q5(3/16)
(2 0 8 | =3/4 1/4 3/4) Oa(—2/3)
3

Por lo tanto,

-3/8 1/8 3/8
At=1[ -1/2 1/2 —1/2
13/16 —7/16 3/16

117
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6.5. Problemas propuestos

Problema 6.1 .- Probar que:
» (AB)' = B'A?
» (AB)"'=pBtA™!

Problema 6.2 .- Probar que las iinicas matrices cuadradas que conmutan con todas
las demas son las matrices escalares, es decir, las matrices diagonales con el mismo
elemento en la diagonal.

Problema 6.3 .- Probar que el producto de matrices triangulares superiores (re-
spectivamente, inferiores) es una matriz triangular superior (respectivamente, infe-
rior). Asimismo, demostrar que la inversa de una matriz tringular superior (respec-
tivamente, inferior) regular es triangular superior (respectivamente, inferior).

Problema 6.4 .- Calcula B~!, sabiendo que se cumple que (3 (B — I))2 =1(B-
I).

2

Problema 6.5 .- Dada la matriz A = <1 _3

tales que AB = BA.

) encontrar todas las matrices B

Problema 6.6 .- Calcular el rango de las siguientes matrices:
3 4
5 4

0 2
2 3
4 8 2

—_

3

0 DN = N
—_

W N =
N = W W
Ot Ww N O

Problema 6.7 .- Segin los valores de a y de b, discutir el rango de las matrices:

1 b a b a+b+1
etz b T (2 8 a2 Bat2nt
S e e b2 2

12 0 2 a+2

1101\ /11 0 1
il)) (21 2 a 1 a 1 10 -1 2
Cly) ot oaf |20 a0
b oo 1) \o1 —b -1
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Problema 6.8 .- Hemos demostrado que, dada una matriz A € M,,»,(R) con
rango r, existen matrices regulares P y () tales que:

PAQ = [IraO]'

Dar una algoritmo para el calculo de tales matrices Py Q.

Problema 6.9 (Factorizaciéon LU) .- Sea A € M,,»,(R). Demostrar que existen
matrices L € M,,(R) triangular inferior con 1 en la diagonal principal, U € M,, «,(R)
triangular superior y P matriz permutaciénf| tales que PA = LU. Dar un algoritmo
para el calculo de dichas matrices L y U.

(Indicacion: Téngase en cuenta que las matrices escalonadas por filas son triangu-
lares superiores.)

Problema 6.10 .- Calcular las inversas de las matrices

5 3 4 2 3 41
5 6 6 0

5 6 6

3 1 9 3 1 2 2
3 5 6 7

Problema 6.11 .- Discutir, en funcién de los pardmetros a y b, si las matrices de
coeficientes reales

a 2a 1 a 2b a+b
3a -1 a+2 4a 5b 2a+2b
-3 0 3 Ta 8b 2a-+2b

son regulares y, en su caso, calcular la inversa.

Problema 6.12 .- Calcular los siguientes determinantes:

n n—-1n-2 --- 3 2 1
1 1 1 :
1 1 1 0 »
n—1 n—2 n—3 2 1 n
I+ 1 - 1 1 a @ --- a!
1 14z - 1 1 ay a3 --- ay’!
1 1 e 1+ 1 a, da* -+ a¥!

2Una matriz permutacién es una matriz producto de matrices elementales de tipo 1.
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Problema 6.13 .- Sea la matriz cuadrada de talla n cuyo término (i, ) es 2
sit# j e sii=j. Calcular su determinante.

Problema 6.14 .- Hacer lo mismo que en el ejercicio anterior con la matriz cuadra-
da de talla n cuyo cuyo término (i,j) esasii# jytsii=j.



Capitulo 7

Sistemas de ecuaciones lineales

7.1. Combinacién lineal. Variedades lineales
El Capitulo esta dedicado a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Pense-

mos, pues, en un sistema lineal de m ecuaciones y n incégnitas:

anri+ -+ ar, = b
: (7.1)

Am1T1 + -+ + GppTyp = bm

Usando la terminologia habitual en estos casos, llamaremos matriz de coeficientes

a la matriz A = (a;;) y vector de términos independientes a la matriz columna
b= (b1,...,bn)". De esta forma, podemos escribir, denotando X = (z1,...,2,)", el
sistema en la forma AX = b.
El sistema ((7.1]) tiene solucién si, y sélo si, existen escalares 4, ..., t, tales que
bl a1 an1
=t : +o iy :
bm Q1 Amn

De esta observacion casi trivial surge el concepto de combinacion lineal de vectores:

Definicién 7.1 Dada una familia de vectores {vy,...,v,} en R™, diremos que el
vector v es combinacion lineal de la familia si existen escalares ty,. .., t, tales que:

v==tv1+...+t,v,.

Con este nuevo lenguaje, el sistema (7.1]) tiene solucién si, y sélo si, el vector de
términos independientes es c.1[[] de las columnas de la matriz de coeficientes.

LA partir de ahora, la abreviacién c.l. significard combinacién lineal
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Definicién 7.2 Se dice variedad lineal a un subconjunto S de R™ para el que existen
vectores {vy,...,v,} cuyo conjunto de combinaciones lineales es justamente S. Se
escribe S =R < wy,...,v, > y se dice que {vy,...,v,} es un sistema generador de
S. Si el sistema generador es una familia libre, se le denomina base. Por convenio,
0 es la inica base de (0).

Un resultado de utilidad es el siguiente:

Proposicién 7.3

u€ER <, ... v > <= 1g(v1,...,0,) =7g(V1,...,Up,u)
Demostracion.— Supongamos, en primer lugar, que u € R < vq,...,v,, >. Entonces,
haciendo operaciones elementales podemos transformar la familia {vy,...,v,,u} en
la familia {vy,...,v,,0}, de donde se sigue la igualdad de rangos.
Reciprocamente, sea r el rango comtn de ambas familias y sea {v;,,...,v; } una
familia libre de {v1,...,v,}. Como {v;,...,v;,u} es ligada, aplicando el Lema [6.8]
se sigue que u es c.l. de los vectores v;,,...,v;,. n

Reinterpretando el resultado anterior en términos de sistemas de ecuaciones, se tiene
que un sistema AX = b tiene solucién si, y sélo si, el rango de la matriz (A|b) es
igual al rango de A.

Proposiciéon 7.4 Dos bases cualesquiera de una variedad lineal S tienen la misma
cantidad de vectores. A esta cantidad se le dice dimension de la variedad lineal y se
escribe dimsS.

Corolario 7.5 Dada una familia de vectores, sea v su rango y S la variedad lineal
que generan. Entonces:

1) Eziste una subfamilia r de vectores que es base de S.
11) Toda familia libre de S posee a lo sumo r vectores.

111) Toda familia libre de S con r vectores es base.

Nota: El escalonamiento por filas proporciona un algoritmo para el calculo de una
base de una variedad lineal S a partir de un sistema generador: se construye una
matriz cuyas filas sean los vectores dados y se escalona por filas; las filas no nulas
de la matriz escalonada por filas forman una base de S.
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7.2. Nulidad de una matriz

En la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, aparecen dos variedades lineales
claves asociadas a la matriz de coeficientes. En primer lugar, la variedad generada
por las columnas de dicha matriz (ya que la pertenencia, o no, a dicha variedad
lineal del vector de términos independientes marca la existencia, o no, de solucién)
y la variedad lineal conocida como nulidad o subespacio nulo.

Definicién 7.6 Se dice nulidad o subespacio nulo de una matriz A € M,«n(R) al
conjunto de soluciones del sistema homogéneo AX = (0). Se escribe N'(A).

Teorema 7.7 Si A € M,x,(R) es una matriz de rango v, N(A) es una variedad
lineal de dimension n —r. Ademds, si N es una matriz reqular tal que

AN =[B,0,...,0],

sus ultimas n —r columnas constituyen una base de la nulidad de N'(A).

Demostracion— Sean Py () matrices regulares tales que PAQ = [I,,0]. Es claro,
por lo tanto, que las columnas Q"*1,..., Q" de @ forman una familia libre de N'(A)
y que en consecuencia R < Q™" ... Q" >C N(A).

Por otro lado, sea S € N(A). Como las columnas de @ son base de K", podemos
escribir S como c.l. de éstas, es decir,

S=tQ" + ... +t,Q"

Multiplicando a la izquierda la igualdad por A se obtiene
(0) = AQ' + ... +1,AQ",
lo que implica, multiplicando ahora a la izquierda por P que
(O):Zt]PAQ] :>th€j: (0) :>th0, jzl,...,’r.
j=1 j=1

Es decir, que S es cl. de Q"*,...,Q", conloque S € R < Q" ..., Q" > comple-
tando la demostracion. ]

Observaciéon 7.8 Basados en el Teorema anterior, podemos disenar una algoritmo
para calcular una base de la nulidad de una matriz dada A € My, xn(K):

Construida la matriz
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la escalonamos por columnas llegando a una matriz de la forma

G

N

siendo G escalonada por columnas. Si r es el nimero de columnas no nulas de G,
las ultimas n — r columnas de N forman una base de la nulidad de A

Ejemplo 7.9 : Calcular una base de la nulidad de la matriz:

1120
A=12 2 1 3
1 3 0 2
A
Siguiendo el algoritmo propuesto, construimos la matriz | ——
I
y la escalonamos por columnas:
1120 10 00
2 213 2 0 -3 3
1 3 0 2 1 2 -2 2
1000 ?QE:;; 1 -1 =2 0 | Py
0100 ' 0 1 00
0010 0o 0 10
0001 0O 0 01
1 000 1 000
2 -3 0 3 2 =300
1 -2 2 2 1 -2 2 0
1 -2 -1 0 Pyy(1) 1 -2 -1 -2
0O 0 10 o 0 1 0
0 1 00 0o 1 0 1
0 0 01 o 0 0 1
Por lo tanto, N(A) =R < (—2,0,1,1) >.
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7.3. Teorema de Rouché-Frobenius

Tras el resultado fundamental sobre la nulidad, estamos en condiciones de discutir
completamente la existencia y unicidad de solucién de los sistemas de ecuaciones
lineales:

Teorema 7.10 (Rouché-Frobenius) Sea AX = b un sistema de m ecuaciones
lineales con n incognitas. Entonces,

i) El sistema tiene solucion si, y sdlo si, rg(A) = rg(A|b).

i) Si (s1,...,8,) es una solucion, el conjunto de soluciones es:

{1,y tn) s (b1 tn) — (S1,.- 0, 80) €N(A)},

es decir, dos soluciones cualesquiera del sistema se diferencian en un elemento
de la nulidad de la matriz de coeficientes.

iii) Si existe solucion, es unica si, y sdlo si, rg(A) = n.

Observacién 7.11 A partir del Teorema de Rouché-Frobenius, podemos expresar
el conjunto de soluciones de un sistema AX = b en la forma

(t1, .. tn) + N(A),

donde (t1,...,t,) es una solucion particular cualquiera del sistema.

7.4. Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

Si AX = B es un sistema compatible de n incégnitas con rango de A igual a r, el
método de resolucién que propondremos aqui consiste en la resolucion de n —r + 1
sistemas en los que la matriz de coeficientes es triangular superior y regular. Para
llegar a esto, antes una pequena observacién:

Observaciéon 7.12 St AX = b es un sistema y realizamos operaciones elementales
en las filas de (A|b) obteniendo una matriz (C|d), el conjunto de soluciones de los
sistemas AX =b y CX =d es el mismo, como no es dificil comprobar.

El objetivo primero sera, en consecuencia, intentar simplificar el sistema sin mo-
dificar el conjunto de soluciones y, en un segundo término, encontrar una solucién
particular y una base de la nulidad de A. Antes de explicar como haremos esto, un
pequeno ejemplo: supongamos dado el siguiente sistema

r + vy + 22 4+t + w =0
2 + 2y + z + t + 3w =
r + 3y + t + 2w = 2

w
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Aplicando el proceso de escalonamiento por filas se llega al sistema equivalentdﬂ:

r + y 4+ 22 +t + w =0
2y — 2z + w = 2
- 3z -t + w =3

., Cémo calcular ahora una solucién particular? ;Cémo hallar una base de la nulidad
de la matriz de coeficientes?

Si en el tdltimo de los sistemas, hacemos t = 0 y w = 0, es decir, escogemos las
columnas correspondientes a los pivotes, nos quedamos con el sistema:

r + y 4+ 2z =0
2 — 2z = 2
- 3z = 3

que es un sistema cuadrado, triangular superior, compatible y determinado cuya
solucién es: x = 2, y = 0, z = —1. En consecuencia, (2,0, —1,0,0) es una solucién
particular del sistema inicial. No queda més que encontrar una base de la nulidad,
es decir, una base del conjunto de soluciones del sistema:

r + y + 22 +t + w =0
2y — 2z + w = 0 (7.2)
- 3z —t + w =0

Una soluciéon la podemos encontrar haciendo ¢ = 0 y w = 1 y resolviendo el sistema:

r + y + 2z = -1
2y — 2z = -1
- 3z = -1
cuya Unica solucién es © = —3/2, y = —1/6, z = 1/3. En consecuencia, el vector

Vi =(-3/2,-1/6,1/3,0,1) es un vector de la nulidad de la matriz de coeficientes.
Como la dimensién de esta nulidad es dos (el nimero de incognitas es 5 mientras
que el rango de la matriz de coeficientes es 3), necesitamos otra solucién, Vs, que
forme familia libre con V;. Para ello hacemos t =1y w = 0 en obteniendo :

r + y + 22 = -1
2y — 2z = 0
- 3z = 1
cuya Unica solucién es x = 0, y = —1/3 ,z = —1/3. Asi pues, podemos tomar

Vo =1(0,-1/3,-1/3,1,0).
De esta forma, la solucién es:

2Dos sistemas se dicen equivalentes si su conjunto de soluciones es el mismo
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(2,0,—1,0,0) + R < (—3/2,-1/6,1/3,0,1), (0, —1/3,—1/3,1,0) >=
=(2,0,—1,0,0) + R < (=9, —1,2,0,6), (0,—1,—1,3,0) >

0, dicho de otro modo,

r=2-9\

y=—-A—p

z=—142\—pu ApeQ
t=3u

w = 6\

El método aplicado en el ejemplo es extensible a cualquier sistema de ecuaciones
lineales dando lugar al algoritmo que exponemos a continuacion:

Algoritmo de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
Sea AX =bcon A € M,,»,(R). Se hace:

1) Reducir por filas la matriz ampliada (A|b) llegando a una matriz (C|d).

1) a) Sirg(C|d) # rg(C), el sistema no tiene solucién.

b) Sirg(Cld) = rg(C) = n, el sistema tiene una tnica solucién y, ademds,
CX = d es un sistema triangular superior, resoluble yendo “de abajo a
arriba’”.

c) Sirg(C|d) = rg(C) = r < n, el sistema posee infinitas soluciones que
podemos describir en la forma (ti,...,t,) + N(A) con (ty,...,t,) una
solucién cualquiera del sistema y dim N'(A) =n —r.

1) Para calcular la solucién particular, sean x;,...z; las incégnitas
correspondientes a las r columnas que contienen los pivotes. Haciendo
cero el resto de incognitas y resolviendo el sistema triangular inferior
regular que nos queda, obtenemos una solucién particular.

2) Para obtener n — r soluciones linealmente independientes de AX =
(0) procedemos de la siguiente forma:
Sean xj,,...xj, . las incégnitas correspondientes a las columnas no
ocupadas por los pivotes. Para cada k, resolvemos el sistema que se
obtiene al hacer x;, = 1y el resto de las incégnitas correspondientes
cero en AX = (0). Es féacil ver que las n — r soluciones del sistema
homogéneo asi obtenidas son linealmente independientes.

Ejemplo 7.13 Discutir y resolver el sistema

(a+2)x + y + z = a—1
ar + (a—1)y + z = a—1
(a+1)x + (a+1)z = a—-1
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La matriz ampliada es

a+2 1 1 a—1
a a—1 1 a—1

a+1 0 a+1lja—1

Para obtener un 1 en el lugar (1,1) de la matriz, intercambiamos las columnas
primera y segunda, tomando nota del cambio de orden introducido de esta manera

en las incégnitas:

Y x z
1 a+2 1 a—1
a—1 a 1 a—1 (7.3)
0 a+1 a+1 a—1
Restandole a la segunda fila la primera multiplicada por a — 1 se llega a
Y x z
1 a+2 1 a—1
0 2—a®> 2—a | (a—1)(2—a) (7.4)
0 a+1 a+1 a—1

Llegados a este punto distinguimos dos casos:
Caso 1: a = —1.- En este caso, la matriz del paso anterior (7.4) es

1 11 -2
013 —6
000 -2

luego en este caso el sistema es incompatible.
Caso 2: a # —1.- Como a # —1, podemos dividir la tercera fila por a 4+ 1 e inter-

cambiar posteriormente las filas segunda y tercera para obtener:

Y T z
1 a+2 1 a—1

a—1
0 1 1 orl

0 2—a®> 2—a | (a—1)(2—a)

y, restandole a la tercera fila la segunda multiplicada por 2 — a? se llega a la matriz:

Y T z
1 a+2 1 a—1
a—1 75
T 75
a2—a
0 0 da’—a pt




7.4. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 129

Llegados a este punto, se observa que si a # 0 y a # 1, el sistema es compatible
determinado. Resolviéndolo, se llega a la solucién:

a— 2 2 1

] - y &=
at1 7 (a+1) (a+1)
Por otro lado, si a = 0, la matriz de [7.5] es

Yy T oz
1 21 -1
011 -1
0 00 0

por lo que, en tal caso, el sistema es compatible e indeterminado. La solucién esta da-
da por (—1,1,0) + R < (—1,1,1) >.
Por 1ltimo, si a = 1 la matriz de es:

Yy T oz
1 3 1 0
01 1 0
000710

En este udltimo caso, el sistema es compatible e indeterminado. En este caso, la
solucién del sistema si a = 1 estd dada por R < (—1,2,1) > .

Resumiendo: el sistema no tiene solucion si a = —1. Si @ = 0 la solucién esta dada
por (—1,1,0) + R < (=1,1,1) >. Si a = 1 la solucién es R < (—1,2,1) >y en el
resto de los casos la solucion es:

a— 2 2 1
= z =
at1 VT @ty

Tr =
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7.5. Problemas propuestos

Problema 7.1 .- Probar, usando el Teorema de Rouché-Frobenius, que la inversa
de una matriz regular es unica. (Nota: Interprétese la ecuacién matricial como un
conjunto de sistemas de ecuaciones lineales).

Problema 7.2 .- Un sistema de ecuaciones lineales se dice sobredeterminado si
posee mas ecuaciones que incognitas y se dice infradeterminado si posee menos
ecuaciones que incognitas. Dar un ejemplo de sistema sobredeterminado con solu-
cién tunica. jPodemos encontrar un sistema infradeterminado con solucién tnica?
Explicar la respuesta.

Problema 7.3 .- Discutir y resolver, en su caso, los siguientes sistemas:

T+y+z2+t=0
r—y—z+t=0
—r—y+z+t=0
=3y +52+9t =0
e —y+224t=0
20 +3y —z—2t=0
Ty —4z -5t =0

20 =11y +724+8t =0

Problema 7.4 .- Discutir segtin los valores de m y resolver, en su caso, los siguientes
sistemas:

r+y+72z=0 r+my+z=1

{2x—my+4z:0 {mx+y+z+t:m
mx —y+ 132 =0 r+y+mz=1

x+my+z:1
mr+y+(m—1)z=

{ (m+2)z+(m+2)y+ (m+1)z =2m+ 2
r+y+z=m+1

(m+2)x+ (2m+4)y+ 3m+6)z =
(m=+2)z+ (m+2)y+ (3m+6)z = (m+2)
(m+2)x+ (3m+6)y + (3m + 6)
(m+2)x + (3m+6)y + (4m + 5)

Y
||

m+2

Problema 7.5 .- Discutir segtin los valores de a y resolver, en su caso, los siguientes
sistemas:

2r+y—4z=a+1
—r+5y—2z=a—12
x4+ 6y —52z2=a+2
2 —4dy+5z=a
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ar+y+z+t=a
r+ay+z+t=a
r+y+az+t=a
r+y+tztat=a

(a+2)x+y+z=a—1
ar+(a—1l)y+z=a—1
(a+Dz+(a+1)z=a—1

d—a)r+2y+2=0
2t+(4—a)y+22=0
20 +4y+ (8—a)z=0

(da+12)x + (2a+ 13)y+ (2a +6)z =7 —a
(2a+6)z + (da+5)y + (a + 3)z = 4a
(2a+6)r + (2a+6)y+ (a+3)z2=0a+3
(3a+6)r + (2a+6)y+ (a+3)z =0
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Capitulo 8

Diagonalizacion de matrices

8.1. Introducciéon

8.1.1. Un ejemplo preliminar

Antes de plantearlo de manera general, estudiaremos un ejemplo que servira para
situar el problema.

Supongamos que, en una ciudad, conviven tres fabricas de pan que controlan el
mercado de la venta de pan en régimen de oligopolio. A lo largo del tiempo, algunos
consumidores cambian de fabrica por diversas razones: publicidad, precio u otras.
Queremos modelizar y analizar el movimiento del mercado, asumiendo, para simpli-
ficar el modelo, que la misma fraccién de consumidores cambia de una empresa a
otra durante cada periodo de tiempo (un mes, por ejemplo).

Supongamos que, al inicio del estudio, las tres empresas, que llamaremos 1, 2 y 3,
controlan las fracciones xg, yo v 29 del mercado respectivamente. Dada la situacion
de oligopolio, se tendra:

$0+y0+20:1

Supongamos ahora que después de un mes, la empresa 1 ha conseguido mantener
una fraccion aq; de los consumidores que tenia, atrayendo, ademas, una fraccion as
de los clientes de la empresa 2 y una fraccion a3 de los clientes de la empresa 3. Si
el nimero de consumidores es fijo, digamos N, podemos escribir, donde x; denota
la fraccién del mercado controlada por 1 después del primer mes:

21N = a11(xoN) + a12(yoN) + a13(z0N)

Similares ecuaciones se obtendran para las fracciones de mercado y; y z; controladas
por las empresas 2 y 3 respectivamente, asi que, dividiendo dichas ecuaciones por
N, se tendra

133
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T1 = a11To + A12Y0 + A1320
Y1 = A21Xg + A22Yo + A2320
Z1 = 43170 + az2¥yo + a3320

donde a;; representa la fraccion de los consumidores de la empresa ¢ mantenidos por
iy a;; la fraccién de los consumidores de la empresa j atraidos por la empresa i. En

términos matriciales, tenemos

1 Lo
X1 = AXo,dOHde X1 = Y1 XU = Yo A= (CLU)
Z1 20

Sobre la matriz A se puede decir:

L] OSCLZ‘J‘<1

= La suma de los elementos de cada columna es igual a 1, es decir, ay;+as;+as; =
lparai=1,2y 3.
Si, como asumimos al principio, las fracciones de clientes que cambian de una em-

presa a otra cada mes se mantienen constantes, y llamamos z,., 4, v z, las fracciones
controladas por 1, 2 y 3 en el mes r desde el comienzo del estudio, se tiene:

Tri1 Ly

Yr+1 =A Yr

Zr41 Zr

y, en consecuencia,
Trt1 Lo
_Ar+1

Y1 | = A Yo
Zr41 20

Es claro, intuitivamente que para cualquier r, =, + vy, + 2. = 1, propiedad que
probaremos por induccion sobre r. Para r = 0, la propiedad es cierta. Si la propiedad

es cierta para r, se tiene:
IT

Tri1
(11 Dy =011 DAy |=01 1 )|y |=1

Zr4+1 Zr
donde la ultima igualdad es cierta por la hipétesis de induccion.
Resumiendo lo visto anteriormente, el analisis de este mercado implica el calculo de

potencias (posiblemente, grandes) de A.
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Ejemplo 8.1 Como matriz A del modelo anterior tomemos

4
5

Ut
I

A= L 1~ 3

10 10 10
1 1 3
10 10 5

y supongamos que queremos saber cudl serd la fraccion de mercado controlada por
cada empresa dentro de veinte anos. Esto implicaria el cdlculo de A**°. El cdlculo
de dicha potencia se simplifica enormemente sabiendo que las matrices

1 -1 2 300
P=| -2 11| yD=]02%20
1 o0 % 001

7
verifican que A = PDP~', ya que A*** = PD*0p-1 4

(%) 240 0 0
D240 0 (g) 240 0
0 0 1

8.1.2. Planteamiento general del problema

El ejemplo anterior pone de manifiesto la necesidad de calcular grandes potencias
de matrices. Del mismo modo, queda claro que dicha labor se simplifica supuesta la
existencia de una matriz regular P que convierte a la matriz dada en diagonal. En
consecuencia, se define:

Definicién 8.2 Dada una matriz cuadrada A € M, (R), se dice diagonalizable si

existen una matriz diagonal, D = diagl|dy, . .. ,d,|, y una matriz reqular, P € M,(R),
tales que:

A= PDP

Habitualmente, se dice que dos matrices A y B en M, (R) son semejantes si, y s6lo
si, existe una matriz regular tal que P~'AP = B. De este modo, se tiene que una
matriz cuadrada es diagonalizable si, y sélo si, es semejante a una diagonal.

A partir de este momento, estudiaremos como saber si una matriz es diagonalizable
y, en su caso, como calcular las matrices diagonal y regular correspondientes.
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8.2. Algoritmo de diagonalizacién

Supongamos dada una matriz diagonalizable A y sean D = diag|dy,...,d,| y P
regular tales que P~'AP = D. En este caso, podemos reescribir esta igualdad en la
forma:

AP = Pdiag[dy, ..., d,).
Asi pues, la columna j—ésima de P debe ser una solucién del sistema homogéneo
(d;1 — A)X = (0), (8.1)

lo que, por otro lado, implica det(d;I — A) = 0. Como la matriz P es regular, sus
columnas forman una base de R™ formada por soluciones de sistemas de la forma
B.1] Estas consideraciones previas nos llevan a introducir los conceptos recogidos en
la siguiente definicién:

Definicién 8.3 Sea A una matriz de talla n sobre R.

i) Se dice polinomio caracteristico de A al polinomio pa(\) = det(A, — A).
it) Se llama valor propio a cualquiera de las raices del polinomio caracteristico.

iii) Se dice vector propio asociado al valor propio X\ a un vector no nulo v que
verifique Av = tv; es decir, un vector de la nulidad de la matriz tI — A.

La traduccion de la discusién anterior al nuevo lenguaje introducido nos permite
enunciar el siguiente resultado:

Proposicion 8.4 Una matriz cuadrada es diagonalizable sobre R si, y solo si, existe
una base de R™ formada por vectores propios de A.

Ejemplo 8.5 Sea A la matriz dada por

1 0
A=10 3
0 4

N — O

Su polinomio caracteristico es > — 6\* + 7\ — 2 cuyas raices son:

A =1, )\2:%(5+\/1_7>, )\3:%<5—\/ﬁ>.

Resolviendo los correspondientes sistemas, se obtiene que una base de vectores pro-
pios viene dada por:
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0 = (1,0,0), vy = (0,1,% (—1+\/1_7>) vg = <0,1,% (—1—\/1_7)>

siendo el vector v; vector propio asociado a \; para i = 1,2, 3.
En consecuencia, st

1 0 0 1 0 0
D=0 {(5+V17) 0 y P=10 1 1
O L e e

se tiene A = PDP~!.

Proposiciéon 8.6 Dos matrices semejantes poseen el mismo polinomio caracteristi-
co.

Demostracion.— Sean dadas dos matrices semejantes A y B, y sea P una matriz
regular P tal que B = P~!AP. Entonces,

p(\) = det(\,, — B) = det(\l,, — P ' AP) = det(P(\l,, — P"'AP)P™!) =

=det(\,, — A) = pa(N).

Observacién 8.7 FEl reciproco a la Proposicion anterior no es, en general, cierto
. 1 1 , . .
como lo el hecho de que las matrices (0 1> e I tengan el mismo polinomio

caracteristico, pero que no sean semejantes.

De la discusiones anteriores, y en particular de la Proposicion para saber si una
matriz es diagonalizable, buscaremos los valores propios, esto es, las raices reales
del polinomio caracteristico, digamos, d,...,d, y resolveremos los r sistemas ho-
mogéneos (d;I —A)X = (0). Si podemos construir, por columnas, una matriz regular
P, se tendra:

PYAP = diagldy, ..., dy,....d,,...,d)]

Naturalmente, puesto que la matriz P debe ser regular, sus columnas deben formar
una familia libre, por lo que las soluciones de los sistemas (d;I — A)X = (0) deben
cumplir la misma condicion. El problema en la construccién de P, puede venir por
dos razones:
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1) Al yuxtaponer los vectores columnas obtenidos de dos sistemas distintos de la
forma (d;I — A)X = (0) resultan no ser linealmente independientes.

11) El nimero de columnas obtenidas de esa manera es inferior a la talla de la
matriz inicial A.

La primera de las razones esgrimidas con anterioridad no es problema, como se en-
carga de demostrar el siguiente resultado (que se puede parafrasear diciendo que
vectores propios asociados a valores propios distintos son linealmente independi-
entes):

Proposicion 8.8 Sean {di,...,d,.} los valores propios de A y para cada i, sea S'
un vector propio asociado a d;. Entonces, la familia {S* ..., S™} es una familia libre.

Demostracion.— Razonaremos por induccién sobre r (el nimero de valores propios
distintos), siendo el caso r = 1 obvio.
Supongamos, ahora, 7 > 2 y sea la c.l.

£t St 4 4+ 1,57 = (0) (8.2)

Multiplicando por A, se tiene

tSt+ -+ 1.5 = (0) (8.3)

Del mismo modo, multiplicando [8.2| por d,. se obtiene

t1d,S* 4+ - +t,.d,S" = (0) (8.4)
Restando las igualdades [8.3] y

ti(dy — d)SY + -+ to_y(dr_y — d,) ST = (0)

Ahora, dado que d; # d,., los vectores (d; —d,.)S? son soluciones de (d;I —A)X = (0)
y, por hipétesis de induccién, son linealmente independientes. Por lo tanto, t; = --- =
t,—1 = Ox y sustituyendo en [8.2] se tiene que también ¢, = O.

Observacion 8.9 Dada una matriz A y un valor propio de la misma, d, designare-
mos por S(d) a la nulidad de la matriz dI — A.

Se tiene, por lo tanto:
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Corolario 8.10 Sea {di,...,d,} el conjunto de valores propios de una matriz A €
M, (K). Entonces,

Z dimS(d;) <n
i=1

Corolario 8.11 Sea A una matriz cuadrada de talla n sobre K y {dy,...,d,} el
conjunto de valores propios de A. Entonces, son equivalentes:

i) A es diagonalizable

i) Y. dimS(d;) =n
i=1

iwi) Y n—rg(dil —A)=n
i=1

Estamos en condiciones de dar un algoritmo para la diagonalizaciéon de una matriz
cuadrada:

ENTRADA : A € M, (R)
(1) Calcular las raices del polinomio det(\l,, — A).
Si no todas las raices son reales, escribir la matriz A no es diagonalizable
sobre R.
FIN
Sean (di, ...,d,) las raices reales de det(A\I,, — A).

(2) Para cada j calcular m; :==n —rg(d;1, — A).

(3) Si ) m; < n, escribir la matriz A no es diagonalizable sobre R. FIN

=1
(4) Si no, para cada j calcular una base, le, ey ijj de la nulidad de la matriz
d;I, — A.

(5) Devolver
P=[P,... P™, .. P... . Pm™]

D:diag[dl,...,dl,...,dr,...,dr].

Algoritmo de diagonalizacion.
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8.3. Problemas propuestos

Problema 8.1 .- Sea A = (a;;) € M,(R) una matriz que verifica que

n

Zaij =1

=1

para todo j € {1,...,n}. Demostrar que 1 es valor propio de A.
Problema 8.2 .- Probar que si t es valor propio de A, t* lo es de A*.
Problema 8.3 .- Probar:

a) Ay A" poseen mismo polinomio caracteristico.

b) Sea A una matriz antisimétrica. Entonces, se tiene que A es valor propio de A
si, y sélo si, A es valor propio de —A.

c) A es regular si, y sélo si, 0 no es valor propio de A.

d) Si A es antisimétrica y de orden impar, 0 es valor propio de A

Problema 8.4 .- Sea A la matriz real

3 =2 a
A= —1 a 1
1 2 3

Probar que la matriz posee un valor propio real independientemente del valor del
parametro a.

Problema 8.5 .- Sea

4 1 2
A=\ -2 1 =2
-2 -1 0

. Es diagonalizable A? En caso de respuesta afirmativa, diagonalizarla.

Problema 8.6 .- Calcular los vectores y valores propios de la matriz de orden n
cuyos términos son 1, salvo los de la diagonal principal que valen 0. Probar que A
es diagonalizable y diagonalizarla, es decir, encontrar una matriz P regular tal que
P~YAP es diagonal.

Problema 8.7 .- ;Se puede diagonalizar la matriz real

COS @ —sen «
sen « COS v

) 0<a<n?



8.3. PROBLEMAS PROPUESTOS 141

Problema 8.8 .- Sea A € M,(R). Probar que si posee n valores propios reales
distintos es diagonalizable.

Problema 8.9 .- Probar que si A y B son matrices cuadradas, AB y BA poseen
los mismos valores propios.

Problema 8.10 .- Consideremos la matriz

0 a 1 b
01 0 1
0 0 —1 a?
00 0 3

a) Explicar, sin hacer ninguna cuenta, por qué la matriz A es siempre diago-
nalizable independientemente del valor de los pardmetros a y b.

b) Diagonalizar A.

Problema 8.11 .- Estudiar si las siguientes matrices son diagonalizables sobre R
y, en su caso, diagonalizarlas:

12 10 0 (1) _g _Ef g
A=|10 8 0|, B=

L1 3 0 0 20

-1 -8 7 4

—-2 12 -15 2 1/9 -3

cC= 1 5 5], D=0 2/3 0

0 0 1 0 1/18 1/2

Problema 8.12 .- Estudiar, en funcién de los pardmetros a, b y ¢, si las matrices
siguientes son diagonalizables:

0

1

c

I

I
— Q
o o O
> O O

&

I
o O Q O
o ot O O
o O O O
O O OO

20—1 1—a 1—a 1
C= a—1 1 l—a |, D=| a
a—1 1—a 1 b

N OO
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Capitulo 9

Optimizacién lineal

9.1. Planteamiento general

En un problema de optimizacién el objetivo es optimizar (maximizar o minimizar)
alguna funcién f. A esta funcion se le conoce como funcién objetivo.

Por ejemplo, una funcién objetivo f que va a maximizarse puede ser los beneficios
en una produccién, el rendimiento por minuto en un proceso quimico, el kilometraje
por litro de un cierto tipo de automovil, el nimero de clientes por hora atendidos
en una oficina, la dureza del acero o la resistencia a la tensiéon de una cuerda.

Anélogamente, es posible que se desee minimizar f, si ésta es el coste por unidad
para producir ciertas camaras fotograficas, el coste de operacion de alguna planta de
energia eléctrica, le pérdida diaria de calor en un sistema de calefaccion, el tiempo
de funcionamiento en vacio de cierto torno o el tiempo necesario para fabricar un
motor de automovil.

En la mayor parte de los problemas de optimizacién, la funcion objetivo dependen
de ciertas variables x1, .., z,. stas se conocen como variables de control, porque
pueden controlarse, es decir, escoger sus valores.

Por ejemplo, el rendimiento de un proceso quimico puede depender de la presion
1 y la temperatura x,. La eficiencia de las lamparas fluoresecentes depende de la
tension x1, la temperatura del cuarto x5 y el movimiento del aire z3. La eficiencia de
cierto sistema de acondicionamiento del aire puede depender de la temperatura 1,
la presiéon del aire x5, el contenido de humedad x3 y el drea de la seccion transversal
de la salida x4, y asi sucesivamente.

La teoria de la optimizacién desarrolla métodos para hacer selecciones éptimas de
X1, .., Ty, que maximicen (o minimicen) la funcién objetivo f, es decir, métodos para
hallar valores 6ptimos de x4, .., z,.

En muchos problemas, la eleccién de los valores de x4, .., x, no es completamente
libre sino que esta sujeta a algunas restricciones, es decir, condiciones adicionales
que provienen de la naturaleza del problema y de las variables.

143
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Por ejemplo, si x; es coste de producién, entonces x; > 0 y existen muchas otras
variables (tiempo, peso, distancia recorrida) que no pueden tomar valores negativos.
Las restricciones también pueden tener la forma de ecuaciones (en lugar de desigual-
dades).

La programacion lineal (u optimizacién lineal) consiste en métodos para re-
solver problemas de optimizacién en los que la funcién objetivo es lineal en las
variables de control 1, ..,x, vy el dominio de estas variables queda restringido por
un sistema de desigualdades lineales. Con frecuencia, surgen problemas de este tipo,
por ejemplo en produccién, distribucién de mercancias o economia.

Ejemplo 9.1 Supdngase que en la produccion de dos tipos de recipientes, K y L,
se utilizan dos maquinas, My, My. Para producir un recipiente K, M necesita dos
minutos y My cuatro minutos. De manera andloga, L ocupa ocho minutos a My y
cuatro minutos a Ms. La ganancia neta para un recipiente K es de 29 euros y para
uno L de 45 euros. Determinese el plan de produccion que mazimice la ganancia
neta.

Si se producen x; recipientes K y x5 recipientes L por hora, la ganancia neta por
hora es

f(l‘l, 1’2) = 291‘1 + 45332

Las restricciones son

21 + 89 < 60
41 + 4z < 60
1 >0
T9 >0
Notese que el problema del ejemplo anterior, o problemas semejantes de optimizacion
no pueden resolverse al hacer ciertas derivadas parciales iguales a cero, porque en el

problema es determinante la region en la que las variables de control pueden variar.
Por eso son necesarios otros métodos de resolucién.

Con el fin de prepararse para estos métodos, se demostrard que las restricciones
pueden escribirse de manera mas uniforme. Se explicara la idea en términos de la
primera desigualdad del ejemplo anterior

2[L'1 + 8[)32 S 60
Esta desigualdad implica que 60 — 2z; — 8z5 > 0 (e inversamente), es decir, la

cantidad

xT3 :60—2.%'1 —85(72
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es no negativa. En consecuencia, la desigualdad original se puede escribir ahora

2£L'1 + 81’2 +x3 = 60
xIs3 Z 0
x3 es una variable auxiliar no negativa introducida para convertir las desigualdades
en ecuaciones. Una variable de este tipo se conoce como variable de holgura.
Con la ayuda de dos variables de holgura x3, x4 ahora puede escribirse el problema
de programacion lineal del ejemplo anterior en la forma siguiente: Maximizar:
f(z1, x2) = 2921 + 4519

con las restricciones

21’1 + 81‘2 + x3 = 60

41‘1 + 41,‘2 + x4 = 60

x; >0 =1,..4)
Ahora se tienen n=4 variables y m=2 ecuaciones (linealmente independientes), de
modo que dos de las cuatro variables, por ejemplo, x1, 9, determinan las otras.

El ejemplo dado sugiere que un problema general de optimizacion lineal puede lle-
varse a la forma normal siguiente: Maximizar:

f=cx 4+ coxg+ ... + chxy,

con las restricciones

a1y + ... +apx, = b1
2121 + ... + Qopx, = bg
A1 L1+ oo F ATy, = by,
z; >0 =1,..,n)
Aqui 24, ..,x, incluyen las variables de holgura (para las cuales las ¢; que apere-

cen son cero). Entonces, si se eligen valores para n-m de las variables, el sistema
determina en forma tnica las otras.

Recuérdese que el problema propuesto incluye también la minimizacion de la funcion
objetivo f, dado que esto corresponde a maximizar -f y, por lo tanto, no es necesario
considerarla por separado.
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Definicién 9.2 Una n-tupla (x4, ..,x,) que satisface todas las restricciones dadas
en un problema de optimizacion se llama punto factible o solucion factible. Se
dice que la solucion factible es optima si, para ella, la funcion objetivo f se
convierte en un mdximo, en comparacion con los valores de f en todas las soluciones
factibles.

Definicién 9.3 Una solucion factible bdsica es una solucion factible para la
que por lo menos n-m de las variables x4, .., x, son cero,

Teorema 9.4 Alguna solucion optima de un problema de programacion lineal, tam-
bién es una solucion factible basica del mismo.

Este teorema garantiza que puede hallarse una solucion 6ptima entre las soluciones
factibles basicas. Esto constituye una gran simplificacion, pero dado que existen A =
n
n—m
todas estas posibilidades, eliminar aquéllas que no sean factibles y buscar entre
las restantes todavia comprenderia mucho trabajo, incluso cuando n y m fueran
relativamente pequenos. Entonces, se necesita una busqueda sistematica. Para ello,
aparecen métodos como el método del simplex que se explica a continuacion.

maneras diferentes de igualar n-m de las n variables a cero, considerar

9.2. Meétodo del simplex

En 1948, G.B. Dantzig publicé un método iterativo conocido como método simplex,
para sistematizar la busqueda de la solucién éptima entre las soluciones factibles
basicas. En este método se procede, paso a paso, a partir de una solucién factible
basica hacia otra, de tal modo que la funcién objetivo f siempre incremente su valor.
El método comienza con una operacion I inicial en la que se encuentra una solu-
cién factible basica de la cual partir y, a continuacién, cada paso consiste en tres
operaciones,

= Operacion O;: Prueba respecto a la calidad del éptimo
= Operacion Oy: Ubicacion de una mejor solucién factible bésica

» Operacion Os: Transicion hacia esa mejor solucién

A continuacién se describen los detalles ilustrandolos con el ejemplo de la seccién
anterior.

Operacion inicial I

Se obtiene cualquier solucién factible bésica (necesaria para empezar la iteracién).
Es decir, se dividen las variables x1, .., z, en dos clases, seleccionando m variables,
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llamémoslas variables basicas; entonces las otras n-m variables son aquellas que
deben ser cero en una solucién factible basica; éstas se conocen como variables no
basicas o de la derecha, porque se escribiran en el segundo miembro del sistema
dado, el cual se resolvera para las variables basicas.

En el ejemplo de la seccién anterior, se toman x3, x4 como variables bésicas. Re-
solviendo las ecuaciones de las restricciones para obtener esas variables, se tiene

T3 :60—21’1 —8ZE2

Ty = 60 — 4x; — 4dxy

En los casos favorables, como el presente, se obtienen los valores de una solucion
factible basica al igualar a cero las variables de la derecha. En efecto, x5 = 60, x4 =
60, v la solucion factible basica serd x; = 0, x5 = 0.

Si este método diera un valor negativo para alguna de las variables béasicas, debe
intentarse otro conjunto de ellas.

Primer paso. Operacién O;: Probar la calidad del éptimo

Averigliese si todos los coeficientes de f, expresados como una funcién de las variables
de la derecha presentes son negativos o cero.

Si se satisface este criterio de optimidad, entonces la solucién factible bésica que se
tiene es Optima.

En efecto, entonces f no puede incrementarse si se asignan valores positivos (en
lugar de cero) a las variables de la derecha, recuérdese que no se permiten valores
negativos. Entonces, esta condicién es suficiente para la calidad de éptimo y puede
demostrarse que también es necesaria.

En el ejemplo, puesto que por la seleccion realizada, las variables de la derecha son
x1,xa, debe considerarse f como funcion de éstas, es decir, f = 292 + 45x,. El
criterio hace ver que xy; = 0,25 = 0 no es 6ptima, porque 29 y 45 son positivos.

Primer paso. Operacién Oy: Buscar una solucion factible basica mejor

Si la solucion factible basica que acaba de probarse no es 6ptima, se pasa a una
solucion factible basica vecina para la que f sea mayor.

Pasar a una solucion factible bésica vecina significa ir hacia un punto en el que
otra x; sea cero; es decir, tiene que hacerse un cambio: la variable z;, la cual ahora
sera cero, deja el conjunto de variables basicas y, en lugar de ella, otra variable se
convierte en basica. Se explica a continuacion el método para el cambio.

Considérese una variable de la derecha xp que tiene un coeficiente positivo en f.
Consérvense las otras variables de la derecha a cero. Determinese el mayor incre-
mento Axp de xp tal que todas las variables bésicas (antiguas) todavia sean no
negativas; proporciénese también el incremento correspondiente Af de f.
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En el ejemplo, para x1, lo anterior queda como se indica a continuacién:
x5 = 60 — 22, — Sy Az =% =30 Af =29Az; = 870
x4 = 60 — 4z, — 479 A:Ulz%:w Af =29Ax; =435

Subrayese xp = 1 en la ecuacién que inhibié todo incremento adicional en xp.
Hagase esto para toda variable de la derecha xp cuyo coeficiente en f, expresada
como una funcion de las variables de la derecha, sea positivo.

De donde también debe considerarse xp = x5, subrayando como antes:
r3 = 60 — 271 — 81y Az, =9 =75 Af =45Axy = 337,5

Primer paso. Operacion O3: Cambiar la variable

Se consideran esas ecuaciones en las que se subraya una variable. Entonces:
3 = 60 — 27, — 81y Af =3375
x4 = 60 — 4x; — 4xo Af =435

Se intercambia esa variable de la derecha xp que dio lugar al A f mas grande, con la
ecuacion en la variable basica donde esta subrayada xp. Por lo tanto, en el ejemplo,
tienen que intercambiarse x; y x4, de modo que x; se convierte ahora en basica y
x4 en de la derecha. Se resuelve el sistema para las nuevas variables basicas. Por
consiguiente,

x1:15—x2—1x4

1
T3 = 30-6%’2 + 51‘4

Segundo paso. Efectuar las operaciones O;, Oy, O3

Utilizando las ecuaciones obtenidas al final del primer paso, entonces en la operacion
O, ahora debe expresarse f = 29x; + 4525 en términos de las nuevas variables de la
derecha x5, x4. Entonces:

f =435+ 1625 — 7,25124

Por el criterio de calidad de éptimo, la solucién factible basica presente no es 6ptima
dado que x5 tiene un coeficiente positivo en la ecuacion anterior.



9.2. METODO DEL SIMPLEX 149

En la operacion Oy ahora se considera xp = x9. Entonces:

Af = 16Az, = 240

$1:15—(L’2—%£L’4 AI‘QZ].E)

A$2:@:5

x5 =30 — 622 + 24 6 Af =16Az, = 80

No es necesario que se considere x4 puesto que su coeficiente es negativo.

En la operacién Oj se intercambian z5 v x3 y se resuelve el sistema para las nuevas
variables basicas xq, xs:

1 1
x1:10+6$3—§x4

1 1
$2:5—6$3+E$4

Tercer paso. Efectuar las operaciones O, Oy, O3
En la operacién O; debe expresarse f = 291 +45x9 en términos de x3, r4. Entonces:
f=515—2,667r3 — 591714

Por el criterio de calidad de 6ptimo, esta solucion factible es 6ptima. Por tanto, la
solucién es 1 = 10, o =5y fopr = 515.

En la tabla adjunta se muestra el desarrollo del método del simplex en forma tabular.
Las flechas apuntan las variables que entran o salen como variables basicas.

Variables J
bésicas Constantes X1 X2
1% paso X3 60 -2 -8
«— X4 60 -4 -4
f 0 29 45
Variables J
bésicas Constantes Xo X4
2° paso X1 15 -1 -0.25
« X3 30 -6 0.5
f 435 16 -7.25
Variables
basicas Constantes X3 X4
3% paso X1 10 0.167 -0.333
X2 5 -0.167 0.083
f 515 -2.667 -5.917
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9.3. Problemas propuestos

Problema 9.1 .- Maximizar f = 3x; + 2z, sujeta a las restricciones

3r1 + 4xy < 60
41 + 329 < 60
10z + 229 < 120
1 >0

.I'QZO

Problema 9.2 .- Maximizar f = 4x; + x5 sujeta a las restricciones

—x1 4+ 229 < 4

221 + 319 < 12

4y — 4oy < 12
x>0

$220

Problema 9.3 .- Maximizar el rendimiento diario f = z1 + x5 en la produccién
de sillas con dos procesos diferentes, sujeta a las restricciones

3ZE1 + 41‘2 S 550
5.7)1 + 4132 S 650

Problema 9.4 .- Maximizar la ganancia en la produccién diaria de dos tipos de
marcos metdlicos F; (ganancia por marco 90 euros) y F, (ganancia por marco 50
euros) sujeta a las restricciones (x1 y x2 son los numeros de Fy y F, respectivamente)
x1 + 3x2 < 18  (material)
1 + 29 < 10  (horas — maquina)

3x1 + x5 <24 (mano de obra)
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Problema 9.5 .- Maximizar f = 1221 + 629 4+ 423 sujeta a las restricciones

dx + 229 + 23 < 60
2x1 + 319 + 33 < 50
1+ 329 + 23 < 45
1 >0
T9 >0

1'320

Problema 9.6 .- Una fabrica produce tres tipos de empaques G1, Go y G3 con
una ganancia neta de 4, 6 y 8 euros respectivamente. Maximizar la ganancia total
diaria sujeta a las restricciones (x; nimero de empaques G, producidos por dia)

x1 + 2x9 + 423 < 100 (horas — maquina)
2x1 + 19 <40  (mano de obra)



152 CAPITULO 9. OPTIMIZACION LINEAL



Parte 1V

Anexos

153






Capitulo 10

Anexo I. Determinantes

10.1. Definicion de determinante

Definicién 10.1 La unica funcion f : M,(R) — R que verifica:

a) f(AP;(t)) = f(A)
b) f(AQi(s)) = sf(A)
c) f(P;(t)A) = f(A)
d) f(Qi(s)A) = sf(A)
e) f(P;A) = f(AP;) = —f(A)

y tal que f(I,) = 1, se llama determinante. Si A € M, (R), su determinante se
escribe det(A) o |A|.

Observacién 10.2 s No es tarea nuestra probar que la funcion definida en la
Definicion |10.1 existe y que es unica. Lo asumiremos como tal.

» En las propiedades b) y d) se incluye la posibilidad de que s = 0 (se llama
Q;(0) a la matriz que resulta de multiplicar la columna j-ésima de I, por 0).
Por lo tanto, si una matriz tiene una fila o una columna nula su determinante
es cero. De esto se deduce que si una matriz posee una fila o una columna
repetida, su determinante también serd nulo: restando las filas o las columnas
repetidas no cambiamos el determinante y obtenemos una fila o una columa
nula.

» De la propia definicion de determinante y de la definicion de las matrices
elementales se deduce que det(P;;(t)) =1, det(Qi(s)) = s y det(P;;) = —1.
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= Para calcular el determinante de una matriz, podemos aplicar el hecho de que
operaciones elementales de tipo 2 no lo alteran, mientras que si una fila o una
columna se multiplica por una constante, el determinante queda multiplicado
por la citada constante. También que intercambiar dos filas o dos columnas,
cambia el signo del determinante.

» La Propiedad e) de la Definicion es, de hecho, redundante (se deduce de

las anteriores).

Ejemplo 10.3 Veamos como son los determinantes para los casosn =2 yn =3

n Si A= (CCL 2), su determinante viene dado por det(A) = |A| = ad — be.

aix Q2 Qa3

s St A= | a1 aos asz |, su determinante viene dado por
asy Qz2 a3
det(A) = |A] = ayaa33 + a21a32a13 + a31023012 — (A13022a31 + A23032011 +
a33a21a12)-

10.2. Propiedades del determinante

A partir de la definicién de determinante, se pueden probar algunas propiedades del
mismo:

Teorema 10.4 Sea A y B matrices de M,(R). Entonces, se tiene:
a) A es regqular si, y solo si, det(A) # 0
b) det(A) = det(A")
c) det(AB) = det(A)det(B).

d) Sila matriz A es triangular, det(A) = [] ai.
i=1

e) Si A es regqular, det(A™1) = det(A)!.

Demostracion.—

a) Si A no es regular, mediante operaciones elementales podemos llegar a una
matriz cuya ultima fila es nula y cuyo determinante es, por lo tanto, nulo. Co-
mo las operaciones elementales pueden cambiar el determinante, pero no si es
nulo o no, se deduce que det(A) = 0. Hemos probado, pues que si det(A) # 0,
la matriz es regular. Supongamos, ahora, que A es regular. Entonces, medi-
ante operaciones elementales en las filas, llegamos a la matriz identidad cuyo
determinate es no nulo. En consecuencia, det(A) # 0.
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La propiedad es cierta si A no es regular, pues tampoco lo seria A’ y det(A) =
det(A") = 0. Si A es regular, es producto de matrices elementales. Dado que
las matrices de tipo 1 y 3 son las unicas que influyen en el valor de det(A) y,
dado que éstas son simétricas, se concluye que det(A) = det(A?).

Si A o B no es regular, la formula es obvia. Supongamos, ahora, que A y B son
regulares. Entonces, las dos son producto de matrices elementales A = P; - - - P
y B = @ --- Q. Hagamos notar, en primer lugar, que si Ry, Ry, -, R,, son
matrices elementales, entonces

det(Ry - Ry -+ Ry) = det(Ry) - det(Ry) - - - det(Ry,)

(esto se deduce del hecho de que: det(P;;) = —1, det(Q;(s)) = s y det(P;;) =
—1). Por lo tanto,

det(AB) = det(Py -+ P,Q1 -+ Q) =
= det(Py) - - - det(P,)det(Q1) - - - det(Q;) = det(Py--- P,) - det(Qy - - - Q;) =
= det(A) - det(B)

Si A no es regular, alguno de los elementos de la diagonal debe ser nulo. Como
el determinante de A es cero, la férmula es correcta en este caso. Si A es regular,
todos los elementos de la diagonal principal son no nulos, por lo que, mediante
operaciones elementales de tipo 2, que no alteran el determinante, podemos
llegar a diag[ti1, ..., tns]. Como diag[tir, ..., thn] = Qun(tan) - Q1(t11) 1, se
concluye el resultado.

Es consecuencia inmediata de c): 1 = det(I,) = det(A - A™') = det(A) -
det(A™1).

10.3. Calculo de determinantes

En la Seccién dimos las féormulas de los determinantes para matrices de orden
2 y orden 3. ;Como calcular detrminantes de matrices de cualquier orden?

10.3.1. Escalonamiento de la matriz

Una primera forma de calcular el determinante de una matriz es realizar operaciones
elementales en filas y/o columnas hasta llegar a una matriz triangular superior (o
inferior) cuyo determinante es simple de calcular (apartado c¢) de la Proposicién an-
terior). En el proceso, naturalmente hay que considerar cémo afectan las operaciones
elementales al determinante de la matriz.
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Ejemplo 10.5 Calcular el determinante de la matriz

0031

~110 1

A=1 2001

1110
0031 ~110 1 ~110 1
A—| "L Lo 003003 1|
|l 200 1|" 2 00 1| 020 3|
1110 1110 0211
-110 1 110 1 110 1
0203 | 020 3| .0 020 3|_
"l oo0o31|~ | 003 1|7 001 1/3|"
0211 001 —2 00 1 —2

~110 1

020 3

=3 001 13| H
000 —7/3

10.3.2. Desarrollo por los elementos de una fila o columna

Si A € M,(K), denotaremos por A’ a la submatriz de A obtenida eliminando la
fila 7 y la columna j de A. Con esta notacién, se tiene que, para cualquier 7 o j en

{1---,n}:
= Desarrollo por los elementos de la fila ¢:

det(A) = zn:(—l)iﬂaijdet(Ag)

j=1
= Desarrollo por los elementos de la columna j:

n

det(A) = (—1)"a;det(Al)

=1

Ejemplo 10.6 Calcular el determinante de la matriz A definida en el Ejemplo[10.5
desarrollando por los elementos de la primera fila:

0

-1
Al =

—_— O = O
—_ o O W
O R = =
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1 -1 0 1 -1 11 -1 10

00 1|+0-

0

0
1

2

2 01

20 1(+3-

—0-

1

1

1

-1 10

-1 11

2 0 1 2 0 0|=3-4—(-2)=14

—3.

1

1

Ejemplo 10.7 Calcular el determinante de la matriz A definida en el Ejemplo

desarrollando por los elementos de la cuarta columna:

00 31
-1 101

2001

1 110

0
-1 10

0
-1 1 0|+0-

0

0

-1 10

20 0(+]2 00

0

1

1

0
-1 10

0

0

-1 10

— —(=2)+6— (~6) = 14

20 0(+]2 00

1

1
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