Bases de R” m

@ Sea una base cualquiera {ay, ...,as} C R", seguimos la notacion
usual:

{a1 = (811, ey @m ), ,dp = (a1,,, . ann)} CcR"
@ Sea A la matriz que tiene por columnas dichos vectores

ayr - din
A= € Mnxn
anmt -+ damn

@ Los siguientes enunciados son equivalentes:

» {ajy,...,a,} es base de R"
> |A|#0.
» Existe inversa de A.
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Bases de R” w

@ Recordemos que dado v € R”, las coordenadas de v con
respecto de A ={ay, ...,an} son los escalares \4,...,A\, € R tales
que

V=M\ai + ...+ Anpan.

@ Por ejemplo, v = (1, -1, 2) tiene coordenadas
M=1d=-1) =2
respecto de la base canédnica
E-={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)},
ya que trivialmente

v=1-(1,0,0)+(=1)-(0,1,0)+2-(0,0,1)
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Bases de R” m

@ Recordemos que dado v = (v4, ..., v,) €R", las coordenadas de v
con respecto de A ={aq, ...,a,} son los escalares \1,....Ap € R
tales que

V =M\ + ... + Anpan.

@ El mismo vector v = (1, —1,2) tiene coordenadas
M=1,2=0X=2
respecto de la base
A=1{(1,1,0),(-1,0,1),(0,—1,1)},
ya que en este caso

v=(1,-1,2)=1-(1,1,0)+0-(-1,0,1)+2-(0,—-1,1)

[(S\[=)) Cambios de base en R" M. Sama. Fund. Matem. 3/14



Expresién matricial del cambio de base A — E w

@ Seabase A ={a; = (ai1,.--,ant),-..,an = (@1n, ---,a@nn)} C R".
@ Supongamos un vector v € R3 que tiene por coordenadas x1, Xo,

X3 € R respecto de la base E y coordenadas y4, y», ¥3 € R
respecto de la base A

V. = Jyjas + yeaz + ysas
= yi(aj1e + ax1e2 + as1€3) + ... + y3 (a13€4 + axz€2 + aszes)
= (a11y1 + aia)yo + a1oyz) €1 + ... + (@s1y1 + as2y2 + aisys) €3

@ Como v =yieq + yo€5 + yses, igualando componentes

X1 = a1 + a2y + aizys
Xo = ao1)1 + ac2)yo + as3ys
X3 = az1yq1 + as2ye + aszys
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Expresién matricial del cambio de base A — E w

@ Matricialmente

X1 air a2 ais n
Xo | = a1 axn ax Yo | & X=AY
X3 ds1 ds2 ass Y3

@ Ma_ := Aesla matrizde cambio de la base A a la base E, sus
columnas viene dadas por las coordenadas de los vectores de A
con respecto a E
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Expresién matricial del cambio de base A — E w

En el caso del vector v con coordenadas y; =1, y» =1, y3 = —1 con
respecto de la base

A={(1,1,0),(-1,0,1),(0,—1,1)},

(3)-(is )

se tiene que
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Expresién matricial del cambio de base E — A w

Supongamos v con coordenadas xq, X2, X3 € R respecto de la base E

y coordenadas yy, o, ¥3 € R respecto de la base A.
Hemos visto que

X = AY
y por tanto
Y=AX

@ Mg_a = M;LE = A" nos da la matriz de cambio de la base.

@ Las columnas de Mg_,a nos dan las coordenadas de los
elementos de E con respecto de la base A.
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Expresién matricial del cambio de base E — A w

Sea la base A = {(1,1,0),(-1,0,1),(0,—1,1)}
@ La matriz de cambio de la base A a la base E viene dada por

1 -1 0\ 3
Mga=A"=[1 0 -1 = -4
0 1 1 o

@ Sus columnas nos dan las coordenadas de los elementos de E
con respecto de A, por ejemplo

—_
N[ =N =

~
-
N[ =N =N —

e = 1a +1a —1a
2 = D) 1 2 2 D) 3
1 1 1
= S(1.1,0)+ 5(~1,0,1) = 5(0,-1,1)
= (0,1,0).
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Expresién matricial del cambio de base E — A

Seav = (1,1,2) €R3, calcule sus coordenadas y1, y», y3 con res
de la base

A ={(1,1,0),(-1,0,1),(0,—1,1)},

@ Como X =AY & Y = A'X, setiene
¥4 1 10 \
v | = [ 10 -1
V3 0 1 1

@ Comprobamos que efectivamente

N =
N =P =

=

LSIE VB IR
N~
~

N = —

~ N = =

Il
-~

pl= | Nl=

V:2(171,0)—|—1(—1,0,1)4—(0,—1’1):(1,1,2)
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Expresién matricial del cambio de base A < E

Resumiendo, dadas bases canénica E = {eq,...,e,} y un base
cualquiera A ={ay, ...,an}. Dado un vector v € R” con coordenadas
X1, ..., Xp respecto de la base candnica € yy, ..., ¥, respecto de la base
A. Se tiene la siguiente relacion

X1 ar - Aip Vi
X = = Do b | =MaseY
Xn anpt -+ @amn Yn
—1
Y1 ayn - ap X1
. . . . . —1
Yn anpt -+ amn Xn

. -1
@ Insistimos Mg_,ao = M, _ .

@ Eneste caso Mp_g = A.
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Expresidn matricial del cambio de base A — B w

Sean bases cualesquiera A = {ay, ...,an}, B ={b,...,bp}.
@ Dado un vector v € R"” con coordenadas xi, ..., X, respecto de A e
¥1, .., ¥n respecto de la base B. Se tiene la siguiente relacién
1 ayy --- an X1
Y= : = ST E = Ma_8X
Yn 5n1 ce énn Xn

@ Las columnas de Ma_,g son las coordenadas de los elementos de
A con respecto de B. Por ejemplo,

aq :511b1 + ... +én1bn

@ Se tiene que
Ma_g = Mgl)A
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Expresién matricial del cambio de base B — A w

Sean bases cualesquiera A = {aq, ...,an}, B ={b,...,bp}.
@ Dado un vector v € R" con coordenadas xi, ..., X, respecto de A e
¥1, .-, ¥n respecto de la base B. Se tiene la siguiente relacién
X1 byy -+ by Y1
X=| : |= e : | =MgaY
Xn bpi -+ bnn Yn
@ Las columnas de Mg_,a son las coordenadas de los elementos de
B con respecto de A. Por ejemplo,

by = bysas + ... + b,

@ Se tiene que
MB—>A = M;LB
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Aclaracion de notacion con respecto del texto TemBRIay
de Matematicas

@ Sean bases cualesquiera A = {aq, ...,an}, B ={b¢,...,b,} C R".
@ En Temas de Matematicas, (Prof. Rodriguez-Marin) se denota por
A a la matriz de cambio
ayn - ap ajy -+ amn
A= . i |=Mass= :
ant -+ am ant -+ ann
siendo A la matriz que tiene por columnas las coordenadas de los
vectores de A con respecto de B. Recordemos

aj=ajbi+..+anbpparai=1,...n
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Aclaracion de notacion con respecto del texto TemBRIay
de Matematicas

A= {a1 = (311,..., am), ...,dpn = (a1,,, ey a,m)} C R"

@ Sean bases cualesquiera
A = {a;=(a11,-,am), .8 = (@1, .., @m)} C R"
B = {b1 = (b117"'7bn1)""abn: (b1n7---7bnn)} CR”

En nuestro caso, la matriz por columnas asociada a los vectores
de columna del sistema

ayr - din
A= : :
am -+ dnn
@ Cuando E = {eq,...,es} = {(1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} base
candnica
Ma_e = A.
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