Combinaciones lineal. Independencia lineal en R”m

@ Un conjunto de elementos S = {uy, ..,ux} C R” es linealmente
independiente si ninguno de ellos se puede expresar como
combinacién lineal del resto. Podemos expresarlo de la siguiente
manera:

MU+ XoUs + ..+ AU =0= A = ... = =0

@ Cuando el conjunto S no es linealmente independiente se dice
que es linealmente dependiente
@ En general siempre se cumple que:

» El vector nulo 0 = (0,...,0) € R" es linealmente dependiente.
» Todo vector 0 # v eR” es linealmente independiente
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Combinaciones lineal. Independencia lineal en R”m

@ Los vectores uy = (1,2), u, = (—1,—-2) son linealmente
dependientes ya que
U = —Uo
@ En cambio los vectores uy = (1,1,0), u, = (0,1,0) son
linealmente independiente ya que no pude existir A € R tal que
Ui = AUo, eso implicaria

(1,1,0) = X(0,1,0)

lo que es absurdo

@ Los vectores uy = (1,0,0), u, =(0,1,0), uz = (0,0,1) son
linealmente independientes.
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Independencia lineal y determinantes m

@ {(1,2),(—1,-2)} son linealmente dependientes

1 —1
P

@ Dos vectores x = (x4, X2, X3), Y =()1, Vo, ¥3) de R® son linealmente
dependientes si X1 = Ay1, Xo = A\Yo, X3 = A\y3. Matricialmente

X1 ¥ Ao
Xo Yo | = | A2 Yo
X3 Y3 AYs V3

Todas sus submatrices matrices cuadradas de orden 2~ tienen
determinante nulo

’/\}ﬁ 2 :’/\}ﬁ 2
N Yo N3 Vs

"matriz cuadrada aquella que tiene igual nimero de filas y columnas, ndmero al

_ ’ Ay2 Yo
N3 Vs

que se denomina orden
(UNED)
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Independencia lineal y determinantes m
@ Enelcaso {(1,1,0), (0,1,0)} tendriamos

10
11
00

y podemos encontrar al menos una submatriz cuadrada de orden
2 de determinante no nulo

1 0
HHER

@ Enelcaso {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}

£0

o o =
o =+ O
- O O
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Rango de una matriz m

@ Dada una matriz A € M, definimos su rango, denotado por

rango(A), como el mayor orden para el que podemos encontrar
una matriz cuadrada con determinante no nulo.

1 2 3
@rango| 2 4 6 | =2
3 -1 2

1 2 3
@ rango 45 6 =2
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Rango de un sistema de vectores m

@ El rango de un conjunto de vectores S = {uq,..,ux} C R” es el
mayor numero de vectores linealmente independiente que posee.
Coincide con el rango de su matriz asociada

Uy ... Uk
rango(S) = rango(U) = rango

Un‘l e Unk

» Sirango(S) = k, entonces los vectores {uy, .., ux} son linealmente
independientes

» El determinante es una herramienta que nos mide si un conjunto
de vectores es linealmente independientes.

» rango(U) = rango(UT). | El rango de una matriz coincide también
con el rango de sus vectores filas!
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Independencia lineal en R" y sistemas lineales m

@ Dado un conjunto de vectores {uy, .., ux} C R". Considerem
ecuacion lineal

AUq + XoUs + ...+ AUg = 0,

matricialmente

0
Uy ... Uk A 0
Upt ... Upk Ak 0

@ \ = (0,...,0) siempre es solucién. Si existe una solucion
A = (M, ..., Ak) no nula de este sistema, por ejemplo si Ay # 0,
entonces - -
Uy = —QUQ — . QUk
A A
y el sistema es linealmente dependiente.

[(S\[=)) Combinaciones lineales en R” M. Sama. Fund. Matem. 7/8



Independencia lineal en R" y sistemas lineales m

@ Una familia de vectores S = {uy,..,ux} C R" es linealmente
independiente si

MU+ XoUs + ..+ AU =0= 2 = ... =X =0
Equivalentemente si algunas de las siguientes propiedades es
cierta:

» El sistema
U1q1q Uik )\1 0
Uni o Unpk Ak 0

tiene solucion Unica
» rango(U) = k (Teorema de Rouché-Frébenius)
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