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Conceptos basicos de programacion lineal

Un modelo matematico o problema se dice que es de programacion lineal
si la funcion objetivo y las restricciones del problema son una funcion
lineal de las variables de decision y, ademas, éstas ultimas pueden tomar
cualquier valor real.
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Conceptos basicos de programacion lineal

La forma estandar de un problema lineal es la siguiente:

max (min) ¢’ x
sujetoa: Ax=0>b

x>0,

x € R” es el vector de variables de decision,

c € R" es el vector de coeficientes de la funcidn objetivo,

A € M(R, mxn) es la matriz de restricciones del problema,

b € R" es el vector de términos independientes de las restricciones,
0, es el vector n—dimensional con todas las coordenadas 0.

El rango de la matriz 4 se considerard que es siempre m < n. Con esto se pretende
evitar la posibilidad de restricciones contradictorias o redundantes.

Nota: En general entenderemos que los vectores son vectores columna
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Conceptos basicos de programacion lineal

La forma estandar cumple que:

1.Todas las restricciones son igualdades con segundo miembro no negativo.

2.Todas las variables son no negativas.

REDUCCION A LA FORMA ESTANDAR:

e ;,Como transformar una restriccion de desigualdad en una de 1gualdad?

ax, +a,x,+..+ax <b—>ax +ax,+..+ax +h=b, h=>0

ax, +a,x,+..+ax, 2b—ax +ax,+..+ax —e=b, e=0

h se denomina variable de holgura | 4x, + 3x, <240 — 4x,+3x,+ /7 =240

e se denomina variable de exceso 25+ %2100 - 2x, + x, —e=100
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Conceptos basicos de programacion lineal

¢ ;,Como transformar una variable real en una no negativa?

X=u-—v
xeR—>
u,v=0
. X, =uU—v .

Max 3x, +x ! Max 3u—-3v+x
b u,v=>0 2
$ s.a X, +x, <5 oo—) 1 sa: u—-v+x,<5
xe€R,x, 20 u,v,x, 20
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Conceptos basicos de programacion lineal

e ;,Como transformar una variable real no positiva en una no negativa?

xX=-y
<0—
* {yZO
(Max 3x, +x, Y :>_(;C 1 (Max  -3y+x,
$sa: ox+x,<5 - $sa: —y+x,<5
x, <0,x,20 V,x, 20
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

Escribir la forma estandar del siguiente problema lineal:
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Max 2x, +x,
sa.:  x+x,2-5
X —X,23

x,€R,x,20
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

Escribir la forma estandar del siguiente problema lineal:

Max 2x, +x,
sa.:  x+x,2-5
X —X,23

xR x,20

Paso 1: Conseguir que los términos independientes sean > 0

Paso 2: Conseguir que todas las variables sean > 0

Paso 3: Conseguir que todas las restricciones sean de igualdad
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

Escribir la forma estandar del siguiente problema lineal:

Paso 1
Max 2x, +x,
S X +x,==5 mm—— X =X, <5
X —X,23

x,€R,x,20
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

Escribir la forma estandar del siguiente problema lineal:

Max 2x, +x,
S X +x,==5 mm—— X =X, <5
X —X,23

xR x,20

Max 2u, —2v, +x,

sa.: —u+v,—x, <5

Paso 2

u—v,—x, =3

u,v,,x, 2 0.
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

Escribir la forma estandar del siguiente problema lineal:

Max 2x, +x,
S X +x,==5 mm—— X =X, <5
X —X,23

xR x,20

Max 2u, —2v, +x,

sa: —u+v,—x,+h =5
Paso 3

U, —v, —X, —e, =3

u,v,x,,h,e, =0,
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Conceptos basicos de programacion lineal

Al conjunto de todas las posibles alternativas que satisfacen las restricciones del
problema se le denomina conjunto factible, y a sus elementos soluciones
factibles. Ademas, a aquellas alternativas de entre las factibles que son las mejores
para el objetivo que se persigue se les denomina soluciones optimas. En un
problema lineal el conjunto factible es un poliedro convexo.

El nimero de alternativas a evaluar para buscar una solucion optima puede ser
muy grande (infinitas alternativas). Sin embargo, la estructura lineal de los
problemas conduce al siguiente resultado:

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA PROGRAMACION LINEAL (TFPL)
Dado un problema lineal se satisface lo siguiente:

1) Si el conjunto factible es no vacio entonces este tiene al menos un vértice.

2) Si el problema tiene solucion Optima (finita) entonces al menos un veértice es
solucion optima del problema.
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Conceptos basicos de programacion lineal

El TFPL implica que la busqueda de la solucion optima se reduce a buscar en
un numero finito de puntos que son los vértices de un poliedro.

S1 el conjunto factible es vacio, es decir, no existen alternativas que satisfacen
todas las restricciones del problema lineal, entonces se dice que el problema es
infactible.

El conjunto de soluciones Optimas puede ser un tnico punto, diciendose entonces
que el problema tiene solucion unica.

El conjunto de soluciones Optimas puede contener infinitas soluciones (cuya
estructura geométrica también es un poliedro).

El problema lineal puede no tener solucion finita, es decir, existe una direccion en
el conjunto factible a lo largo de la cual se puede mejorar indefiniddamente el valor
de la funcion objetivo, en ese caso decimos que tiene solucion no acotada.
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJERCICIO:

Un productor que tiene una disponibilidad semanal de 180, 150 y 160 horas
de tres recursos diferentes que usa para producir 2 productos, A y B, cuyas
necesidades y beneficios por kg vienen dados por la siguiente tabla:

Producto A B
R1 (h/kg) 4 3
R2 (h/kg) 2 3
R3 (h/kg) 4 2
Beneficio (€/kg) 9 12

.Cual es la produccion que le proporcionaria el maximo beneficio?
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJERCICIO:
max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160
X,%, 20

1. Representar graficamente el problema y comprobar que el unico punto
optimo es el vertice (punto extremo) del conjunto factible (15,40).

2. Supongamos que el beneficio unitario del producto A pasa a ser 8 €/kg.
Resolver de nuevo el problema y comprobar que existen infinitos optimos
comprendidos en el segmento cuyos extremos son (0,50) y (15,40).

3. En el problema del apartado 1, cambiar el signo de las inecuaciones de < a >
y comprobar que el problema es no acotado.

4. Anadir al problema del apartado 1 la restriccion x; > 45 y comprobar que el
problema es infactible.
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x, < 180
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160
X%, 20
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Conceptos basicos de programacion lineal

80

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180 50
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160 70 -
xX,x, >0
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30 -
20 +
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Conceptos basicos de programacion lineal

80

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180 80
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160 70 -
x,x, >0
15772 60 1
50 -
N 40 ¢
30 -
20 -
10 -
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180
1 2 80 -
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160 70 -
x,x, >0
72 60 -
50 -
(;l< 40 - % 1+3x2<=150
30 -
20 -
10 +
[ 0 T T T T T T T 1
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80
x1
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180
1 2 80 -
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160 70 -
x,x, >0
72 60 -
50 -
(;l< 40 - @m0 x1+3x2<=150
30 -
20 -
10 ~
[ 0 T T T T T T I 1
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80
x1
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x, < 180
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160
X%, 20
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x, < 180
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160
X%, 20
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180 g0
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160 70 -
x,x, >0
2 60 -
50 -
x,%, 20
N 40 +
30 -
20 +
10 +
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x1
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180 50
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160 70 -
x,x, >0
12772 60
50 -
—x1+3%2<=180
q 40 - @ 0x1+3x2<=150
e x1+2x2<= 160
30 -
20 -
10 -
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x1
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180
2x + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160
X%, 20
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIAIA

180
150
160
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Conceptos basicos de programacion lineal

e x1+3Xx2<=180
2% 1+3x2<=150

e x1+2Xx2<= 160

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180
2x, + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160
X%, 20
max 9x, +12x,
vr 9 <5 (45
12 ; 60
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIA A

180
150
160

max 9x, +12x,

v =()5]
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIAIA

180
150
160

max 9x, +12x,

v =()5]
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIAIA

180
150
160

max 9x, +12x,

v/

il

| UNIVERSITAS

| Miguel
Hernandez

45
60

|

80 -

70

Unidad - Seccién - Departamento Nombre
del Departamento - Universidad Miguel
Hernandez de Elche

3k




Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIAIA

180
150
160

max 9x, +12x,

v/

e
SH
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIA A

180
150
160

max1 +12x,
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180
2x, + 3x, < 150 0
4x, + 2x, < 160 70 -
X%, 20
60 -

max1+12x2
8 ) (40
7ol

50 60 70
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIA A

180
150
160

max1 +12x,
-
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIAIA

180
150
160

max1 +12x,
-
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIAIA

180
150
160

max1 +12x,

v/

il
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIAIA

180
150
160

max1 +12x,
-
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Conceptos basicos de programacion lineal

80

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180
2x, + 3x, < 150 0
4x, + 2x, < 160 70 -
X%, 20
max1+12)c2 N
x
Vf = 8\ = (40
“l12)7760
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x, < 180
2x, + 3x, < 150 0
4x, + 2x, < 160 70 -
X%, 20

max1 +12x,

S
S EANE
“l12)1 60
15 0 S
= y x*= 10 0 10 20 30 40 50 60 70 80
40 50 y

y todos los puntos del segmento entre ambas soluciones z*=8x15+12x40 =600
z¥=8x0+12x50=600
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

vV IV IV

180
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160
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max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

vV IV IV
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160

max 9x, +12x,
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

vV IV IV

180
150
160

max 9x, +12x,

v =()5]
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

vV IV IV

180
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160

max 9x, +12x,

v =()5]
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x, =
2x, + 3x, 2
4x, + 2x, =
X%, 20

180
150
160

max 9x, +12x,
Vf = 91 (45
“l12)7” 60

No acotado!!!
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIAIA

180
150
160
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,

sa: 4x, + 3x,
2x, + 3x,
4x, + 2x,
X%, 20

IAIAIA

180
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160
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180
2x + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160
X%, 20
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Conceptos basicos de programacion lineal

max 9x;, + 12x,
sa: 4x, + 3x, < 180
2x + 3x, < 150
4x, + 2x, < 160
X%, 20
Infactible!!!
| universiTas
W | Miguel
Herndndez

80

70

60

50

x2

40

30

20

10

-10

x1

Unidad - Seccién - Departamento Nombre
del Departamento - Universidad Miguel

Hernandez de Elche

80

e X 1+3x2<=180
e 2% 1+3x2<=150

e x1+2X2<= 160
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Conceptos basicos de programacion lineal

TFPL — La busqueda de la solucidn optima se reduce a buscar en un nimero
finito de puntos que son los vértices de un poliedro.

La tarea de hallar todos los vértices de un poliedro en mas de dos o tres
dimensiones es complicado — M¢todo algebraico que los identifique.

Consideremos un problema lineal en forma estandar:

max (min) Ty Soluciones = {xeR"/ Ax = b}

sujetoa: Ax=0>b <

x>0 Soluciones factibles = {xeR"/ Ax=5b,x>0_}

n

UNIVERSITAS
| Miguel
g Hernindez




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X
sa: 3x, + x, + X,
.
x - x, + 2x
X5 Xy,%; 20

| UNIVERSITAS
| Miguel
Hernidandez

Jr —

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

IAIA

(max 2x, + x, + X,
60 sa:3x, +x, + x; +h =60
X, — x, + 2x, + h, =10

X,y Xy, Xy, 0y 20

\

Universidad Miguel Hernandez de Elche ol




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X (max 2x, + x, + X,
4 sa: 3x, + x, + x; < 60 ’ ) sa:3x, +x, + x; +h =60
x — x, + 2x; < 10 X, — x, + 2x, + h, =10
i X5 Xy, %, 20 | X,y Xy, Xy, 0y 20
3 1 1 1 0 X, 2
max c¢'x 1 -1 2 0 1 X, 1
sa: Ax=b xX=| X, c=|1
x>0, _ 60 h, 0
10 h, 0
. L'h ﬂ::::flms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica ey

: Herndndez

Universidad Miguel Hernandez de Elche



Conceptos basicos de programacion lineal

Soluciones = {xeR"/ Ax = b}

Como rango(4) = m = n° de filas < »n =n° de variables — Sistema compatible.

* S1 m =n — Sistema compatible determinado — La solucidn Unica es Optima.

* S1 m < n — Sistema compatible indeterminado — Podemos expresar las infinitas
soluciones despejando m variables en funcion de las m—n restantes.

Matricialmente: Si tomamos m columnas linealmente independientes de la matriz
A, entonces, reordenando las columnas si fuese necesario, se puede escribir el
sistema Ax = b de la siguiente forma:

Bx, +Dx, =b

donde B es una matriz con m columnas linealmente independientes y D son las
restantes columnas de la matriz 4, y xz; € R™ y x, € R™™ son los vectores de las
variables asociadas a B y D respectivamente.

UNIVERSITAS
| Miguel
g Hernindez




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

3x, + x, + x; + h = 60

X, — x, + 2x;, + h, = 10
31 110 X =
A=
1 -1 2 0 1

| UNIVERSITAS
IR | J'r'ﬁgi‘u’f

Kl vt dic Universidad Miguel Hernandez de Elche

Jr —

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

3x, + x, + x; + h = 60

X, — x, + 2x;, + h, = 10

X
Xp
B D X,
3 111 1 0O XF| X,
A=
1 =112 0 1 h, Xp
h,

| UNIVERSITAS
N J'r'ffg‘ﬂff
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

3x, + x, + x; + h = 60

X, — x, + 2x;, + h, = 10

X
Xp

B D Xy

3 11|11 1 O XF| X

A =

I —-1(12 0 1 hl Xp

hz
B Xy D );D b
3 1) x) (1 1 0 }: 60

= + —
Bry#Dxp=b | || _j)lx )2 0 1 10
hz
| UNIVERSITAS

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

a | . a
b | Miguel Universidad Miguel Hernandez de Elche

Herndndez
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Conceptos basicos de programacion lineal

Como rango(B) = m — 3 B~1. Por lo tanto, las soluciones del sistema Ax = b se

obtienen:
Bx,+Dx,=b

Bx, =b-Dx,

x,=B"'b—B'Dx,, x,eR"™

Y las soluciones factibles seran:

x,=B"'b—B"'Dx,, <

X, 20 . x,20 <

——— Soluciones
_|_

—— Factibles

| UNIVERSITAS
| Miguel
: Herndndez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche

7/
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

3x, + x, +

X, + hy

X — x, + 2x, + h,

| UNIVERSITAS
| Miguel
Hernidandez

Bx,+Dx,=b
B Xp D
60 3 1)\ x 1 1 O
+
10 1 —1){x, 2 0 1

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche

J
h

60
10
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO: Bx, + Dx, =b
Xp
B Xy D . b
3x, + x, + x, + h = 60 3 1)(x 110}: 60
+ —
X, — x, + 2x;, + h, = 10 1 —1){x, 201h 10
2
Bx, =b-Dx,
X
3x, + x, = 60 — x;, — h 3 1) x) (60 11()}:
X —x, =10 - 2x; — h 1 —-1lx,) \10) (2 0 1
hz
. L'h ﬂ::::flms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica rq

deaHernindez Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO: Bxy +Dx;, =b
'xD
B X, D . b
3x, + x, + x; + h = 60 3 1 )\x lth3 60
_|_ =
X, — x, +2x, + h, = 10 1 1) x, 2o1h1 10
2
Bx, =b—Dx,
X
3x, + x, = 60 — x;, — h 3 1) x) (60 11()}:
X — x =10 - 2x; — h, 1 —-1)\x,) (10) (2 0 1
h2
1 1 xB :B_lb—B_leD
- X
|4 4 %) _ pi[60) a1 10 hj
1 3 X, 10 2
4 4 h,
| UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

| Miguel
: Herndndez
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

1
4 1 1 0)°
3 5 o0 1™ —— | x=B'b-B"'Dx,

& T
NR ~><
N——
I
NN,

= h, «<——— Soluciones del sistema Ax=b
30 -5 1 -3
AR 7/

i h
(70 3 1, 1 i
il = 4 473 _Zhl 402 Las soluciones del sistema Ax=b son todos
| +— los valores x, , x,, x5 , h; , h, que satisfacen
X, = 30 n bl X, 1 h + 3 h, estas relaciones.
\ 4 4 4 4

_ | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
N Miguel i 3 ] ’ 61
e e Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

{xlj: Vil [ A A
2 3% / / A h > Soluciones factibles

X5 Xy, X5, 1, h, 20

J
(70 3 1, 1
xl_j_z)%_z}ﬁ_z Las soluciones factibles son todos los
3 <« wvalores x; , x, , X3 , h; , h, > 0 que
X, = 30 42 S 2y, - 1 —h + 3 h, satisfacen estas relaciones.
{ 4 4 4 4

| UNIVERSITAS
Ny | M'fgi‘u’f
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche £




Conceptos basicos de programacion lineal

A las soluciones del tipo x; = B'b, x, = 0, ., se les denomina soluciones
basicas y si, ademas, son factibles, esto es, verifican x; > 0,, entonces se les
llama soluciones basicas factibles.

|  UNIVERSITAS
| Miguel
g Hernindez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche E:




Conceptos basicos de programacion lineal

A las soluciones del tipo x; = B'b, x, = 0, ., se les denomina soluciones
basicas y si, ademas, son factibles, esto es, verifican x; > 0,, entonces se les
llama soluciones basicas factibles.

mj% AN/ N
) 3%) 4 L Ah

Haciendo x;=h,=h,=0, obtenemos una solucion basica:

EJEMPLO:

UNIVERSITAS
Miguel
H Herndndez




Conceptos basicos de programacion lineal

A las soluciones del tipo x; = B'b, x, = 0, ., se les denomina soluciones
basicas y si, ademas, son factibles, esto es, verifican x; > 0,, entonces se les
llama soluciones basicas factibles.

EJEMPLO: 0

SR ARE/ A/

SECANC AN

Haciendo x;=h,=h,=0, obtenemos una solucion basica:

=

: L:rFII_WEanmS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 65
| Migue ; 3 . 2
A R ermdndez Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

A las soluciones del tipo x; = B'b, x, = 0, ., se les denomina soluciones
basicas y si, ademas, son factibles, esto es, verifican x; > 0,, entonces se les
llama soluciones basicas factibles.

U PARS/ A7/

EJEMPLO:
%
0% Y% %k %

Haciendo x;=h,=h,=0, obtenemos una solucion basica:

= o o=

X,

' '-:r';_wmf'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 66
| Migue ; ! . 2
A e Herndndez Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

A las soluciones del tipo x; = B'b, x, = 0, ., se les denomina soluciones
basicas y si, ademas, son factibles, esto es, verifican x; > 0,, entonces se les
llama soluciones basicas factibles.

U ANT /A N

v 3%) % N h

Haciendo x;=h,=h,=0, obtenemos una solucion basica:
)
X, 3% h:

En este caso, ademads, como x, , x, > 0, la solucion basica es factible.

EJEMPLO:

0
=0
0

UNIVERSITAS
Miguel
g Herndndez




Conceptos basicos de programacion lineal

Dada una solucion basica factible diremos que es NO degenerada, si todos los
valores de las variables basicas son estrictamente positivos. En caso contrario,
diremos que es degenerada.

|  UNIVERSITAS
4y | Miguel
Herndndez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche e2




Conceptos basicos de programacion lineal

Dada una solucion basica factible diremos que es NO degenerada, si todos los
valores de las variables basicas son estrictamente positivos. En caso contrario,
diremos que es degenerada.

EJEMPLO:
70 X 0
5T A hj _lo]l- Como x, , x, > 0, la solucion es
X 30 no degenerada
; A h) 0 =

|  UNIVERSITAS
4y | Miguel
Herndndez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche e
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Conceptos basicos de programacion lineal

. Cual es el interés de las soluciones basicas factibles?

TEOREMA (RELACION ENTRE LAS SOLUCIONES BASICAS
FACTIBLES Y LOS VERTICES DEL CONJUNTO FACTIBLE)

Dado un problema lineal en forma estandar se satisface que toda solucion

basica factible es un vértice del conjunto factible y viceversa.

%

Importancia de este resultado:

1. Proporciona una version algebraica del T. Fundamental de la PL.

2. Proporciona un metodo de busqueda de una solucion optima: evaluar la f.o. en
las soluciones basicas factibles.

UNIVERSITAS

b Miguel

g Herndindez




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

-

Max 2x, +x,
sa: x,+x,<6

x, <3

| x,,%, 20

@.|  UNIVERSITAS
N i a
¥y INH ﬂffr::atidfz Universidad Miguel Hernandez de Elche

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(Max 2x, +x, (Max 2x, +x, ¢
sa: x+x,<6 sa: X +x,+h =6
3 — 9
x, <3 x,+h, =3
\ X, %, 20 | X, Xy, 0,0, >0 b

lJ_- | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
| Miguel

Kl vt dic Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(Max 2x, +x, (Max 2x, +x, ¢
. < . —
| sa: X +x,<6 ] sa: X +x,+h =6
x, <3 x,+h, =3
\ X, %, 20 | X, Xy, 0,0, >0 b
X, 2
X Xy hy by X, 1 , 6
“lo 1 0 1 h, 0 3
h, 0
| _UNIVERSITAS

Miouel Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
-l ]l ne 1 . a ’
r'inH Hrfm%mif: Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(Max 2x, +x, (Max 2x, +x, ¢
sa: x+x,<6 sa: X +x,+h =6
] — 9
x, <3 x,+h, =3
\ X, %, 20 | X, Xy, 0,0, >0 b
X, 2
X Xy hy by X, 1 , 6
1 1 1 0 X = ¢= =
= 01 0 1 h, 0 3
h, 0

A tiene 4 columnas - 6 descomposiciones posibles A=(B | D)

|  UNIVERSITAS
b | Miguel
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(Max 2x, +x, (Max 2x, +x, ¢
sa: x+x,<6 sa: X +x,+h =6
] — 4
x, <3 x,+h, =3
\ X, %, 20 | X, Xy, 0,0, >0 b
X X, b h Al e
X
A::l 1T O 2
0 1/0 1 Wl s
h D
B D 2
X, X, hy b
_1 1 1 0
B0 1.0 1

_ I UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
N Miguel

Kl vt dic Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(Max 2x, +x, (Max 2x, +x, ¢
sa: x+x,<6 sa: X +x,+h =6
] — 9
x, <3 x,+h, =3
\ X, %, 20 | X, Xy, 0,0, >0 b
_ p-l
X X, b h Al e =80
X
A::l 1|1 O 2
0 1/0 1 Wl s
h D
B D 2

_ I UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
N Miguel

Kl vt dic Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(Max 2x, +x, (Max 2x, +x, ¢
| sa: X +x,<6 ] sa: X +x,+h =6
x, <3 x,+h, =3
\ X, %, 20 | X, Xy, 0,0, >0 b
-1
X, X, h1 h2 X, Xp XB:B b
4 1 1)1 O X ) § N
= T X —
0 1[0 1 Wl s V=gt | =
no Il P X, 3) 10 1 )3
B D 2
| _UNIVERSITAS

PO Micuel Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Hals :Hrfm;mif: Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

(Max 2x, +x, (Max 2x, +x, ¢
sa: x+x,<6 sa: X +x,+h =6
3 — 9
x, <3 x,+h, =3
X, %, 20 X, Xy, 0,0, >0 b
x \| X x, =B"'b
Y 1 1|1 X X ¢ | |
= T X —
0 1[0 Wl s V=gt | =
h b X, 3 0 1
B D 2

|  UNIVERSITAS
JNIM iguel
Hernidandez

x, =3,x,=3,h =0,h, =0

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(Max 2x, +x, (Max 2x, +x, ¢
| sa: X +x,<6 ] sa: X +x,+h =6
x, <3 x,+h, =3
X, %, 20 | X, Xy, 0,0, >0 b
x || X x, =B"'b
A—'l 1T O y X ¢ | N
Tlo 1o 1 bl . -l
n Il P X, 3) 10 103
B D 2
x, =3,x,=3,h =0,h, =0 | — | Vértice A
| _UNIVERSITAS

_ Micuel Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
e PR Nl y I 0 o /
VA Hrfm%mif: Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

-

Max 2x, +x,

sa: x+x,<6

x,<3
l xX,%, 20
xl h] xz h2
1 1111 O
A:Z
0 Of1 1
B D
X, X, hyohy
A 1 1 1 O
o 1.0 1
| UNIVERSITAS
w) | Miguel
Hernindez

-

Max 2x, +x, ¢
sa: X +x,+h =6
<
x,+h, =3
| X, Xy, 0,0, >0 b
Xl X
X =
X
2 || x,
h,

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(Max 2x, +x, (Max 2x, +x, ¢
. < . —
| sa: X +x,<6 ] sa: X +x,+h =6
x, <3 x,+h, =3
\ X, %, 20 | X, Xy, 0,0, >0 b
_ p-l
X hox, h Al e =80
AT o LA
X
0 Ol 1 2| x,
B D h
| _UNIVERSITAS

DT Aol Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
by InH :H‘rfru;miez Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

-

Max 2x, +x,
sa: x+x,<6
x,<3

xX,%, 20

xl h] 'x2 h2

1 1|1 O
0O Of1 1

B D

|  UNIVERSITAS
W | Miguel
Hernidandez

-

Max 2x, +x, ¢
sa: X +x,+h =6
x,+h, =3
| X, Xy, 0,0, >0 b
il
X Xp XBZB b
X =
x . —
2 || x, No existe B~1 !!!!
h,

No da lugar a una solucion basica

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

-

Max 2x, +x,

sa: x+x,<6

-

x,<3
l xX,%, 20
x2 h2 xl h’]
I 01 1
A:Z
1 110 O
B D
X, X, hyohy
E 1 1 1 O
¥o 1.0 1
| UNIVERSITAS
w) | Miguel
Hernindez

Max 2x, +x, ¢
sa: X +x,+h =6
x,+h, =3
| X, Xy, 0,0, >0 b
Xl *s
h,
X =
X
Xp

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(Max 2x, +x, (Max 2x, +x, ¢
sa: x+x,<6 sa: X +x,+h =6
3 — 9
x, <3 x,+h, =3
X, %, 20 | X, Xy, 0,0, >0 b
_ p-l
X, hy x; hy Y| s =80

A__1011 x__hz ) S
T 1o o 3 [sz231(3j:(1 1}(3
B D h ?

_ | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
N Miguel

Kl vt dic Universidad Miguel Hernandez de Elche




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

(Max 2x, +x,

sa: x+x,<6

(Max 2x, +x, ¢

sa: X +x,+h =6

x, <3 x,+h, =3
X, %, 20 X, Xy, 0,0, >0 b

-1

o) h2 X, hq X, Xp XB:B b
I I N 1 oV

T 10 o x| B p Y
h b h, 3 -1 1){3
B D

|  UNIVERSITAS
| Miguel
Hernidandez

No da lugar a una solucion basica FACTIBLE

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
0 ( C A
Max 2x, +x, Max 2x, +x, AN X, <3
sa: x+x,<6 sa: X +x,+h =6
d RN,
x, <3 x,+h, =3 B
> > D AN
| xl,xz_O L xl,xz,hl,hz_o X1+X2§6
X1, X2 X, hy x4, hp Xy, hy X, hy h;, h
B 11 1 1 1 0 11 1 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 0 1
. Lo 10y (0 1 1 0) (10
0 1 ° 1o 1 1 -1) =1 1) lo 1
. 3 N 6 3 6 6
3 © 3 3 3 3
Factible? Si Si Si No Si
» (3,3,0,0) (6,0,0,3) (0,3,3,0) (0,0,6,3)
Solucion A B C D
Func. obj. 9 -- 12 3 -- 0
UNIVERSITAS

| Miguel
g Hernindez




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

;
Max

S.a.

UNIVERSITAS
| Miguel
glgnHerndndez

2x, +x,

X +x,<6

xX,%, 20

r C A
Max 2x, +x, AN X, <3
R sa: X +x,+h =6
x, <3 x,+h, =3 B
> D \
i X, Xy, h,hy, 20 X, + %, < 6
X, X2 X, by x5, hy X, hy Xy, by hy, hy
B I 1 I 1 1 0 I 1 I 0 I 0
0 1 0 0 0 1 1 0 I 1 0 1
B! (1 —1} N 1 o] [0 1) ( 1 0] [1 oj X, =6
()
0 1 - - *
0 1 I -1 I 1 0 1 X, = 0
3 6 3 6 6 *
-1 18
o e [0 @] e
%
Factible? Si Si Si No Si h, =3
o (3,3,0,0) (6,0,0,3) (0,3,3,0) (0,0,6,3)
Solucion A B C D
Func. obj. 9 -- ( 12 ) 3 -- 0




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO: Halla la solucion 6ptima del siguiente problema si la base

Optima la forman x, y 4,

(max 2x, + x, + X
4S.cz: 3x, + x, + x; < 60
x — x, + 2x; < 10
| X5 Xy,%; 20
| _UNIVERSITAS

<Nl M'fgi‘u’f
Herndndez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO: Halla la solucion 6ptima del siguiente problema si la base
Optima la forman x, y 4,

(max 2x, + x, + X (max 2x, + x, + x,
4 sa: 3x, + x, + x; < 60 sa:3x, +x, + x; +h =60
‘ <
x — x, + 2x; < 10 X, — X, + 2x, + h, =10

X5 Xy, % 20 X,y Xy, Xy, 0, 20

|  UNIVERSITAS
| Miguel
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche &2




Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X
sa: 3x, + x, + x; <
.

x - x, + 2x; <

i X5 Xy,%; 20

’xl x2 x3 hl h 2

3 1 1 1 0
A=

I -1 2 0 1

l‘I UNIVERSITAS
N M'fgi‘u’f
Hernidandez

(max 2x, + x, + X,
60 ‘ 4S.az:3x1+x2+ x, + h =60
10 X, — x, + 2x, + h, =10
| X,y Xy, Xy, 0y 20

Base = {x, , h,}

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

(max 2x, + x, + X (max 2x, + x, + X,

< sa: 3x, + x, + x; < 60 | ) sa:3x, +x, + x; +h =60
x — x, + 2x; < 10 X, — x, + 2x, + h, =10

X5 Xy,%; 20

A=
1 |-1] 2

| UNIVERSITAS
| Miguel
Hernidandez

X,y Xy, Xy, 0y 20

\

Base = {x, , h,}
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Conceptos basicos de programacion lineal

EJEMPLO:

(max 2x, + x, + X (max 2x, + x, + X,

< sa: 3x, + x, + x; < 60 | ) sa:3x, +x, + x; +h =60
x — x, + 2x; < 10 X, — x, + 2x, + h, =10

X5 Xy, %, 20 X,y Xy, Xy, 0y 20

X, hy x x; h Y2l Y

oot h,

-1 11 2 0 XT| % Base = {x, , h,}
B D N
X | % | X Iy |k i
3 (1|11 1] 0
A =
1 |-11 2 O] 1
| _UNIVERSITAS

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

LBy Miguel Universidad Miguel Hernandez de Elche

Herndndez
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Conceptos basicos de

programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X (max 2x, + x, + X,
<S.az: 3x, + x, + x; < 60 ’ 4S.az:3xl+x2+ x, + h =60
x — x, + 2x; < 10 X, — x, + 2x, + h, =10
X5 Xy, %, 20 X,y Xy, Xy, 0y 20
x, h, x x, h Yo || X
oot h,
-1 1fj1 2 0 XF| X% Base = {x, , h,}
B D %5 ||
h
- X, [ 60 1 0) 60 60
Xg=B"b| =——> =B = =
h, 10 1 1){10 70
______}‘IH ﬂ;;:ff‘ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 93
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Conceptos basicos de

programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X (max 2x, + x, + X,
<S.az: 3x, + x, + x; < 60 ’ 4S.az:3x1+x2+ x, + h =60
x — x, + 2x; < 10 X, — x, + 2x, + h, =10
X5 Xy, %, 20 X,y Xy, Xy, 0y 20
x, h, x x, h Yo || X
oot h,
-1 1fl1 2 0 XX Base = {x, , h,}
B D Xy ||
h
X, 0
60 I 0)\60 60
aemw] — ()= (][ e)) =2);
0. ]/,1 0
______}."IH ﬂ;;:ff‘ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 94
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El algoritmo del simplex

El algoritmo del simplex es un método para solucionar problemas de
programacion lineal que consiste en: partiendo de una solucidén basica factible
buscar una nueva solucion basica factible que mejore el valor de la funcién
objetivo. Su estructura es la siguiente:

Test de
optimalidad

Solucion
Optima

Solucidn basica
factible

Generacion de
una nueva solucion
basica factible

En resumen, el algoritmo de simplex es un proceso de sustitucion de columnas
que nos permite explorar los vértices de un poliedro siguiendo cada vez una
direccion de mejora hasta alcanzar la solucion optima.

UNIVERSITAS
| Miguel
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Dualidad en programacion lineal: Motivacion

EJEMPLO: La produccion de PET

Una petroquimica de la cuenca mediterranea se dedica a producir plastico para
botellas (PET-botella) y fibra textil (PET-fibra) a partir de PTA (acido tereftaltico
puro) y de EtG (etilen-Glicol). Las cantidades de cada producto (en Tm.) que son
necesarias para producir una tonelada de cada uno de estos derivados vienen
dadas por:

PET-botella PET-fibra
PTA 0.966 0.912
EtG 0.365 0.344

La venta en el mercado de plastico da un beneficio de 60 € por Tm., mientras que la
venta de fibra textil da un beneficio de 50 €/Tm.

Teniendo en cuenta que la petrolera dispone de 260.000 Tm. de PTA y 150.000 Tm.
de EtG, ;cudles serian sus niveles Optimos de produccion de fibra textil y de
plastico?

UNIVERSITAS

| Miguel
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Dualidad en programacion lineal: Motivacion

EJEMPLO: La produccion de PET

S1 definimos las variables: x; = Tm fabricadas de plastico para botellas
x, = Tm fabricadas de fibra textil

la respuesta a la pregunta anterior vendria dada por la solucidon del siguiente PL:

Max 60x, +50x,
sa: 0.966x +0.912x, <260000
0.365x, +0.344x, <150000

X, X, 20

x,*=269151.139
x,*=0
z*=16149068.32

UNIVERSITAS
W | Miguel
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Dualidad en programacion lineal: Motivacion

EJEMPLO: La produccion de PET

La industria petroquimica en la cuenca Mediterranea esta controlada por una
gran compaiia que necesita PTA y EtG para su proceso de produccion. El
gerente quiere persuadir a la pequefia petroquimica para que abandone su
proceso productivo y le venda directamente sus existencias.

Al gerente se le plantea el problema de determinar el precio de compra que
debe ofrecer a la pequena de manera que no solo esa compra le salga lo mas
barata posible, sino que a la pequena le interese vender: lo que recibe por dejar
de producir una unidad de cada uno de sus productos no sea inferior a lo que
obtendria con su venta directa en el mercado.

. Que problema debe resolver el gerente para determinar dichos precios?

UNIVERSITAS
| Miguel
g Hernindez




Dualidad en programacion lineal: Motivacion

EJEMPLO: La produccion de PET

S1 definimos las variables: y, = precio de PTA (en € por Tm)
¥, = precio de EtG (en € por Tm)

Min 260000y, +150000y,
sa: 0.966y +0.365y,
0912y, +0.344y,

Y, 1,20

UNIVERSITAS
W | Miguel
N Herndndez

»,*=62.111801
- »,*=0
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Dualidad en programacion lineal: Motivacion

EJEMPLO: La produccion de PET

Max 60x, +50x,
sa: 0.966x +0912x, <260000
0.365x, +0.344x, <150000

X, %, 20

x,*=269151.139
- x,*=0
z*¥=16149068.32

Min 260000y, +150000y,
sa: 0966y +0365y, =60
0.912y,+0.344y, =50

V1,20

»,*=62.111801
—> »,*=0
z*=16149068.32

UNIVERSITAS
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Dualidad en programacion lineal

v' (Qué es la dualidad?

La dualidad consiste en asociar a un problema lineal, que denominamos
problema primal (PP), un problema lineal auxiliar, que denominamos
problema dual (PD), que se define directa y sistematicamente a partir del
problema primal.

El problema dual viene a ser el problema “traspuesto” del problema primal:

1. Por cada restriccion del PP, se define una variable del PD y por cada variable
del PP se define una restriccion del PD.

2. Los coeficientes de la funcion objetivo del PP pasan a ser los términos
independientes de las restricciones del PD.

3. Los términos independientes del PP pasan a jugar el papel de coeficientes de
la funcion objetivo del PD.

4. La matriz de restricciones para el dual es la traspuesta del primal.

UNIVERSITAS
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Dualidad en programacion lineal

Las reglas para construir el problema dual se resumen en la siguiente tabla:

PROBLEMA PRIMAL —> PROBLEMA DUAL

Objetivo Minimizar <>  Maximizar | Objetivo
> >0
Restriccion = VAN libre Variable
< <0
>0 <
Variable libre — Restriccion
<0 < >

PROBLEMA DUAL <~ PROBLEMA PRIMAL

b UNIVERSITAS
| Miguel
L Herndndez




Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:  max(2x, + @

Xt X 10
x + 2x, 5

Problema primal | S5.a .

X €R,x, 20

v
min C@L+ 15y, + SD/\

5.a. o+ 2y, + Ty F2
— >
Problema dual | N1 ¥, + 2y,7121
1<0,y,20,y; €R
. ﬂ;:::flms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 103
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Dualidad en programacion lineal

La dualidad tiene gran importancia por las siguientes razones:
* Por las posibilidades que abre en el desarrollo tedrico de la programacion lineal.
* La dualidad es fundamental para el analisis de sensibilidad.

* Permite en ciertas ocasiones ventajas computacionales para la obtencion de
soluciones Optimas.

* Es util para el desarrollo de metodos de optimizacion matematica.

* Origina interesantes interpretaciones economicas € informacion relevante para la
toma de decisiones.

UNIVERSITAS
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Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA
El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:

(min  4x, + 3x, + 8x,
B x + X

x, + 2x; =5

X;5Xy,%; 20

|  UNIVERSITAS
| Miguel
: Herndndez
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Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA
El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:

(min  4x, + 3x, + 8x,

sa: | x + X, 22 | —y

X, + 2x, =25 |—m»

X;5Xy,%; 20

|  UNIVERSITAS
JNIM iguel
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA
El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:

. ‘max |2 + 15

min 4x, + 3x, + 8x 4 &
sa: | y

sa: | x + X

| X, + 2x, =5 | Y2

nl+ |2,

i X;5Xy,%; 20 — —

L Vi oW

|  UNIVERSITAS
<Nl M'fgi‘u’f
Hernidandez
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Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA
El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:
R (max 2 + 5
min |4x, + 3x, + 8x 4 &
sa: y
ga: X, + X
% x, + 2x; =5 < 2)/2
Yoo+ )
i X;5Xy,%; 20
L Vi W

|  UNIVERSITAS
) | Mrgnff
Hernidandez
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Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA
El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:

R (max 2 + 5

min 4x, + 3x, + 8x 4 &

sa:

b  x, + X

4 x, + 2x; =5 < 2)/2
Wt )

X,X,, X, >0
y v \ N2y ?

|  UNIVERSITAS
| Miguel
: Herndndez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

Las reglas para construir el problema dual se resumen en la siguiente tabla:

PROBLEMA PRIMAL —> PROBLEMA DUAL

Objetivo Minimizar <>  Maximizar | Objetivo
> >0
Restriccion = VAN libre Variable
< <0
>0 <
Variable libre — Restriccion
<0 < >

PROBLEMA DUAL <~ PROBLEMA PRIMAL

b UNIVERSITAS
| Miguel
L Herndndez




Dualidad en programacion lineal

Las reglas para construir el problema dual se resumen en la siguiente tabla:
>

PROBLEMA PRIMAL —> PROBLEMA DUAL

Objetivo (\Minimizar ) <> Maximizar | Objetivo
> >0

Restriccion = VAN libre Variable
< <0
>0 <

Variable libre — Restriccion
<0 < >

PROBLEMA DUAL <~ PROBLEMA PRIMAL

UNIVERSITAS
| Miguel
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Dualidad en programacion lineal

Las reglas para construir el problema dual se resumen en la siguiente tabla:
>

PROBLEMA PRIMAL —> PROBLEMA DUAL

Objetivo (\Minimizar ) <> Maximizar | Objetivo
> >0

Restriccion = VAN libre Variable
< <0
>0 <

Variable libre — Restriccion
<0 < >

PROBLEMA DUAL <~ PROBLEMA PRIMAL

UNIVERSITAS
| Miguel
glgnHerndndez




Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA

El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:
R (max 2 + 5
min 4x, + 3x, + 8x 4 %
sa:
b  x, + x3®2
4 x, + 2x; =5 < &
n o+ 2y,
i X;5Xy,%; 20
— Q2D

la ! '{:_Wmf'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
| Migue
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Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA
El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:

et (max 2y, + 5y
min 4x, + 3x, + 8x 1 ?

sa: Y
G X +  ox; 22

4 X, + 2x3® ) 2
»n o+ 2y,
L .ylzo:

X;5Xy,%; 20

| UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 114
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Dualidad en programacion lineal

Las reglas para construir el problema dual se resumen en la siguiente tabla:
>

PROBLEMA PRIMAL —> PROBLEMA DUAL

Objetivo (\Minimizar ) <> Maximizar | Objetivo
> >0

Restriccion = VAN libre Variable
< <0
>0 <

Variable libre — Restriccion
<0 < >

PROBLEMA DUAL <~ PROBLEMA PRIMAL

UNIVERSITAS
| Miguel
glgnHerndndez




Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA
El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:

(min  4x, + 3x, + 8x, maX. hot oy
B x + X B y i
% x, + 2x; =5 J | 2”);: ;
g 154y A3 = LS \ ¥ 20,y,>0

l} ! '-::_Wmf'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
| Migue

i 3 . » 116
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Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA
El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:

R (max 2 + 5
min 4x, + 3x, + 8x 4 &
sa: Y

d V2
y + 2y, <8

sa: X + X

x, + 2x; =5

X;5Xy,%; 20

L V¥, 20

|  UNIVERSITAS
| Miguel
: Herndndez
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Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA

El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:

|  UNIVERSITAS
| Miguel
: Herndndez

"

(max 2y, + 5y,

sa:
V2
n o+ 2y,
VsV, 20

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

Las reglas para construir el problema dual se resumen en la siguiente tabla:
<

PROBLEMA PRIMAL —> PROBLEMA DUAL

Objetivo | Minimizar < @ ) Objetivo
> >0

Restriccion = VAN libre Variable
< <0
>0 <

Variable libre — Restriccion
<0 < >

PROBLEMA DUAL <~ PROBLEMA PRIMAL

UNIVERSITAS
| Miguel
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Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA
El problema dual del problema dual coincide con el problema primal.

EJEMPLO:

R (max 2 + 5
min 4x, + 3x, + 8x 4 &
sa: Y

d V2
y + 2y, <8

sa: X + X

x, + 2x; =5

X;5Xy,%; 20

L V¥, 20

|  UNIVERSITAS
| Miguel
: Herndndez
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Dualidad en programacion lineal

Relaciones entre los problemas primal y dual:

TEOREMA DE LA DUALIDAD DEBIL

Dado un problema lineal y su dual, sea x una solucion factible del problema
primal e y una solucion factible del problema dual, entonces se verifica lo
siguiente:

Si1 el objetivo del problema primal es maximizar entonces se tiene que:
yib > clx.
S1 el objetivo del problema primal es minimizar entonces se tiene que:

yib < clx.

UNIVERSITAS
| Miguel
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Dualidad en programacion lineal

Valor f.o.

| UNIVERSITAS
i | Miguel
Hernidandez

Probl. maximizar

Probl. minimizar

Solucion x Solucion y
@ ®
f.0.(x) f.o.(y)

f.0.(x) < f.0.(y)

Unidad - Seccién - Departamento Nombre

del Departamento -

Hernandez de Elche

Universidad Miguel

122



Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

max 3x; + 2x,
sa: x + X
X + 2x,

X, Xy,%3 20

| UNIVERSITAS
| Miguel
Hernidandez

min 9y, + 7y,

" X3 S.a. yl + J’2
iy = no+ 2y
- M

V1,220

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

min 9y, + Ty,
max 3x; + 2x, + X

sa: y + y, =z 3
sa: x +  x, + X
x + 2x, <7
Y1 2|l
X, Xy,%3 20
V1,220
XT=(5,1,3)
fo.=clx=3x5+2x1+1x3=20
'-—"'}'--Iu ﬂ;;::?'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 124
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

min 9y, + 7y,
max 3x; + 2x, + X

sa: X, + X, + X $ar o+ ¥ =)
. ’ : — no+ 2y, 22
x + 2x, <7
Vi > 1
X, Xy,%3 20
Y1, Y2 20
yt=(1,2)

fo.=y'b=9x1+7x2 =23

|  UNIVERSITAS
W | Miguel
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

min 9y, + 7y,
max 3x; + 2x, + X

sa: y + vy, =2 3
a. + +
s.a X X, X; b+ 2y, 2 2
x + 2x, <7
Vi > 1
X, Xy,%3 20
VY220
xt=(5,1,3) y'=(,2)

fo.=cx=3x5+2x1+1x3=20 <  fo.=y"h=9x1+7x2=23

| UNIVERSITAS
| Miguel
Hernidandez
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Dualidad en programacion lineal

TEOREMA DE LA DUALIDAD FUERTE

Sean un problema lineal y su dual. Entonces se satisface lo siguiente:

 Si uno de los dos problemas tiene valor 6ptimo no acotado, entonces el otro es
infactible.

 El problema primal tiene valor 6ptimo finito si, y solo si, el problema dual tiene
valor 6ptimo finito. Ademas, ambos valores dptimos coinciden.

UNIVERSITAS
| Miguel
g Hernindez




Dualidad en programacion lineal

Si uno de los dos problemas tiene valor optimo no acotado, entonces el
otro es infactible

Probl. maximizar Probl. minimizar
No acotado
Valor f.o0. ° *—o——o—9
| UNIVERSITAS Unidad - Seccion - Departamento Nombre
i | Miguel del Departamento - Universidad Miguel

&g Herndndez Hernandez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

Si uno de los dos problemas tiene valor optimo no acotado, entonces el
otro es infactible

Probl. maximizar Probl. minimizar

No acotado

Si 3 una solucion

. 4

Valor f.o0. ® *—o——o—9o ®
| UNIVERSITAS Unidad - Seccién - Departamento Nombre
| Miguel del Departamento - Universidad Miguel

Herndndez Herndndez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

Si uno de los dos problemas tiene valor optimo no acotado, entonces el
otro es infactible

Probl. maximizar Probl. minimizar
No acotado
Valor f.o. ® *—o——o—o ®

Imposible !!!

| UNIVERSITAS Unidad - Seccién - Departamento Nombre
)| Miguel del Departamento - Universidad Miguel 130
Herndndez Hernandez de Elche




Dualidad en programacion lineal

Si uno de los dos problemas tiene valor optimo no acotado, entonces el
otro es infactible

Probl. maximizar Probl. minimizar

No acotado :> Infactible

. 4

Valor f.o0. ® —o——o—o—F0 o—o—=0 ¢
| UNIVERSITAS Unidad - Seccién - Departamento Nombre
i b | Miguel del Departamento - Universidad Miguel

Herndndez Herndndez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

El problema primal tiene valor optimo finito si, y solo si, el problema dual
tiene valor optimo finito. Ademas, ambos valores optimos coinciden.

Probl. maximizar Probl. minimizar
Valor f.o. ® — ——— — -
2*
. UNIVERSITAS Unidad - Seccién - Departamento Nombre
i | Miguel del Departamento - Universidad Miguel 132
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Dualidad en programacion lineal

TEOREMA DE LA DUALIDAD FUERTE

Sean un problema lineal y su dual. Entonces se satisface lo siguiente:

 Si uno de los dos problemas tiene valor 6ptimo no acotado, entonces el otro es
infactible.

 El problema primal tiene valor 6ptimo finito si, y solo si, el problema dual tiene
valor 6ptimo finito. Ademas, ambos valores dptimos coinciden.

COROLARIO

Sean un problema lineal y su dual. Si [B | D] es una descomposicion de la matriz 4
que da una solucion Optima para el problema primal, entonces se verifica que una
solucion Optima para el dual viene dada por

T T p-1
y* =c,B

b UNIVERSITAS
| Miguel
L Herndndez




Dualidad en programacion lineal

 Observacién: Si disponemos de una solucion (basica) Optima no
degenerada, la matriz B! se puede obtener calculando la inversa de las
columnas asociadas a las variables basicas.

T T p-1
y* =c,B

|  UNIVERSITAS
b | Miguel
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:

L . : 110 70
Dado el siguiente problema con solucién 6ptima x*' = (O,—,?

33

max 2x, + x, + X,

IA

60
x — x, + 2x; < 10

sa: 3x, + x, + X,

X, Xy,X, 20

Calcula la solucion 6ptima del problema dual

| UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

b Migue . 4 . » 135
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X, T :(09257_0)
sa:3x, +x, + x; +h =60 33
< X — X, +2x, + h, =10
X,y Xy, Xy, 0y 20

| UNIVERSITAS
i | Miguel
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche LS8
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X, AT :(O,EF—O)
4S.az:3xl+xz+ x, + h =60 33
X — X, +2x, + h, =10
X,y Xy, Xy, 0y 20

|  UNIVERSITAS
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X, T =(O,E,7—O)
4S.az:3xl+xz+ x, + h =60 33
X — X, +2x, + h, =10
X,y Xy, Xy, 0y 20

B = 60—3x, —x, —x, = 60—3x 0—10_ 10 _ 6o 180 _
33 3
110 70 30

hy=10—x +x,-2x,=10-0+——2-—=10-2=0
3 73 3
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
4S.az:3xl+xz+ x, + h =60 33
X — X, +2x, + h, =10
X,y Xy, Xy, 0y 20

B = 60—3x, —x, —x, = 60—3x 0—10_ 10 _ 6o 180 _
33 3
110 70 30

hy=10—x +x,-2x,=10-0+——2-—=10-2=0
3 73 3
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
max 2x1 + X, + X x ¥ :(O,Qj_o) N hl* :h; =X
sa:3x, +x, + x; +h =60 3
.
X — X, + 2x, +h, =10 Base = {x,, x;}
X,y Xy, Xy, 0y 20

| UNIVERSITAS
| Miguel
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X T 110 70 . 1
1 2 3 x* :( ,_,_) h1:h2:O
4S.az:3xl+xz+ x, + h =60 3
X — X, +2x + h, =10
b 3 2 Base = {x,, x3}
: X,y Xy, Xy, 0y 20
T T p-1
y* =c,B
h }*I'u' ﬂ:;::?'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 141
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
max 2x1 + X, + X x ¥ :(Ojﬁj_o) N h1* :h; =X
4S.az:3xl+xz+ x, + h =60 33
X — X, + 2x, +h, =10 Base = {x,, x;}
: X,y Xy, Xy, 0y 20
B 11
cy =(,1)
| UNIVERSITAS

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche L8
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
max 2x, + x, + X, 7 :(O,Q,LO) N h1* :h; —
4S.az:3xl+xz+ x, + h =60 33
X — X, + 2x, +h, =10 Base = {x,, x;}
: X,y Xy, Xy, 0y 20
1 1 2/ -1
(U0 e (B
y*T :CgB—l -1 2 % %
ey =(L1)

| UNIVERSITAS
| Miguel
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
max 2x, + x, + X, Py :(O,QY—O) N h1* :h; =0
4S.az:3xl+xz+ x, + h =60 3
X — X, + 2x, +h, =10 Base = {x,, x;}
X,y Xy, Xy, 0y 20

SEHEEE
y*T:CTB—l -1 2 VA
B
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
max 2x, + x, + X, Py :(O,QY—O) N h1* :h; =0
4S.az:3xl+xz+ x, + h =60 3
X — X, + 2x, +h, =10 Base = {x,, x;}
X,y Xy, Xy, 0y 20

SR
y* =c,B” 2 e

(min 60y, + 10y, ¢y =(1,1)
sa: 3y, + y, =22 l
) - »n=21
v+ 2y, 21
. Zoa
Vs, 20 y*T:(yl’yz):(ll)(l | :(10)
o

| UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

A E{ri:::;m: Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

max 2x, + x, + X,

X — X, +2x,

X,y Xy, Xy, 0y 20

sa:3x, +x, + x; +h

x ¥ =( ,QF_O)
=60 3 3
+h =10 Base = {x,, x;}

11 % -
)
-1 2 A
(min 60y, + 10y, ¢y =(1,1)
sa: 3y, + y, =22 l
3 n- »n=z1
v+ 2y, 21 -y
* * 3 3
VoY, 20 v =(0 ) =(1 1)(1 =)
z* =60 S8
| UNIVERSITAS

<Nl M'fgi‘u’f
Herndndez

Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:

Dado el siguiente problema con solucién 6ptima y*" = (1,0)

(min 60y, + 10y,
sa: 3y, + y, =22
3 n- »=1
y+ 2y, 21
| Y, Y, 20
Calcula la solucion 6ptima del problema dual
li | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

JNIM iguel 147
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y,
sa: 3y, + y, =22
) n— »n=21
y+ 2y, 21
I VY, 20
y* =(1,0)
b/ IH ﬂ;;::?'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica e

Herndndez Universidad Miguel Hernandez de Elche




Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y, (min 60y, + 10y,
sa: 3y + y,>2 sa: 3y, + y, —¢ =2
) - »n=21 ) Y= I — e, =1
n+ 2y, 21 n+ 2y, —e, =1
q yl9y2 20 q y1ay2931,ez,€3 ZO
y* =(1,0)
| UNIVERSITAS

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche o
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y, (min 60y, + 10y,
sa: 3y + y,>2 sa: 3y, + y, —¢ =2
) - »n=21 ) Y= I — e, =1
n+ 2y, 21 n+ 2y, —e, =1
q yl9y2 20 q y1ay2931,ez,€3 ZO
y¥*=1,%=0
y* =(1,0) > . : . 2 .
el *:1982 *263 *:O
| UNIVERSITAS

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche L8
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y, (min 60y, + 10y,
sa: 3y + y,>2 sa: 3y, + y, —¢ =2
) - »n=21 ) Y= I — e, =1
n+ 2y, 21 n+ 2y, —e, =1
q yl9y2 20 q y1ay2931,ez,€3 ZO
yl*:L yz*:O
e *=1,e*=e/*=0
Base = ?
| UNIVERSITAS
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y, min 60y, + 10y,
sa: 3y, + y, =22 sa: 3+ y,—e =2
3 - y, =21 ) M= 0N -6 =1
yo+ 2y, > 1 o+ 2y, —e =1
VY, 20 \ V12 Y5,€,€,,6 20
yl* =1, yz* =0
e *=1,e *=e %=
Base = ?
3 restricciones — 3 variables basicas
. }]h 1*;;:::?”“5 Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 5
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y, (min 60y, + 10y,
sa: 3y + y,>2 sa: 3y, + y, —¢ =2
] N~ )/221 ) V= W — e, =1
n+ 2y, 21 n+ 2y, —e, =1
q yl9y2 20 q y1ay2931,ez,€3 ZO
y1*:19y2*20
elD*:l,eé)*:ef*:O
Base =?

.. . , . — D o
3 restricciones — 3 variables basicas — | Base={y ,e;, ?}

|  UNIVERSITAS
<Nl M'fgi‘u’f
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y, (min 60y, + 10y,
sa: 3y, + y,>2 sa: 3y, + y, —¢ =2
) - »n=21 ) Y= I — e, =1
y+ 2y, 21 v+ 2y, —e, =1
q y19y2 _O q y17y2961982,e3 _O
Solucion P
degenerada nr=Ly,"=
\ elD*:l,eé)*:ef*:O
Base =?

.. . , . — D o
3 restricciones — 3 variables basicas — | Base={y ,e;, ?}

|  UNIVERSITAS
JNIM iguel
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche L8




Dualidad en programacion lineal

TEOREMA DE LAS HOLGURAS COMPLEMENTARIAS

Sean los problemas primal y dual que tienen solucion Optima, entonces se verifica
que:

* Si en el Optimo una variable de holgura (o exceso) en uno de los problemas es no
nula, la correspondiente variable (asociada a traveés de la restriccion) es nula en
el optimo del otro problema.

* Por el contrario, si una variable es no nula en el Optimo, la correspondiente
variable de holgura (o exceso) en el dptimo del otro problema es nula.

UNIVERSITAS
| Miguel
g Hernindez




Dualidad en programacion lineal

TEOREMA DE LAS HOLGURAS COMPLEMENTARIAS

Sean los problemas primal y dual que tienen solucion Optima, entonces se verifica
que:

* Si en el Optimo una variable de holgura (o exceso) en uno de los problemas es no
nula, la correspondiente variable (asociada a traveés de la restriccion) es nula en
el optimo del otro problema.

* Por el contrario, si una variable es no nula en el Optimo, la correspondiente
variable de holgura (o exceso) en el dptimo del otro problema es nula.

NOTA: Para utilizar este teorema no hace falta que los problemas estén
en formato estandar. Solo que las restricciones sean de igualdad!!!

|  UNIVERSITAS
| Miguel
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Dualidad en programacion lineal

TEOREMA DE LAS HOLGURAS COMPLEMENTARIAS

PP
X
variables
xl’l
h /e
restricciones :
h /e,
|  UNIVERSITAS

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche -
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Dualidad en programacion lineal

TEOREMA DE LAS HOLGURAS COMPLEMENTARIAS

PP PD

x, — h /e

variables
x, —h /e
h / € —))
restricciones :
h /e, —y
|  UNIVERSITAS

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche L8
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Dualidad en programacion lineal

TEOREMA DE LAS HOLGURAS COMPLEMENTARIAS

PP PD Producto
variables
x —h /e, 0
h / € — ) 0
restricciones : :
h,/e,—y. 0
lﬂ- | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

SNl Miguel 159
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X,
sa:3x, +x, + x; +h =60
4 X — X, +2x, + h, =10

X,y Xy, Xy, 0, 20

(min 60y, + 10y,

sa: 3y, + vy, —e =2
3 V= W — 6 =1
v+ 2y, —e, =1

VisVyr€,6,,8, 20

.
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X,
Js.a:3x1+x2+ x, + h =60 =
X, — X, + 2x, + h, =10
. Xp5 Xy, X5, 1y, 0y 20 x, =0
| 110
variables Xy = T
70
r g X3 Y
min 60y, + 10y, 3
sa: 3y + », —e =2 . h =0
) y - ¥, — e, =1 restricciones B =0
Wt 2)/2 -4 =1
L y1)y2781962)e320
| _UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 161
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, + x, + X,
sa:3x, +x, + x, + =60
4 b A PP PD
X — X, +2x, + h, =10
§ Xi5 X5, X5, 1y, 20 x, =0 e =1
, 110
variables Xy = T e, =0
70
. X, =— e, =0
min 60y, + 10y, 3
sa: 3y + —e =2
4 Y4 L h =0 y, =1
% Y= — e, =1 restricciones " ;
»nt 2y —e =1 . %
I VisVyr€,6,,8, 20
b -I'u 'ﬂ!;::?'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 162
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:
(max 2x, +x, + X,
a:3x +x, + + =60
) s.a:3x + x, x, + h = 55
X — X, +2x, + h, =10
L x19x29x37h19h220 x1=0 X €1:1
110 B
variables 12 — 3 " €=
70
x3 =— X e3 =
(min 60y, + 10y, 3
sa: 3y + —e =2
4 % 1 o h=0 x y =1
3 VW - Y — e, =1  restricciones
h,=0 x y,=0
yl + 2)/2 — e3 :1
y19y2781982)e3 ZO

.

| UNIVERSITAS
i | Miguel
Hernidandez
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:

L . : 110 70
Dado el siguiente problema con solucién 6ptima x*' = (O,—,?

33

max 2x, + x, + X,

IA

60
x — x, + 2x; < 10

sa: 3x, + x, + X,

X, Xy,X, 20

Calcula la solucion 6ptima del problema dual (incluidas las holguras y/o variables
de exceso) aplicando el Teorema de las holguras complementarias.

)| '-:r';_wmf”ﬁs Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 164
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(max 2x, + x, + X, x*=0
sa:3x, +x,+ x, +h =60 x,*=1%
X, — X, + 2x, + h, =10 X% =79
| X,y Xy, Xy, 0y 20 h*=0
h*=0

| UNIVERSITAS
| Miguel
Hernidandez
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(max 2x, + x, + X,
sa:3x, +x, + x; +h =60
X — X, +2x, + h, =10

X,y Xy, Xy, 0y 20

(min 60y, + 10y,

sa: 3y, + vy, —e =2
3 N = W ) =1
v+ 2y, —e, =1

VisVy,€,6,,8, 20

|  UNIVERSITAS
<Nl M'fgi‘u’f
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche

x*=0
x,*=1%
X, *=7%
h*=0
h,*=0
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(max 2x, + x, + X, X*=0 | ¥ = 0
sa:3x, +x, + x; +h =60 @ =%l )%= 0
X — X, +2x, + h, =10 ) =Y | el *= 0
| X,y Xy, Xy, 0y 20 h*=0 k= 0
=0 | y*= | 0

(min 60y, + 10y,

sa: 3y, + vy, —e =2
3 N = W ) =1
v+ 2y, —e, =1

VisVy,€,6,,8, 20

_ I UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
NN Miguel i 3 . ’ 167
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(max 2x, + x, + X, x*=0 | g*= s
4S.a:3x1+x2+ X, + A, =60 @ x2*:“% 0
X, — X, + 2x, +h, =10 ey . =7%|Cel*=0| 0
| X,y Xy, Xy, 0y 20 h*=0 Py = 0
h*=0 | »,*= 0

(min 60y, + 10y,

sa: 3y, + vy, —e =2
3 N = W — € =1
»n+ 2y, —e =1

VisVy,€,6,,8, 20

b | _ UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

T 5 1
¥y NH }:{ffr::atridez Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
e * ==
max 2x, + x, + X, %" =0 0
D
sa:3x, +x, + x; +h =60 @ X, =191 e, *=0 0
X, =X, + 2 + 7, =10 m—)y x*=7% | ’*=0| 0
| X,y Xy, Xy, 0y 20 h*=0 0
fy* =0 0
(min 60y, + 10y,
sa: 3y, + vy, —e =2
X N — e, =1
»n+ 2y, —e =1
] VisVy,€,6,,8, 20
b -I'u 'ﬂ!;::?'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 169
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(max 2x, + x, + X, XE=0 | =2 0
4S.a:3x1+x2+ X, + hy =60 @ x2*=“% 0
X, — X, + 2x, +h, =10 ey  x*="% ((e*=0 0
| X,y Xy, Xy, 0y 20 h*=0 3;1*:-? 0
h*=0 | y,*=? 0

(min 60y, + 10y,

sa: 3y + v, —e
. M= N 7{2' 0
y o+ 2y, % b

VisVy,€,6,,8, 20

Il
—_ = DN

"

| UNIVERSITAS
i | Miguel
Hernidandez

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:

S.a.

(max 2x, + x, + X,
sa:3x, +x, + x; +h

X, — X, + 2x,

X,y Xy, Xy, 0y 20

(min 60y, + 10y,
v+ ¥, g

Vi~ Va
n+ 2y,

VisVy,€,6,,8, 20

| UNIVERSITAS

Il J'r'ﬁgi‘u’f
Herndndez

- 3

+ 1, =10 s—

x*=0 elD*z? 0
0
x, =79 ef*:O 0
=0 | pr=2| 0
yl*_)’z>x< =1 y*=1
%
W2y, * = »,*=0
D*_3Y1 *+y,*—2 > 81
171
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:

L * — 8
max 2x, + X, + X, x*=0 | eg*=2| 0
NN t2G 4 =10 e—y  x =7 (e =0 0
X,y Xy, Xy, 0y 20 h =0 o .
y¥=1Ly,*=0 2 Vs
elD*—l eD*:ef*:() l
mln 6Oyl+10y2 yl*_yZ* :1 _)yl*zl
oI 3yl+ Vo — € 0 =2 y*+2y2 - yg*:O
4 yl o yz 7{2 0 :1 1
nt 2y, €, =1 e
y19y27819829e3 ZO _3y1 +y2 _2_)81
_-'-’.__IH lﬂ;;::fsms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica T

Hernindez Universidad Miguel Hernandez de Elche




Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:

Dado el siguiente problema con solucién 6ptima y*" = (1,0)

(min 60y, + 10y,
sa: 3y, + y, =22
; y— »n=z1
v+ 2y, 21

Vi, 20

~

Calcula la solucion 6ptima del problema dual (incluidas las holguras y/o variables
de exceso) aplicando el Teorema de las holguras complementarias.

b | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

I Migue 1 : . 2
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y,
sa: 3y, + y, =22
) n— »n=21
y+ 2y, 21
I VY, 20
y* =(1,0)
b/ IH ﬂ;;::?'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica &7
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y, (min 60y, + 10y,
sa: 3y + y,>2 sa: 3y, + y, —¢ =2
) - »n=21 ) Y= I — e, =1
n+ 2y, 21 n+ 2y, —e, =1
q yl9y2 20 q y1ay2931,ez,€3 ZO
y* =(1,0)
| UNIVERSITAS

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica

Universidad Miguel Hernandez de Elche L2
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 107, (min 60y, + 10y,
sa: 3y + y,>2 sa: 3y, + y, —¢ =2
; S = n-oroo e =1
y+ 2y, 21 Wt 2y, —e =1
i V>, 20 \ V1> Y,,€,6,6 20
xI (1 O) - yl* — 1
Y ’ =0
elD *—
e)*=0
ey *=0
l" | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica e

.y 1 Miguel

Herndndez Universidad Miguel Hernandez de Elche




Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y,
sa: 3y, + vy, —e =2
X - — e, =1
v+ 2y, —e, =1

VisVy,€,6,,8, 20

(max 2x, + x, + X,
4S.az:3xl+xz+ x, + h =60
X — X, +2x, + h, =10
| X,y Xy, Xy, 0y 20
| _UNIVERSITAS

<Nl M'fgi‘u’f
Herndndez

»*r=1
»,*=0
e *=1
e)*=0
e *=0
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y,
sa: 3y, + vy, —e =2
1 V- » - e, =1
v+ 2y, —e, =1

VisVy,€,6,,8, 20

max 2x, + x, + X,

<S.az:3xl+xz+ x, + h =60
X — X, +2x, + h, =10
| X,y Xy, Xy, 0y 20
| _UNIVERSITAS

| Miguel
Herndndez

Jr —

=L = 0
¥,*=0| h*= 0
e *=1| x*= 0
ef*zo x,* = 0
e’*=0 X, %= 0

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche

178



Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y, N N
| =1 {{~h*=014 0
sa: 3y, + y, —e¢ =2 k_0| pte
< yo— _ e —1 Vo = 2 0
1 , 2 2 B elD* _1 xl* — 0 0
yl + y2 - e3 T D * O
>0 e, *=0| %"=
L V15V2:€,6,,65 = * —
e3D* =0 &% = 0
(max 2x, + x, + X,
sa:3x, +x, + x; +h =60
3
X — X, +2x, + h, =10
| X,y Xy, Xy, 0y 20
| _UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y,
sa: 3y, + vy, —e =2
1 V- » - e, =1
v+ 2y, —e, =1

VisVy,€,6,,8, 20

(max 2x, + x, + X,
<S.az:3xl+xz+ x, + h =60
X — X, +2x, + h, =10
| X,y Xy, Xy, 0y 20
| _UNIVERSITAS

| Miguel
Herndndez

Jr —

nw¥*=1| h*=0 1|0
»,*=0| h*=2 10
e’*=1| x*=0 |0
ef*=0 n*=210
e *=0 5¥=210

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
(min 60y, + 10y,
sa: 3y, + vy, —e =2
1 V- » - e, =1
v+ 2y, —e, =1

VisVy,€,6,,8, 20

(max 2x, + x, + X,

sa:3x, +x, + x; +h =60
X — X, +2x, + h, =10
X,y Xy, Xy, 0y 20

| UNIVERSITAS
Il J'r'ﬁgi‘u’f
Hernidandez

»w*=1| h*=0 10
»,*=0| h*=2 10
e’*=1| x*=0 |0
ef*=0 x,%=1? 0
eLx=0| HT=210

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche

/ﬁLx2+ x3+}11/' =60
/—x2 + 2x,

, =10
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO:
min 6Oyl T 10y2 *—1 h*=0
sa: 3y, + ¥y, —¢ _9 yl*— 1*_ 0
4 N — —e —1 y,*=0| h*=7? 0
1 2 ) =
yt+ 2y, —e, =1 e’*=1| x*=0 |0
Dy * O
yl’yZ’eDez:e_o, Z0 82 *—O x2 ?
\ e *=0 x*=210

max 2x, + x, + X,

0 0
4S.az:3xl+xz+ X, + by =60 %d—x2+ X, +}11/ =60
X, — X, + 2x, +h, =10 /{—x2+2x3 + h, =10

X,y Xy, Xy, 0y 20

.

[2 ecuaciones y 3 incognitas — Infinitas soluciones}

|  UNIVERSITAS
<Nl M'fgi‘u’f
Hernidandez
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Dualidad en programacion lineal

EJERCICIO: Solucio'n
(min 60y, + 10y, degenerada
yl*zl hl*: O O
sa: 3y, + vy, — e ) \'
4 _1 yz*zo h2*: ? O
Vi V2 e, = il 2 o 1o
o+ 2y, —e, =1 1 1
eD*:O XZ*Z O
. y19y27€1762983 ZO 2
Lr=0| =710
—/

max 2x, + x, + X,

0 0
sa:3x, +x, + x, +h =60 %d—x2+ X, +}11/ =60

X
X, — X, + 2x, +h, =10 /{—x2+2x3 + h, =10
| X,y Xy, Xy, 0y 20
[2 ecuaciones y 3 incognitas — Infinitas soluciones}
. }]h 1*;;:::?”“5 Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 183
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Dualidad en programacion lineal

SIGNIFICADO DE LAS VARIABLES DUALES

Cuando la solucion Optima de un problema es no degenerada, el valor de la variable
dual Optima y;* coincide con la variacion experimentada por el valor del problema
cuando el coeficiente b, se incrementa en una unidad.

Xz *=(x,x,,h)=(,3,4)>(0,0,0)
z¥=18

Enel dual: y,*=1.8

max 3x, + 5x, A
sa: —3x, + 2x, < 3
—2x, + x, £ 5 >
6x, + x, <9
xX,%X, 20 )
max 3x, + 5x, A
sa: =3x, + 2x, <(4
—2x, + x, < 5 >
6x, + x, <9
x,%, 20 )

b UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
7 Universidad Miguel Hernandez de Elche

| Miguel
g Herndndez

z*=19.8 l

Variacion de z*¥=19.8-18=1.8 =y, *
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Dualidad en programacion lineal

SIGNIFICADO DE LAS VARIABLES DUALES

En general, y dentro de ciertos limites de variacion para b, , podemos afirmar que
cuando la solucion Optima de un problema es no degenerada, la variacion
experimentada por el valor del problema cuando el coeficiente b, se incrementa en

la cantidad Ab; es y;* X Ab.,.

max 3x, + 5x,

sa: —3x, + 2x, <10
=2x, + x, £ 5
6x, + x, < 9
X,%, 20

max 3x;, + 5x,

sa: =3x, + 2x, <10.5
—2x, + x, £ 5
6x, + x, < 9

x,%, 20

UNIVERSITAS
| Miguel
g Hernindez

z*=30.6 Variacion de z*=30.6—-18=12.6

z*¥=18+1.8(10-3)=18+1.8x7 =
184+12.6 =30.6

z¥=13.5 Variacion de z*=13.5-18=-4.5

z*=18+1.8(0.5-3)=18+1.8x(-2.5) =
18—-4.5=13.5




Dualidad en programacion lineal

INTERPRETACION DE LAS VARIABLES DUALES

Dada la informacion que proporcionan las variables duales Optimas acerca de la
variacion experimentada en el valor 6ptimo de un problema cuando variamos el
término independiente de la restriccion asociada, dichas variables suelen recibir el
nombre de precios sombra o precios duales o costes de oportunidad.

Las variables duales nos permiten determinar bien el precio que estamos
dispuestos a pagar por aumentar ¢l conjunto factible variando en una unidad el
correspondiente término independiente, o bien el precio que estamos dispuestos
a recibir por disminuir el conjunto factible variando en una unidad el
correspondiente término independiente.

UNIVERSITAS
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Dualidad en programacion lineal

En ausencia de degeneracion se verifica lo siguiente:
* Restriccion tipo (<): Si aumentamos de b; a b;+1, el conjunto factible es mayor
o igual que antes — El valor de la f.0. mejorard o permanecera igual.

El precio (dual) P; que estamos dispuestos a pagar por dicha mejora es mayor o
igual que cero. Por tanto:

{Problema de maximizacion: P, := y,*

Problema de minimizacion: P, := —y*

* Restriccion tipo (): Si aumentamos de b; a b+1, el conjunto factible es menor
o igual que antes — El valor de la f.0. empeorara o permanecera igual.

El precio (dual) P; que estamos dispuestos a pagar por empeorar €s menor o
igual que cero. Por tanto:

Problema de maximizacion: P; := y,*
Problema de minimizacion: P, := —y, *
UNIVERSITAS

| Miguel
g Hernindez




Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO: La produccion de PET (cont.)

/Cuanto aumentaria el beneficio de la pequefia empresa petroquimica si se
incrementaran sus recursos de PTA y EtG en una unidad, respectivamente?

PTA: Max 60x, +50x,

z*=16149068.32
sa: 0.966x +0912x, <(26000 Ly 2 %-16149130.43
E= :

0.365x, +0.344x, <150000
z, *—z*=62.11

X, %X, 20

EtG: Max 60x, +50x,
z*=16149068.32
sa: 0.966x +0912x, <260000

S 2 *=16149068.32
0.365x, +0.344x, e
z, ¥—z*=

X, %, 20

Le interesaria comprar 1 Tm adicional de PTA si su coste fuera no superior a
62.11 €, mientras que no le interesaria comprar mas EtG.

UNIVERSITAS
W | Miguel
N Herndndez




Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO: La produccion de PET (cont.)

. Qué precio de compra de PTA y EtG debe ofrecer la compaifiia grande a la
pequeiia de manera que no solo esa compra le salga lo mas barata posible, sino
que a la pequeiia le interese vender?

Min 260000y, +150000y,
sa: 0966y +0.365y, > 60
0912y,+0.344y, > 50

V¥, 20

»*¥=62.111801
- »*=0
z*=16149068.32

Debe ofrecer un precio de 62.11 € por cada Tm de PTA y 0 € por cada Tm de
EtG.

Se cumple que el precio_al que venderian un recurso (significado de la
variable correspondiente en el problema dual) coincide con el precio de
compra de dicho recurso (lo analizado en la transparencia anterior e
interpretacion habitual de variable dual como coste de oportunidad).

UNIVERSITAS
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

Una empresa manufactura dos productos Ay B en dos factorias F1 y F2. El coste
de fabricacion, asi como el tiempo necesario para obtener un kilogramo de cada
producto aparecen en la siguiente tabla (coste en euros, tiempo en horas):

F1 F2
A B A B
Coste unitario 4.1 4 45 | 5.2
Tiempo de produccion 0.24 | 0.3 | 0.25

A cambio de cierto canon, la empresa debe proporcionar a cierto cliente
semanalmente al menos 1500 kg de A y 2000 kg de B. Para ello, dispone de 450
horas de trabajo semanales en F1 y de 500 horas en F2. ;Cual es la planificacion

de la produccion que minimiza el coste de produccion ?

UNIVERSITAS
| Miguel
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

S1 definimos las variables:

x4 = Kg fabricados en F1 de A
x5 = Kg fabricados en F1 de B

min
s.a

|  UNIVERSITAS
| Miguel
: Herndndez

4.1x, ,+4x,, +4.5x,, +5.2x,,
x ,+x,, 21500

X5+ X, 22000
0.2x,,+0.24x,, <450
0.3x,,+0.25x,, <500

X145 X155%5 45X, 20

x,, = Kg fabricados en F2 de A
x,5 = Kg fabricados en F2 de B

x ,*=0

x5 =1875
x, ,*=1500
X, =125
z*=14900

e*=0
e,*=0
h*=0
h,*=18.75

191




Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

» [Mereceria la pena aumentar las horas de trabajo en alguna factoria?

* El cliente necesita semanalmente 10 Kg adicionales de B. ;Qué acuerdo
deberia proponer a la empresa para que esta aceptara fabricarlos?

UNIVERSITAS
W | Miguel
N Herndndez




Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

min  4.1x,, +4x,, +4.5x, , +5.2x,, X *=0 e*=0
sa: x,+x,,21500 (T ¥ 21873 e *—0
X,z + X, 22000 xlB*:ISOO hz*:()
0.2x,,+0.24x,, <450 24 3
0.3x,, +0.25x,, <500 (Fap™ =125 ,[h4*=18-75]
X, 45 X155%X 45 X5 20 z*=14900

—

n° restricciones = 4 . .
y Solucion no | Pueden interpretarse
Be ariables positivas =4 degenerada las variables duales

| UNIVERSITAS
| Miguel 193
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

 [Mereceria la pena aumentar las horas de trabajo en alguna factoria?

min  4.1x,, +4x,,+4.5x,,+5.2x,,
sa: x,+x,,21500

Xz +Xx,, 22000
F1 = 0.2x,,+0.24x,, <450

F2 = 0.3x,, +0.25x,, <500

Xy 4o Xigs Xy 45 X5 20

y,*=4.5
y,*=5.2
y3*=-57
Y,*=0 =

F1 aumenta 1 hora — z*=14900+ (—5)x1=14895

F2 aumenta 1 hora — z*=14900+0x1=14900 «—

Solo tendria sentido aumentarlas en la Factoria 1

|  UNIVERSITAS
| Miguel
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Dualidad en programacion lineal

EJEMPLO:

* El cliente necesita semanalmente 10 Kg adicionales de B. ;Qué acuerdo
deberia proponer a la empresa para que esta aceptara fabricarlos?

min  4.1x,, +4x,,+4.5x,,+5.2x,,

sa: x ,+x,,21500 n*=4.5

B — X,z +x,; 22000 Y, *=5.27
0.2x,,+0.24x,, <450 y¥==5
0.3x,,+0.25x,, <500

X145 X155 X545 X5 20

1,¥=0

Ab, =10 = z*=14900+5.2x10 =14952

Pagarle al menos 52 euros adicionales

UNIVERSITAS
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Dualidad en programacion lineal

RANGO DE VALIDEZ DE LA INTERPRETACION DE LAS VARIABLES

DUALES
max 3x, + S5x )
s.a: _3x1 4+ 2X2 < 3 xB*:(xlaxzahz):(19394)>(09090)
a: 1 , <
2x, + x, <5 » =18
6x, + x, <9 o
x,x, >0 ) »*=13
max 3x;, + 5x, ) .
sa: -3x, + 2x, < (30 z*=31.5 AZ" = yPX Ab;
2x + x, < 5 p es valldo solo para clerto
6x, + x, < 9 rango de variacion de b;
X,%X, 20 )

|  UNIVERSITAS
JNIM iguel
Hernidandez

Variacion de z*=31.5-18=13.5#(30-3)1.8 =48.6
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Analisis de sensibilidad

Con frecuencia, en la vida real, los modelos matematicos contienen datos o
informaciones que pueden variar, € incluso pueden tener coeficientes que no se
conozcan con exactitud. Analizar como varia una solucidn 6ptima con las posibles
variaciones en los datos es muy importante, puesto que nos ofrece informacion
acerca de la estabilidad de la solucion. Este tipo de analisis recibe el nombre de
analisis de sensibilidad. Algunas de las cuestiones que se pueden plantear son:

 ,COomo varia la solucion Optima del problema si cambian los coeficientes de la
funcion objetivo?

e ,Como varia la solucion optima del problema si cambian los valores de los
términos independientes de las restricciones?

e ;.Como varia la solucidon Optima de un problema si se anaden nuevas
restricciones al problema?

 ;,Como varia la solucidn 6ptima si se afiade una nueva variable?

 /Como varia la solucion Optima si cambia la tecnologia, es decir, alguno de los
coeficientes de las restricciones?

UNIVERSITAS
| Miguel
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Analisis de sensibilidad

ANALISIS DE SENSIBILIDAD

FUNCION OBJETIVO

max g =3x, +2x,

OPTIMO

|  UNIVERSITAS
JNIM iguel
Hernidandez

max 3)61 + 2x2
suj.a :

— <
X, 2x2—3

Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
Universidad Miguel Hernandez de Elche

DE LOS COEFICIENTES DE LA
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Analisis de sensibilidad

Analisis de sensibilidad de c,

¢ Cuanto puede variar ¢, para
que la solucion x;* =4, x,* = 0.5

max z = 3x, +2x, siga siendo 6ptima?

2=cX, +2x,

OPTIMO | x;*=4,x,*=0.5

|  UNIVERSITAS
| Miguel
g Hernindez
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Analisis de sensibilidad

ANALISIS DE SENSIBILIDAD DE LOS TERMINOS
INDEPENDIENTES

max g =3x, +2x,

OPTIMO

x*=4,x,*=0.5

x, —2x,=3(R2)

| UNIVERSITAS
i | Miguel
Hernidandez
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Analisis de sensibilidad

Analisis de sensibilidad de b,

¢, Cuanto puede variar b, para
qgue la solucion éptima siga
siendo R2 N R37?

max g =3x, +2x,

OPTIMO

x*=4,x*=05

x, —2x,=3(R2)

|  UNIVERSITAS
<Nl M'fgi‘u’f
Hernidandez
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Analisis de sensibilidad

Cualquier programa informatico de PL incluye la respuesta a estas dos

preguntas.
EJEMPLO:
max 3x t 2x
1 2
S.a
x —2x =3
1 2
x 20,x 20
1 2
| UNIVERSITAS
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Analisis de sensibilidad

Celda objetivo (Maximo)

Celda Nombre Valor original Valor final > | 2% =13
$D$3 f.o. 0 13
Celdas ca
Celda Nombre | Valor original Valor final Entero Y.k =4
$B$2 | x1 0 4 |Continuar — xl* ~05
. 2 i .
$CP2 | x2 0 0,5 JContinuar
Restricciones Holgura/exceso
Celda Nombre Valordelacelda Foérmula Estado
$D$5 R1) -7,5 $D$5<=%F$5 No vinculante 9,5
$D$6 R2) 3 $D$6<=$F$6 Vinculante 0
$D$7 R3) 5 $D$7<=%F$7 Vinculante .0
h*=9.5
h*=h,*=0
| _ UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informética
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Analisis de sensibilidad

Microsoft Excel 14.0 Informe de confidencialidad
Hoja de calculo: [Ejemplo.xIs]Hoja1
Informe creado: 30/04/2013 16:48:04

Celdas cambiantes

Final Reducido Objetivo Permisible Permisible

Celda Nombre Valor Coste Coeficiente Aumentar Reducir
$B%2 x1 4 0 3 1E+30 2
$C%2 x2 0,5 0 2 4 8

Analisis de sensibilidad para c;:

Siempre que c¢; aumente cualquier cantidad o disminuya como maximo 2
unidades:

 La solucion optima seguira siendo x,* =4, x,* = 0.5.

* El valor del problema serd z* =3+ Ac;)x4+2x0.5=13+Ac, x4

_ | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Analisis de sensibilidad

Microsoft Excel 14.0 Informe de confidencialidad
Hoja de calculo: [Ejemplo.xIs]Hoja1
Informe creado: 30/04/2013 16:48:04

Celdas cambiantes

Final Reducido Objetivo Permisible Permisible

Celda Nombre Valor Coste Coeficiente Aumentar Reducir
$B%2 x1 4 0 3 1E+30 2
$C%2 x2 0,5 0 2 4 8

Analisis de sensibilidad para c,:

Siempre que ¢, aumente como maximo 4 unidades o disminuya como
maximo 8 unidades:

 La solucion optima seguira siendo x,* =4, x,* = 0.5.

* El valor del problema sera z*=3x4+(2+Ac,)x0.5=13+ Ac, x0.5

la- | UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 205
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Analisis de sensibilidad

111 Variable dual!!!

Restricciones
FinaI Restriccidn Permisible Permisible
Celda Nombre Valor > Lado derecho Aumentar Reducir
$D%$5 R1) -7,5 2 1E+30 9,5
$D%6 R2) 3 1 3 2 7,6
$D%$7 RB3) 5 . 2 ) 5 1E+30 2

* Variables duales: y,*=0, y,*=1, y;*=2.

@ universiTas
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Analisis de sensibilidad

111 Variable dual!!!

Restricciones
Final w Restriccion Permisible Permisible
Celda Nombre VanrLado derecho Aumentar Reducir
$D%5 RH1) -7,5 2 1E+30 9,5
$D%6 R?2) 3 1 3 2 7,6
$D%$7 RB3) 5 . 2 ) 5 1E+30 2

* Variables duales: y,*=0, y,*=1, y;*=2.

Interpretacion en términos de precios sombra
solo s/ la solucion x* es no degenerada

b | UNIVERSITAS
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Analisis de sensibilidad

Celda objetivo (Maximo)

Celda Nombre Valor original  Valor final

$D$3 f.o. 0 13 1 1
Celdas cambiantes
Celda Nombre Valor original  Valor final Entero
$B$2 x1 0 4 Continuar - x,*=4
$CP2 x2 0 0,5 Continuar xz* =0.5
Restricciones Holgura/exceso
Celda Nombre Valorde lacelda Foérmula Estado
$D%$5 R1) -7,5 $D$5<=%$F$5 No vinculante 9,5 h* =98
$D$6 R2) 3 $D$6<=$F%$6 Vinculante 0 =—> hz* =0
$D$7 R3) 5 $D$7<=$F$7 Vinculante 0 hy* =0
] I-.- UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Analisis de sensibilidad

n° restricciones = 3
| «— | Base = {x,, x,, I}

Solucion no
degenerada

n° variables positivas = 3 f T
x*=4
x,*=0.5

Pueden interpretarse
/as variables duales
hl* =95
hz* =(
h3* =(
b -I'u 'ﬂ!;::?'ms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 209
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Analisis de sensibilidad

i 111 Variable dual!!!
Restricciones

Final w Restriccion Permisible Permisible
Celda Nombre Valor > Lado derecho Aumentar Reducir

$D$5 R1) 7,5 2 1E+30 9,5
$D$6 R2) 3 1 3 2 7.6
$D$7 R3) 5 | 2 5 1E+30 2

Si el problema fuera de
minimizacion P;=-y*

* Variables duales: y,*=0, yp,*=1, y;*=2

 Precios duales o precios sombra:
Como el problema es de maximizacion: P, =y,* =0
Py=y,*=1 Al

Py=y*=2

| _ UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Analisis de sensibilidad

i 111 Variable dual!!!
Restricciones

FinaI Restriccion Permisible Permisible
Celda Nombre Valor @ Lado derecho Aumentar Reducir
$D%5 R1) -7,5 2 1E+30 9,5
$D%6 R2) 3 1 3 2 7,6
$D$7 RB3) 5 \ 2 ) 5 1E+30 2

* Variables duales: y,*=0, y,*=1, y,*=2.

* Precios duales o precios sombra: Como el problema es de maximizacion:

Pi=y*=0, P,=y*=1, Py=y*=2

* No pagariamos nada por aumentar el término b,
» Estariamos dispuestos a pagar 1 u.m. por aumentar 1 unidad el término b,
* Estariamos dispuestos a pagar 2 u.m. por aumentar 1 unidad el término b,

I UNIVERSITAS Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica
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Analisis de sensibilidad

. Cual es la importancia del analisis de sensibilidad del coeficiente b,?

En ausencia de degeneracion, permite determinar el rango de variacion del
término b, para el que la variacion del valor 6ptimo del problema viene dado por
la expresion:

Az¥=y*X Ab,.

Podemos obtener el rango de validez para los precios sombra
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Analisis de sensibilidad

111 Variable dual!!!

Restricciones
FinaI Restriccion Permisible Permisible
Celda Nombre Valor > Lado derecho Aumentar Reducir
$D%5 R1) -7,5 2 1E+30 9,5
$D%6 R2) 3 1 3 2 7,6
$D$7 RB3) 5 \ 2 ) 5 1E+30 2

Analisis de sensibilidad para b,:

Siempre que b, aumente cualquier cantidad o disminuya como maximo 9.5
unidades:

* Las variables basicas seguiran siendo {x;*, x,*, h;*}. Por lo tanto:

(PP) (h*=h*=0 J e [(n*=0)y*=1,y;*=2(PD)

* El valor del problema serd z*=13+Ab, x y,*=13+Ab, x0=13
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Analisis de sensibilidad

111 Variable dual!!!

Restricciones
FinaI Restriccion Permisible Permisible
Celda Nombre Valor > Lado derecho Aumentar Reducir
$D%5 R1) -7,5 2 1E+30 9,5
$D%6 R2) 3 1 3 2 7,6
$D$7 RB3) 5 \ 2 ) 5 1E+30 2

Analisis de sensibilidad para b,:

Siempre que b, aumente como maximo 2 unidades o disminuya como maximo
7.6 unidades:

* Las variables basicas seguiran siendo {x;*, x,*, h;*}. Por lo tanto:

(PP) (h*=h*=0J e [ y*=0{3,*=1]y*=2(PD)

* El valor del problema serd z*=13+Ab, x y,* =13+ Ab, x1
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Analisis de sensibilidad

111 Variable dual!!!

Restricciones
FinaI Restriccion Permisible Permisible
Celda Nombre Valor > Lado derecho Aumentar Reducir
$D%5 R1) -7,5 2 1E+30 9,5
$D%6 R2) 3 1 3 2 7,6
$D$7 RB3) 5 \ 2 ) 5 1E+30 2

Analisis de sensibilidad para b;:

Siempre que b; aumente cualquier cantidad o disminuya como maximo 2
unidades:

* Las variables basicas seguiran siendo {x;*, x,*, h;*}. Por lo tanto:

(PP) (h*=h*=0J e [ y*=0, y,*=1[y;*=2PD)
« El valor del problema sera

2% =13+ Ab, x y,* =13+ Ab, x 2
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Analisis de sensibilidad

EJEMPLO:
max 3x, + 5x, A X *=(x,x,,h)=(1,3,4)>(0,0,0)
sa: —3x, + 2x, < 3 w
Ox o+ ox o< 5 v 218
ox, + x, <9 Analisis de sensibilidad para b,: Ab,e[-7.5, 7.5]
X,%X, 20 ) l y¥=18

Siempre que b, aumente o disminuya a lo sumo 7.5 unidades, se verifica:
z¥= 18+ Ab,x1.8

max 3x, + 5 )
A %2 z%=31.5
sa: —3x, + 2x, <130
- < . .y
éxl o4 s S ” Variacion de z* =
x, + x, <
: 2 31.5-18=13.5#(30-3)1.8=48.6
x,%, 20 y
---".-:._ ﬂ::::flms Departamento Estadistica, Matematicas e Informatica 516
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Analisis de sensibilidad

S1 se afiade una nueva restriccion al problema, ;como varia la solucion 6ptima?

Para comprobar si la solucidn 6ptima varia o no, lo que se hace es comprobar si la
solucion actual satisface la nueva restriccion. Si la cumple, la solucion no varia. Si
no la cumple, la solucion variara y sera necesario calcular la nueva solucion con la

nueva restriccion.
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Analisis de sensibilidad

EJEMPLO:
max 3x1 + 2x2
. z¥=13
suj.a
x ~2x,53 X ¥ =4
x,*=0.5

S1 se anade la restriccion 2x,; —3x, <4 al problema, ;como varia la solucion 6ptima?

2x4-3x05=6.5>4 — x* no satisface la resticcion

|

No sabemos cual seria la nueva solucion optima
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Analisis de sensibilidad

EJEMPLO:
max 3x1 + 2x2
. z¥=13
suj.a
x ~2x,53 X ¥ =4
x,*=0.5

S1 se anade la restriccion 2x,; —3x, <8 al problema, ;como varia la solucion 6ptima?

2x4-3x0.5=6.5<8 — x¥* sisatisface la resticcion

|

x*=(4, 0.5) seguiria siendo la solucion optima

|  UNIVERSITAS
W | Miguel
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El caso de la planta termoeléctrica: Analisis de sensibilidad

Max 24 x,+ 20 x,
s.a: 0.5 x,+x, <12 (humo)

x; +x, <20 (carga)
1.5 x, + x, < 24 (pulverizador)
1200 x,— 800 x, = 0 (azufre)

X;,%,20

Determina, si1 es posible, cual
seria la produccion maxima de
electricidad de la planta y con
cuanto carbon de cada clase se
obtendria en las siguientes
situaciones:

* El limite de emision de particulas pudiera aumentarse hasta 13.5 Kg/h. ;Y si

el limite se redujera 2 Kg/h?

* Si cierta mejora del proceso permitiera incrementar el vapor producido por

A hasta 26000 (Ib/ton). Lo mismo si, por ciertos problemas, el de B se

redujera hasta 15000 (Ib/ton).

UNIVERSITAS
| Miguel
g Hernindez




El caso de la planta termoeléctrica: Analisis de sensibilidad

Si cada 10001Ib de vapor producido genera un beneficio de 100 u.m:

* Cuanto estaria dispuesto a pagar el gerente de la planta termoeléctrica por
incrementar la capacidad de la carga en 0.5 ton/h?

* Si en el mercado de emisiones le vendieran 1 Kg de particulas a 500 u.m.,
,le interesaria comprar algo? En caso afirmativo, determina cudntos Kg de
emision de particulas compraria y cudl seria el resultado economico de
dicha operacion.
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El caso de la planta termoeléctrica: Analisis de sensibilidad

Celda objetivo (Maximo)
Celda Nombre Valor original Valor final
$D$3 0 408

Celdas cambiantes

Celda Nombre Valor original Valor final Entero
$B%2 x1 0 12 Continuar
$C$2 x2 0 6 Continuar

Restricciones
Celda Nombre Valor de la celda Férmula Estado Demora
$D$5 Humo) 12 $D$5<=$F$5 Vinculante 0
$D%6 Carga) 18 $D$6<=$F$6 No vinculante 2
$D$7 Pulver.) 24 $D$7<=%$F$7 Vinculante 0
$D$8 Azufre) 9600 $D$8>=$F$8 No Vinculante 9600
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El caso de la planta termoeléctrica: Analisis de sensibilidad

Celdas cambiantes

Final Reducido Objetivo Permisible Permisible
Celda Nombre Valor Coste Coeficiente Aumentar Reducir
$B%2 x1 12 0 24 6 14
$C$2 x2 6 0 20 28 4

Restricciones

Final Sombra Restriccion Permisible Permisible
Celda Nombre Valor Precio Lado derecho Aumentar Reducir
$D%$5 Humo) 12 6 12 4 4
$D$6 Carga) 18 0 20 1E+30 2
$D$7 Pulver.) 24 14 24 4 6
$D$8 Azufre) 9600 0 0 9600 1E+30
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