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Definicién y propiedades. 1

Definicion: Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un
cuerpo K.  Una aplicacion f: (V,+, k) — (W,+,-x) sedice
que es una aplicacion lineal de V en W, o bien un homomorfismo
de espacios vectoriales sobre IK, si:

Q@ flu+v) =fw)+f)

paratodo u,veV.

Q Jflauw) = af(w)

paratodo acIK, uecV.

Ejemplos:

@ Lahomoteciaderazéna: f,:V-—V con «cK* fijo

fa(v)

v Vv e V.
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Definicién y propiedades. 2
@ Laldentidadde V en V: d:V—YV

dv) = v Yvev.

@ Lainclusionde S en V,siendo S un subespacio vectorial de V:

i:S—V
i(v) = v Vv e S.
@ El homomorfismo nulo: co:V—W
co(v) = Ow Y ev.
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Definicion y propiedades. 3

Definiciones: Si f esuna aplicacion linealde V en V
diremos que f esun endomorfismo.

Si una aplicacion lineal f:V—Ww es biyectiva
diremos que es un isomorfismo de V en W.

Ejemplos:
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Definicion y propiedades. 4

Propiedades: Sea f:V — W unaaplicacion lineal entre
espacios vectoriales sobre IK.  Se verifica que:

Q@ f(Oy) = O0w

Q@ f(—v) = —f paratodo veV

Observacion: Las propiedades anteriores son condiciones
necesarias para que una aplicacion sea lineal, es decir, si alguna
propiedad NO se cumple entonces la aplicacion NO es lineal.

Ejemplos:
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Definicién y propiedades. 5

Proposicion: Sea f:V — W una aplicacion lineal y
B = [uj,u,...,u,| unabasede V.

Si veV y v xiuy +xous + ... +x,u, entonces

f(v) - xlf(“l) + Xzf(l/lz) + ..o+ xnf(“n)

Observacion: Para conocer la imagen mediante una aplicacion

lineal f:V — W basta con conocer las imagenes de los vectores
de una base de V.

Ejemplos:
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Definicién y propiedades. 6

La observacion anterior da lugar a dos resultados importantes:

@ Toda aplicacion lineal puede representarse mediante una
expresion matricial.

@ Se pueden construir aplicaciones lineales que verifiquen
condiciones dadas.

Nota: Side la expresion matricial se recupera la expresion
explicita, entonces la aplicacion es LINEAL.
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Expresion matricial. 1

Proposicion: Sea f:V — W una aplicacién lineal y
B = [uj,u,...;uy| 'y B = [wiwsy...,w,| basesdeV y W
respectivamente.

Si las coordenadas de v € V y f(v) € W respecto de las bases son:

vV = (X17x27"‘:xl1)3 y f(V) - (ylayzw"aym)B’

y se tiene que:

f(ul) = (allaaZIa-naaml)B’
f(uz) = (al2a0227.~7amz)3/
f(un) — (all’[7a2ﬂ7"'7alﬂﬂ>3/
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Expresion matricial. 2

entonces
Y1 ap a2
Y2 ay az»
Ym B am1 am2

aln X1
azn X2
Amn Xn

B

Para establecer la relacion que hay entre las coordenadas de v en
base B ylasde f(v) en B’ es suficiente con conocer las

coordenadas de los vectores  f(u),f(

B'.

Dem.:
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Expresion matricial. 3

Definicion: En las mismas condiciones anteriores, se llama

expresion matricial de / respecto de las bases B y B’ ala
expresion:

Vi ap apjp ... dip X1

Y2 = a; axp ... ay X2

Ym B’ aml am2 ... Amp Xn B
que abreviadamente: Yp = My Xp tal que:

@ Xp e Y/ representan las matrices columna de las
coordenadas de v y f(v) enlas basesB yB’.

@ My sellama matrizde | respecto de las bases B y B', y
sus columnas son las coordenadas de los vectores
f(”l )7]‘)(”2): s :f(un) respecto de B'.
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Expresion matricial. 4

Observaciones:

Q@ Fijadaslasbases B y B’ , lamatriz My asociadaa f es
Unica, debido a la unicidad de las coordenadas.

@ Si f esunendomorfismo la matriz M, de cualquiera de
sSus expresiones matriciales es cuadrada.
Ademas, se podria elegir la misma base B en el espacio inicial y
en el final, quedando:

Ys = M;Xp

Ejemplos:
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Expresion matricial. 5

Observaciones:

@ A partir de las expresiones matriciales obtenidas se recuperan
las expresiones explicitas de partida.

© Esto caracteriza a las aplicaciones lineales.

Ejemplos:
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Construccion de aplicaciones lineales. 1

Teorema: (existencia de aplicaciones lineales con
condiciones)

Sean V y W espacios vectoriales y B = |uj,u,...,u, una
base de V.
Si 11,0,...,1, son vectores de W entonces existe una unica

aplicacion lineal f:V — W  tal que
flui) = t; Vi = 1,...,n

Es decir, fijados vectores cualesquiera de W como imagenes para los
vectores de una base B existe una unica aplicacion lineal que cumpla
esas condiciones.
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Construccion de aplicaciones lineales. 2

Dem.: Silas coordenadas de los vectores ¢; respecto de una base
B’ = wl,wz,...,wm} de W son:

h = (all,QZ],...,Clml)B/
th = (ai2,a22,..., 2B
In = (611,7,612,77...,61,””)31

la expresién matricial de f respectode By B’ es:

Vi apl ap ... aip X1
Y2 = ary azp ... axy X2
Ym B/ aml aAm2 ... Amp Xn

O

JJCC ( MATIC - ETSISI - UPM ) ALGEBRA - Aplicaciones Lineales 2017 - 2018 15/31



Construccion de aplicaciones lineales. 3

Ejemplos:
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Aplicaciones lineales bajo cambios de base. 1
Teorema: Sean f:V — W una aplicacion lineal, B, y

B, dosbasesde V y B, y B, dos basesde W tales que las

expresiones matriciales de los cambios de base de B, a B, yde B,
a B, son:

ZB| = P-ZB2 y ZBI/ = Q.ZB;

Si la expresion matricial de f respectode B, y Bl’ es Yy = My Xp,
! .
entonces su expresion matricial respecto de B, y Bz/ es:

YBZI - (QileP)Xﬂz

Ejemplos:
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Aplicaciones lineales bajo cambios de base. 2

Observacion: Sea B unabasede V y f: V—V un
endomorfismo de V cuya expresion matricial respecto de B es:
Yp = M;Xp.

Si B’ esotrabase de V tal que las expresiones matriciales de los
cambios de basede B’ a B 'y B a B’ son respectivamente:

Zp = P-Zp y Zgr = Q-Zp

entonces la expresion matricial de /' respecto de B’ se puede
obtener utilizando cualquiera de ellos como sigue:

Ygr = (P"'M;P)Xg  obien Yz = (OM;0')Xp
Ejemplos:
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal. 1

Sea [f:V — W una aplicacion lineal entre dos espacios
vectoriales sobre K y S un subespacio de V.

Definicion: Laimagen de S es el subconjunto de W:
f8) = {rwy fves} cw

Proposicion: Si S es un subespacio de V
= f(S) esun subespacio de W.

Ademas, si {ul, . ,u,} esunabasede S —

— {f(ul), cesfuy) } es sistema de generadores de f(S),
es decir: f(S) = L(f(u1),-..,f(u))
Por tanto, ‘ dim f(S) < dim$§S ‘
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal. 2
Definicion: Sea f:V — W una aplicacion lineal entre dos
espacios vectoriales sobre K.

Se define el conjunto imagen de f, y se denota 1Im (f), como el
conjunto imagen del subespacio impropio V, es decir:

m(f) = f(v) = {f0) /vev} cw

Por tanto, Im(f) esun subespaciode W vy

| dimIm(f) < dimW |

Ejemplos:
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal. 3
Proposicion: Sea f:V — W una aplicacién lineal entre dos
espacios vectoriales sobre K.
Q@ SiB-= {ul?...,un} es una base de V entonces:
Im(f) = L(f(u1), .. .f(un))

es decir, {f(u] )y oo f () } es sistema de generadores de Im(f)
Y, por tanto,

| dimIm(f) < dimV |

Q@ Si Yy = MiXy, eslaexpresion matricial de f respecto de
las bases B y B’ de V y W respectivamente se tiene que

dimIm(f) = rg(My)

© f essobreyectiva <+ dimIm(f) = dimW <=
— rgMy) = dimW
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal. 4

Observacion: Sea f:V — W unaaplicacion lineal entre
dos espacios vectoriales sobre K se verifica que:

@ Si dimW > dimV entonces f NO es sobreyectiva.

@ ;Ysi dimV > dim W es necesariamente sobreyectiva?

Ejemplos:
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal. 5

Definicion: Sea f:V-—W

una aplicacion lineal entre dos
espacios vectoriales sobre IK.

Llamamos nucleo de la aplicacion f, y se denota ker(f), como el
conjunto:

ker(f) = {vGV/f(v) - OW} cv

Ejemplos:
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal. 6

Proposicion: Sea f:V — W una aplicacién lineal entre dos
espacios vectoriales sobre K, B y B’ basesde V .y W

respectivamente, tales que la expresion matricial de f respecto de
ellases Yz = M;Xp. Se verifica:

@ ker(f) esun subespacio vectorial de V.

@ Elsistema lineal homogéneo M Xy = 0 proporciona unas
ecuaciones implicitas de ker(f). Luego:

o rg(My) = n° de ec. implicitas independientes

° ’ dimker(f) = dimV —rg(My) ‘

Q ’ dimV = dimker(f) + dim Im(f) ‘

Q | dimS = dim(Snker(f)) + dimf(S) | siendos C V sub. v.

Q@ f esinyectiva <= ker(f) = {0y} <<=
< dimker(f) = 0 <= . rgMy).-= dimV
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal. 7
Observacion:

Si f:V-— W esunaaplicacion lineal entre dos espacios
vectoriales sobre K se verifica que:

@ Si dimV > dim W entonces f NO es inyectiva.

@ ;,Ysi dimV < dim W es necesariamente inyectiva?

Ejemplos:
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal. 8
Proposicion:

Sea f[:V — W una aplicacion lineal inyectiva.
Entonces se verifica:

Q@ S {u,...,u} eslibre entonces

{fluy),....f(u)} eslibre.

@ Paratodo subespacio S de V: ’ dim f(S) = dim §

Ejemplos:
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal. 9

Proposicion: Sea f:V — W una aplicacion lineal entre dos
espacios vectoriales sobre K. Entonces se verifica:

Q@  esbiyectiva < rg(My) = dim(V) = dim(W)
Q  esbiyectiva <= det(My) #0.
Siendo M, la matriz de una de las expresiones matriciales de f.

Observacion: Si f:V-— W esuna aplicacion lineal entre
dos espacios vectoriales sobre K se verifica:

@ Si dimV # dim W entonces f NO es biyectiva.

@ ;,Ysi dimV = dim W es necesariamente biyectiva?

Ejemplos:
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal.
Teorema:

10
Sea f:V — W una aplicacion lineal entre dos
espacios vectoriales sobre K, tales que dim V = dim W. Se
verifica:

@ / esbiyectiva <+ f esinyectiva <~ ker(f) = {0y }.

@ 7 esbiyectiva <+ [ essobreyectiva <+  Im(f) = W.

Ejemplos:
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Nucleo, imagen y rango de una apl. lineal. 11

Teorema: Sea f:V — W una aplicacion lineal entre dos
espacios vectoriales sobre I, con dimV = n y dim W = m.
Se verifica:

@ Si n < m entonces f NO es sobreyectiva.
@ Si n > m entonces f NO es inyectiva.

Q@ Si n+# m entonces f NO es biyectiva.

Ejemplos:
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Composicion de aplicaciones lineales.

Teorema: Sean By, B, y B bases de los espacios
vectoriales V., W y U respectivamente.

Si f:V—W y g:W-— U sonaplicaciones lineales
entonces gof también lo es.

Ademas, si las expresiones matriciales de f y g respecto de las
bases B,B, y B3 son:

Y, = MyXp, € Yp, = MyXp,

Y la expresion matricial de g of respecto de las bases B, y B; es:
Yp, = MyM;Xg,

Ejemplos:
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Inversa de una aplicacién lineal biyectiva.

Teorema: Si f:V— W esuna aplicacion lineal biyectiva
entonces f~': W —V también lo es.

Si la expresion matricial de f respecto de las bases B, y B,,de V
y W, respectivamente, es:

Yg, = M;Xp,
Entonces la expresién matricial de f~' respecto de las bases B, y
B, es:

Yo, = M X,
Ejemplos:
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