Tema 4. Analisis de Fourier de senales y sistemas de
tiempo discreto.
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Introduccién

Introduccidn

Tema anterior. Sistemas LTI

@ z(t) y z[n] se pueden expresar como combinacién lineal de impulsos (deltas).

@ Por tanto, la salida de un sistema LTI es:

(1)

Objetivo

Expresar las sefiales de tiempo continuo z[n| como combinacién lineal de otro tipo

de seiiales basicas que permitan:

@ Calcular la salida sin realizar la convolucién.

@ Entender la dindmica de las sehales y sistemas de un modo mas intuitivo.
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Autovalores y autofunciones

Respuesta de sistemas LTI a exponenciales complejas:
Autovalores y autofunciones

Consideracién

Las exponenciales complejas son autofunciones de los sistemas LTI.

oo
wln] =z = ylnl= > hlklzg ™" = H(zo) - 2
k=—o0
oo
H(z0) = Z h[k]zgk — Autovalor
k=—occ

2y — Autofuncién

.

Linealidad
n n
z[n] = E arz, — y[n] = E arz, H(z)
k k

v
Conclusién

Sabemos como se transforma una exponencial compleja = son interesantes como sefiales basicas J
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SEGEICN IO [T ER R W STl Desarrollo en Serie de Fourier
e

© Representacién de sefiales periddicas: series de Fourier
@ Desarrollo en Serie de Fourier
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Exponencial compleja de tiempo discreto
z[n] = &IS%n

Periodicidad
@ Cilculo del periodo:
z[n] =z [n+ N]
AN = AIAPN)
21k

QN =2mk= N ="5%, N,k € Z*

@ No todas son periddicas !!!
@ La frecuencia es Q = # los miiltiplos de 27r/N, N € Z+.

o Existen muchas frecuencias que generan la misma sefial: Q y Q + 27k, k € Z:

Aejﬂn _ Aej(ﬂ+27rk)n

solo necesitamos un intervalo de longitud 27 para obtener todas las frecuencias!!!
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Exponencial compleja de tiempo discreto

z[n] = &IS%n

Periodicidad
@ Cilculo del periodo:
z[n] =z [n+ N]
AN = AIAPN)
21k

QN =2mk= N ="5%, N,k € Z*

@ No todas son periddicas !!!
@ La frecuencia es Q = # los miiltiplos de 27r/N, N € Z+.

o Existen muchas frecuencias que generan la misma sefial: Q y Q + 27k, k € Z:

Aejﬂn _ Aej(ﬂ+27rk)n

solo necesitamos un intervalo de longitud 27 para obtener todas las frecuencias!!!

Nimero de frecuencias finito

Para exponenciales periodicas con un N dado, las tnicas frecuencias diferentes son:

i

" 2
Dy [n] = e]k%", Q. = kﬁﬂ, ke[0,N)
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SEGEICN IO [T ER R W STl Desarrollo en Serie de Fourier

Exponenciales complejas arménicamente relacionadas

Proposicion

Una senal periddica con periodo N se puede expresar como una combinacién de
exponenciales complejas arménicamente relacionadas = Desarrollo en Serie de
Fourier (DSF).

Definicién

La familia de exponenciales complejas arménicamente relacionadas con periodo NV:

®i[n] =" N k€ [0,N)
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SEGEICN IO [T ER R W STl Desarrollo en Serie de Fourier

Desarrollo en serie de Fourier

Ecuacién de sintesis

Sea una sefial periddica x[n] con periodo fundamental N = se puede poner como
combinacién lineal de exponenciales complejas arménicamente relacionadas:

ik 2r
x[n] = E are?®* N ap € C
k=<N>

@ ay: Coeficientes del Desarrollo en Serie de Fourier

@ k =0 — Componente continua

@ k=1 — Componente fundamental (Primer arménico)
@ k= P — P-ésimo armdnico
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SEGEICN IO [T ER R W STl Desarrollo en Serie de Fourier

Calculo de coeficientes: ejemplo 1

Sea una sefial periédica z[n] = sin (45n), los coeficientes del DSF se pueden

obtener por identificacién con la expresion:
jk2En
x[n] = g are’"N
k=<N>
para ello expresamos la sefial en términos de exponenciales:

1 2x 1 2«
x[n] = Te]%” - ?eﬂ%"
J J

Identificando, los coeficientes quedan:

1 1
ao:O, a1:2—j, a2:0’ aN71:a71:72_j
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SEGEICN IO [T ER R W STl Desarrollo en Serie de Fourier

Obtencién de los coeficientes del DSF

Ecuacién de sintesis

Sea x[n] una sefial con periodo N, se puede expresar:

x[n] = Z ape?Fr ap eC

k=<N>

Ecuacién de andlisis

Los coeficientes se obtienen:

ar —
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SEGEICN IO [T ER R W STl Desarrollo en Serie de Fourier

Célculo de coeficientes: ejemplo 2

Sea la sefial con periodo N = 4:

z[n]
3
o o 2 :l: o o
[e 1 o}
— [ —— I —t— ]w —t n
—6 7\1,5 -4 -3 -2 3 JF 12 1; 4 5 6
1= 1
.27 - s 1. 3T
ak = nzo zn] - e IFE = 1 {1 + 2= 9km e_JkT}
quedando:
1 1+ . 1—j
ag = — a1 = ——— ao = as = ———
0 2) 1 4 3 2 3 3 4
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Ejemplo de anadlisis: Tren de pulsos rectangulares

Los coeficientes del DSF seran:

1 Ny Cipem, 1 eijONl _ eijg(N1+1)
ap = — e IRN = — - =
N ZN N 1 — ek
=—N;

sin (kQo(Ny + 1)
1 ik (N1+3) _ ikQ0o(N1+3) % (sin (k%) : )
N ejk% . e—jk% o 2N7 +1 2

N )

., k#£0,N

k=0,N
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SEGEICN IO [T ER R W STl Desarrollo en Serie de Fourier

Tabla de DSF

EJEMPLOS DE CALCULO DE COEFICIENTES DEL DESARROLLO EN SERIE DE
FOURIER DE SENALES DISCRETAS

SENAL COEFICIENTES
jk—n a
> ace K
k=(N)
2nmm
@) Q, =
el%on (1, k=m,m+ N, m#* 2N,
a, =4
[O, otro valor
QU - . 221
(b) —irracional = sefial aperiédica
27
2nm
@) Q, =
cos Qgn (1/2, k=+m,+m+ N,+m+ 2N, --
a, =4
. [0, otro valor
(b) —% iracional = sefial aperiédica
2n
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SEGEICN IO [T ER R W STl Desarrollo en Serie de Fourier

EJEMPLOS DE CALCULO DE COEFICIENTES DEL DESARROLLO EN SERIE DE

FOURIER DE SENALES DISCRETAS

SENAL COEFICIENTES
2nm
(@ Q, =
sen Qn (1/2j, k=m,m% N,m=* 2N,
a, =4-1/2j, k=-m,-m+ N,-m=z% 2N,
[0, otro valor
QD. o .y
(b) — irracional = sefial aperiddica
2n
1, k=0,£ N,+ 2N
x[n] -1 2 - |
0, con otro valor
- ! v k
x|n]= 3(n — kN a = —
[n] k:Z%( ) KN

Onda cuadrada periédica

1 |n[s N,
x[n]= y x[n+ NJ]= x[n]

0.N, <|n|< N/2

sen [(2nk/N)(N, + )]

a, = (k= 0, N,+ 2N,
Nsen [(2nk/2N)]
2N, +1
- — o k=0, N,% 2N,
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SEGEIC I [IER R N Sl Propiedades de los coeficientes de |a serie de Fourier
e

© Representacién de sefiales periddicas: series de Fourier

@ Propiedades de los coeficientes de la serie de Fourier
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SEGEIC I [IER R N Sl Propiedades de los coeficientes de |a serie de Fourier

SERIES DE FOURIER EN TIEMPO DISCRETO

Propiedad Sefial peri6dica Coeficiente
x[nly ) al )
+ Periédicas con periodo N + Periddicas de periodo N
yinlj by
frecuencia fundament&lo=2r/N
Ecuaciones i 1 22,
x[n]=% ae’ a, =— 7Y xnle o
k=(n) N W Z(n)
Linealidad Ax,[n]+ Bx,[n] Aa, + Bb,
Desplazamiento de tiempq x[n— ”o] a, o
Desplazamiento en M 22n a,_
. x[n]e" ™ k-m
frecuencia
Conjugacion x"[n] a’,
Inversion en el tiempo x[- n] a
Escalado en el tiempo (x[n/m]. n mutiplo dem | 1 ) o ]
X(mn]= 40 4o van ;ak (vistas como periédicas de period
" resto de valores
(periddica de periodo mN) mN)
Convolucién periédica Na,b
P dnl- xlnlo ylnl= ¥ xlibln-r] | 2P
=)
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SEGEIC I [IER R N Sl Propiedades de los coeficientes de |a serie de Fourier

SERIES DE FOURIER EN TIEMPO DISCRETO

Propiedad I Sefial periodica | Coeficiente
Multiplicacién x[n]y[n] Y a b,
r=(N)
Primera diferencia x[n]- x[n-1] (1- e C M),

Suma consecutiva

n
Z X [k ] (de valor finito y periédica solof

k= @

3y
(17 efjk (2x/N ))

si @=0)
a, =a’,
. . . Rela, ]= Re[a_,]

Simetria conjugada para

sefiales reales. x[n]Re al mfa,]=-mfa ]
‘ak ‘ = ‘a k‘
90 = Pa,

Sefiales reales y pares xin| REALYPAR a real y par

Sefiales reales e impares

xInl REAL e IMPAR

a imaginaria e impar

Descomposicion par e imp|
de sefiales reales

x,[n]= Par{xnl} [x[n]real]

x,[n]=1m par{xn}} [Xn]real]

Re[a, ]

jim[a, ]

Relacién de Parseval para sefiales periddicas

Py SO0 = S laf
N W Z(v) K=(n)
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Representacién espectral

Representacién espectral

El espectro de frecuencias de una sefial ondulatoria muestra cudl es la proporcién
de cada una de las frecuencias que la componen (sonora, luminosa,
electromagnética,...).

5500 6000 00 7000 7500 8000 8500
ria o

5000
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Representacién espectral de sefiales

Representacién espectral de senales. Ejemplo 1

El valor de los coeficientes del DSF son la proporcién de cada uno de los armdnicos
que forman la sefial. Se representa el valor de los coeficientes para cada frecuencia.

Ejemplo coseno

x[n] = Agcos (gn + ¢0)

ofn] = %e—jgn Cemito A0 g o
@ ;Cuanto vale el periodo?

@ ;Cuanto valen los coeficientes?

@ jCudl es la representacidn espectral?
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Representacién espectral de senales. Ejemplo 1
Ao/2 | gy 2
)

T
m _r jus s
3 3
Figura: Mddulo
Pan bo
} % ‘ w % 1 Q
s jus s s
<‘3 3
— o
Figura: Fase
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Representacién espectral de sefiales

Ejemplo de representacion espectral. Ejemplo 2

Representar el desarrollo en serie de la sefal:

2m 2m 4m
z[n] =1+ sen (Fn) + 2cos <Wn) + cos (Fn + 7r/4>

Identificando términos: si lo ponemos en funcién de exponenciales complejas
quedara:

2 4 1 o
x[n]z%(l—j)eJ%V”+(1—2—j>eﬁv”+1+-~-
1 o V2 Car
1+ — e+ —— (1 )el N
—|—<+2j)e +4(+])e +

_ Tema 4. Andlisis de Fourier de tiempo discreto 2015-2016 24 / 26



Representacién espectral de sefiales

Ejemplo de representacion espectral. Ejemplo 2

Representar el desarrollo en serie de la sefal:

2m 2m 4m
z[n] =1+ sen (Fn) + 2cos <Wn) + cos (Fn + 7r/4>

Identificando términos: si lo ponemos en funcién de exponenciales complejas
quedara:

2 an 1 i2x
x[n]=§(1—j)eJ4N”+(1—2—j>efw+1+...

1 2 V2 an
1+ — )™+ 22 (1 iYel N
+<+2j)e +4(+])e +
Coeficientes de la serie de Fourier: ag =1, a1 = (1 — 1), a-1 = (1 + 14),

as = L2(1+7), ag = ¥2(1 - j)
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Representacién espectral de sefiales

Ejemplo de representacion espectral. Ejemplo 3

|a|
V5 V5
2 1 2
1 1
2 2
— | —Q
—3n —2m - m 27 3T
-T 4 Tz I 1 T 1 g
Figura: Amplitud
Pay
/4
arctg(0,5)
} % * w j w % 1 Q
_ =3 —Pm - x 27 3
0 1 1 -arg(0,5) 4 1 0
/4
Figura: Fase
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Representacién espectral de sefiales

Ejemplo de representacion espectral. Ejemplo 4

Representacién espectral del tren de pulsos rectangulares:

sin(kQo(N1+1)) i .
e oo w— 0,N
Nak — sm(kSTO) 7& )
2N, + 1, k=0,N

2N, +1=5 ; N=10
Envolvente

6310 14710
[

210 \V
A

o 1 2 3 4 5 6

18710
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