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Introduccion
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Variables aleatorias: introduccion

b

URJC

Muchos experimentos aleatorios tienen un espacio muestral, €2, cuyos
elementos N0 son NuMeéricos.

Por ejemplo, para el experimento aleatorio consistente en lanzar al aire
una moneda tres veces, el espacio muestral es

Q = {CCC,CCX,CXC,CXX, XCC,XCX,XXC, XXX} .

Matematicamente, resulta mas util cuantificar |los resultados de un
espacio muestral, ya que de esta forma se pueden emplear medidas
NUMEéricas para analizar las principales caracteristicas del experimento.

Ademas, en muchas ocasiones, no interesa estudiar todos los detalles
del experimento, sino que el interés se centra en ciertas magnitudes
numéricas. Por ejemplo, cuando se lanzan varios dados, podemos estar
interesados en conocer cual es la suma obtenida, vy no en |los resultados
concretos de cada lanzamiento. O, al escoger una persona al azar de
una poblacion, puede que solo nos interese saber su altura.

LLas variables aleatorias asignan un valor numérico a cada uno de |los
resultados posibles de un experimento.



Definicion de variable aleatoria
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. QUE es una variable aleatoria (v.al.)?

URJC

Definicion: Sea (€2, A, P) un espacio probabilistico. Una variable alea-
toria es cualquier funcion X : 2 — R que para todo B € B(IR) verifica

X 1(B) e A,

O lo que es o mismo,

{weQ: X(w) e B} e A

Una funcion que cumple esta condicion se dice que es una funcion
medible con respecto al espacio (£2, A, P).

Dicha condicion permitira calcular probabilidades del tipo P(X € B)
para cualquier boreliano B.

Cuando el espacio muestral €2 es finito o infinito numerable, |0 habitual
es tomar como o—algebra (A) el conjunto de partes de 2, P(L2). En
estos casos, la condicion de ser medible siempre se verifica.



Ejemplo de variable aleatoria

URJC

Para el experimento aleatorio consistente en lanzar al aire una moneda
tres veces, el espacio muestral es

Q = {CCC,CCX,CXC,CXX, XCC,XCX,XXC, XXX} .

Los elementos de €2 no son de tipo numeérico, pero podemos definir
alguna variable aleatoria que los transforme en numeros.

Consideremos, por ejemplo, la variable

X = numero de caras

Esta variable aleatoria,
X Q2 — R,
hace |la siguiente asignacion de numeros a cada elemento de €2:
X(xXxXx)=0 XXxX0)=1 X({CCx)=2 X(CcC)=3

X(XCX)=1 X (CXC)=2
X(CXX)=1 X(XCC)=2



;. Qué es lo aleatorio de la v.al. X7?

URJC

m Observemos que la asignacion numérica que la variable aleatoria X
establece para cada suceso elemental w € €2 es determinista.

m La aleatorioridad reside en el hecho de que, antes realizar el experi-
mento, no sabemos cual de los elementos w € €2 va a ocurrir.



Probabilidad inducida por una variable aleatoria

URJC

m Sobre los elementos de 2 existe una distribucion de probabilidad, y
la variable aleatoria X traslada esta estructura probabilistica a R.

= Si partimos del espacio probabilistico (2,7, P) y consideramos una
variable aleatoria

X Q22— R,
podemos definir
Py : R — [0, 1]
de la forma siguiente: para cada B € B,

Px(B)=P(Xe€B)=P({weQ: X (w) € B}) =P (X 1(B))

m Teorema 1: Pyx es una probabilidad sobre (R, B).

demostracion:......... pizarra




Ejemplo: probabilidad inducida por una v.al.
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m Ejercicio 1: Para el experimento aleatorio consistente en lanzar una
moneda equilibrada tres veces, vy la variable aleatoria

X = numero de caras,

determinar la distribucion de probabilidad inducida, Px.

resolucion:......... pizarra

m Observacion: P es una probabilidad sobre el espacio probabilizable
(2,27), mientras que Px es una probabilidad sobre (R, B).



Solucion al Ejercicio 1
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m Come se ha dicho, sobre los elementos de 2 existe una distribucion
de probabilidad, vy |la variable aleatoria X traslada esta estructura

probabilistica a R.

m Para el triple lanzamiento de una moneda equilibrada y |la variable

aleatoria

se tiene que

Px(0) = P :X_l(O):

Px(1) = P|X1(1)
Py (2) = P:X_1(2):
Px(3) = P|X1(3)]

X = numero de caras

1
= P(X = 0) = P(XXX) = Z = 0.125
— P(X = 1) = P(XYXC, XCX.CXX) = g — 0.375,
— P(X = 2) = P(XCC, CXC, CCX) = g — 0.375,

1
= P(X =3) = P(CCC) = _=0.125,



TIipos de variables aleatorias

Sonia Hernandez Alonso
Probabilidad-Grado en Matematicas (URJCQC)



Variables aleatorias discretas y continuas
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m Se llama soporte de una variable aleatoria X al conjunto de valores
que puede tomar la variable. Denotaremos dicho conjunto por Sy.

m Dependiendo cOmo sea su soporte, las variables aleatorias se clasifican
discretas y continuas:

e Una variable aleatoria X es discreta si y soOlo si existe algun
conjunto A C R finito o infinito numerable tal que

P(XeA)=1

En consecuencia, el soporte de una variable discreta esta formado
puntos aislados, es decir, valores puntuales.

e Una variable aleatoria X es continua si y sOlo si su soporte es
no numerable, vya que incluye a todos los numeros de algun
intervalo de R.

m |Las distribuciones de probabilidad de las variables discretas y de las
variables continuas difieren mucho en varios aspectos.



Ejemplos de variables aleatorias discretas
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X = numero de caras en tres lanzamientos de una moneda,
N=numero de lanzamientos de un dado hasta que sale el primer 5,
S=suma de las puntuaciones de tres lanzamientos de un dado,

L= numero de llamadas atendidas en una central telefonica durante
un Mes,

H= numero de crias en por camada en gatas,

etcetera



Ejemplos de variables aleatorias continuas
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m T'= tiempo que transcurre entre dos Illamadas telefonicas consecutivas
en una centralita,

m P— peso de un ciervo escogido al azar,

m T'= temperatura en Mostoles en un instante elegido aeatoriamente,
m D= duracion de una bombilla,

m [ ,— Longitud de un triple salto olimpico,

m ctcetera



Funcion de distribucion
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. Qué es la funcion de distribucion de una v.al?
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m [oda variable aleatoria tiene asociada una funcion llamada funcion de
distribucion que la caracteriza completamente.

m Definicion: Dado un espacio probabilistico (£2,4,P) y una variable
aleatoria X, se define su funcion de distribucion,

Fy R —R,

como

Fx(x) Px (—o0, 7]
= P (X_l(—oo,:c])
= Plwwe: X(w)<zx)

= P(X <ux)

m Es decir, la funcion de distribucion es una funcion de probabilidad
acumulada.



Ejemplo: funcion de distribucion de una v.al.
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m Ejercicio 2: Determinar la funcion de distribucion de la v. al.

X = numero de caras,

en el triple lanzamiento de una moneda equilibrada.

Representar graficamente esta funcion y analizar sus propiedades.

resolucion:......... pizarra




Solucion al Ejercicio 2
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m La expresion de la funcion de distribucion de |la variable

X = numero de caras

es
0 Sit <O,

0.125 si0o<t<1,
Fxy()=P(X <t)=< 0.5 sil<t<?2,
0.875 si 2 <t <3,

1 sit > 3.




Solucion al Ejercicio 2 (continuacion)
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Funcian de distribucion de la varnable X= nimero de caras
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Solucion al Ejercicio 2: observaciones sobre F'y
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m En este egjlemplo observamos que Fx:

e Comienza en 0, ya que Fx(t) = 0 para todo t < 0.
e Termina en 1, ya que Fx(t) = 1 para todo t > 3.

e ES continua por la derecha, pero presenta discontinuidades en los
puntos O, 1, 2, v 3, que son los puntos del soporte de X.

e Es mondtona no decreciente.

e Crece a saltos, los puntos de salto son los puntos del soporte, vy
la amplitud de cada salto es el valor de la funcion de masa en ese
punto.

m Como veremos, este es el aspecto que presentan en general las fun-
ciones de distribucion de las variables aleatorias discretas.



Ejemplo: calculo de probabilidades con F'y (discreta)
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m Ejercicio 3: Estudios recientes han confirmado que las gaviotas que
anidan en zonas costeras cercanas a las fabricas de acero estan expe-
rimentando sorprendentes mutaciones.

Entre otras anomalias, el numero de dedos que tienen (contando am-
bas patas) varia de unos ejemplares a otros, siendo una variable alea-
toria, D, con funcion de distribucion

(

0 Sl x < 6,

0.1 si6<z<S8,
Fp(x) =< 0.5 si8<x<09,
0.8 si9<z<10,
1 sixz>10.

\

Un equipo investigador se instala en una playa situada en las proximi-
dades de una fabrica de acero en la cual hay una enorme cantidad
de gaviotas vy las selecciona aleatoriamente para estudiar el numero de
dedos que presentan.



Ejercicio 3 (continuacion)
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. Hallar |la probabilidad de que una gaviota elegida al azar en esta zona

tenga una cantidad par de dedos.

Solucion: 0.7

. Se ha comprobado que una de las gaviotas capturadas en esta playa

tiene menos de 10 dedos. jCual es |la probabilidad de que tenga un
numero par de dedos?

Solucion: 0.625

. Hasta ahora los investigadores han capturado en este area un total

de 10 gaviotas. Calcular |la probabilidad de que 2 de ellas tengan una
cantidad impar dedos vy el resto una cantidad par.

Solucion: 0.0014



Ejercicio 3 (continuacion)

URJC

4. Tras finalizar el estudio anterior, los miembros del equipo de investiga-
cion necesitan analizar |las caracteristicas de una gaviota que tenga un
numero impar de dedos, para |lo cual seleccionan gaviotas de manera
aleatoria, cuentan sus dedos vy, en caso de que sean una cantidad par,
las dejan en libertad.

;. Cual es |la probabilidad de que tengan que capturar exactamente 5
gaviotas hasta dar con una que tenga un numero impar de dedos 7

Solucion: 0.07203



Ejemplo: calculo probabilidades con Fy (continua)
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m Ejercicio 4: En cierto experimento quimico, la temperatura de reac-
cion (medida en grados centigrados) es una variable aleatoria, T', con
funcion de distribucion

0] Si x < —1,
S4+1
FT(CE):<:B+ si —1<z<?2,
\1 Si x > 2.

Calcular las siguientes probabilidades:

. P(T > 0)

. P(0<T<1)

. P(T =0.6)

. P(1<T<4)

. P(T € (-0.8,0.2])
. P(|T| < 0.5)

SO O A W N B



Solucion al Ejercicio 4

URJC
3

1. P(T >0) = 5= 0.8889

1
2. P(0O<T<1)= 5= 0.1111
3. P(T=06)=0

.
4. P(1<T<4) = 5= 0.7778
5. P(T € (—0.8,0.2] ) = 0.05778
6. P(|T| < 0.5) = 0.02778



Observacion: propiedades funcion distribucion
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s Mas adelante (cuando tengais os suficientes conocimientos sobre Calcu-
lo) demostraremos la siguiente proposicion. Por el momento vamos a
razonar que se trata de un resultado muy acorde a la intuicion.

s Proposicion *: Sea (2,47, P) un espacio probabilistico,y X : 2 — R
cualquier variable aleatoria.

La funcion de distribucion de X, F'x, verifica las siguientes propiedades:
1. F'x es monotona no decreciente.

2. Fx es continua por la derecha.

3. xl|_>moo Fx(:v) = 1.

4. |im FX(CC) = 0.

T—r—00

demostracion:......... pendiente




Notacion: limites por la derecha y por la izquierda
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Dada una funcion G, es comun denotar G(a+) a su limite por la
derecha en el punto a, es decir,

G(a+) = im‘F G(a) = IAIB G(a+h).

De manera analoga, G(a—) denota el limite por la izquierda de G en
el punto a, esto es,

G(a—) = xirg_ G(a) = IAITC]) G(a — h).

Utilizando esta notacion, podemos escribir que G es continua por la
derecha en un punto z si y solo si

G(z+) = G(2),
y que es continua por la izquierda en dicho punto si y solo si
G(z—) = G(2).

Recordemos que para que G sea una funcion continua en z es con-
dicion necesaria que sea continua por la derecha y por la izquierda.



Calculo de probabilidades sobre X a partir de Fy
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m Sea X una variable aleatoria y F'x su funcion de distribucion. Para
cualquier par de numeros reales a < b se verifica:

1. P(X < a) = Fy(a—)

2. P(X = a) = Fx(a) — Fy(a—)

3. P(X >a) = 1— Fy(a)

4. P(X >a) =1— Fx(a—)

5. P(X € (a,b]) = P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a)
6. P(X € [a,b]) = P(a < X <b) = Fy(b) — Fy(a—)
7. P(X€e(a,b))=P(a< X <b) =Fx(b—)— Fx(a)

8. P(X€a,b))=Pla< X <b)=Fx(b—)— Fx(a—)



Variables aleatorias discretas
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Definicion de variable aleatoria discreta
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m Definicion: Se dice que una variable aleatoria, X, es discreta, si para
su funcidon de distribucion, Fx, existe un conjunto numerable de

puntos, {kn},n C R, tal que

Y [Fx (kn) — Fx (kn—)] =1,
neN

O, equivalentemente, tal que

Y P(X =ky) =1
neN



Soporte de una variable aleatoria discreta
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Para describir una variable aleatoria discreta hay que especificar los
valores que puede tomar y las probabilidades de que aparezca cada
uno de ellos.

Recordemos que se llama soporte o rango de una variable aleatoria X
al conjunto de valores que puede tomar la variable. Denotamos dicho
conjunto por Sy.

El| soporte de una variable aleatoria discreta viene dado por
Sy ={keR:P(X =k) >0}
O, lo que es |o mismo, por
Sy ={keR: Fx(k) — Fx(k—) > 0}.

Para las variables aleatorias discretas el soporte es siempre un conjunto
numerable.

Conociendo el soporte de una variable discreta quedan especificados
los valores que ésta puede tomar.



Funcion de masa de probabilidad
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m Se define |la funcion de masa de probabilidad de una variable alea-
toria X como la funcion, fx, que indica la probabilidad de que X tome
cada uno de sus valores, es decir,

fX . R — (O, 1)
k— fx (k) =P(X=k)=P{Hwetal que X(w)=k}).

m Obviamente, si kK no es uno de los valores que puede tomar X, entonces
fx(k) = 0, es decir,

IC%SX:#]CX(]C):P(X:]C):O.

m L3 funcion de masa de probabilidad se puede representar graficamente
mediante un diagrama de barras.



Ejemplo: variable aleatoria discreta
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m Consideremos de nuevo el triple lanzamiento de una moneda vy la va-
riable aleatoria X= "numero de caras ”

m E| soporte de la variable X
Sx =40,1,2,3}.

Puesto que Sx es un conjunto finito, X es una variable de tipo discreto.

m La funcion de masa de probabilidad de X es

1 1 1 1
f(0) = Px(0)=P(X=0)=P(XXX}) = x:x =
f(1) = Py(1)=P(X =1)= P({XXC,XCX,CXX}) = é n ; + 2 g,
£(2) = Py(2) = P(X =2) = P({XCC,COX,CXC}) = * + + g g
f3) = Px(3)=P(X=3)=P{CCCH =_

f(k) O para k ¢ {0,1,2,3}.



Ejemplo: funcion de masa (continuacion)
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m E| diagrama de barras de esta funcion de masa es:

funcidn de masa

S
o
? ?
™ _]
o
= N
= O
? ?
]
o
Q ]
o
| | | |
0 1 2 3

numero de caras



Notacion matricial del soporte y la funcion de masa

URJC

m Para facilitar los calculos, resulta util expresar el soporte y la funcion
de masa de una variable discreta mediante una matriz de dos filas. En
la fila de arriba se coloca el soporte de |la variable con sus elementos
ordenados de menor a mayor, vy en la fila de abajo la probabilidad de
cada punto.

m Por ejemplo, para |la variable aleatoria

X = numero de caras

en el triple lanzamiento de la moneda equilibrada, podemos expresar
resumidamente su soporte (Sx) y su funcion de masa (fyxy) mediante
la siguiente matriz:

>
]

Q| W
| W
|+

|+



Propiedades de la funcion de masa
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m La funcion de masa de probabilidad de una variable aleatoria discreta
se caracteriza por dos propiedades, que son consecuencia directa de
las propiedades de la probabilidad.

s Proposicion 1:

1. La funcidon de masa es no negativa, es decir,

fx(k) >0

para cualquier k € R.

2. La suma de la funcion de masa de todos los valores del soporte de
una variable aleatoria discreta es 1, esto es,

> fx(k) =1.

keSx

demostracion:......... inmediata




Calculo de F'xy a partir de fy
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m Recordemos que |la funcion de distribucion de una variable aleatoria
X es la funcion Fy que asigna a cada t € R la probabilidad de que X
tome un valor menor o igual que t:

FXI ]R—)(O,l)
t—Fy(#)=P(X<t)=P(we: X(w) <t

m En el caso discreto, la forma de calcular esta funcion de probabilidad
acumulada es sumando la probabilidad de todos los puntos del soporte
menores o iguales que t:

Fx(t))=P(X<t)= ) PX=k= ) [xk)

keSy k<t keSy k<t



Repaso: funcion de distribucion
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m Recordemos como calcular la funcion de distribucion de la variable
aleatoria

X = numero de caras

en el triple lanzamiento de la moneda equilibrada.

Observemos que

Fy(0) = P(X:O):fX(O)zé:OiQS

Fx(1) = fx(0)+fx(1)=_+-=_=05

Fx(2) = fx(O) +fx()+fx() =+ -+ =_=0875

Fx(3) = fx(O) +fx()+fx@+fx@ =+ -+ -+ =_=1



Repaso: funcion de distribucion (continuacion)
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m También podemos calcular |la funcion de distribucion en puntos que
no estan en el soporte de X. Por ejemplo

Fx(—-1)

P(X<-1)=0

Fx(0.8) = P(X <0.8)= fx(0) =0.125

Fx(1.5) = P(X <15)=fx(0)+ fx(1) =05

Fx(51) = P(X <51)=fx(0)+ fx(1)+ fx(2)+ fx(3) =1

Fx(29) = P(X<29)=fx(0)+ fx(1)+ fx(2) =0.875



Repaso: funcion de distribucion (continuacion)

URJC

m La expresion completa de la funcion de distribucion de la variable

X = numero de caras

es
0 Sit <O,

0.125 si0o<t<1,
Fxy()=P(X <t)=< 0.5 sil<t<?2,

0.875 si2<t<3,

1 sit > 3.



Repaso: funcion de distribucion (continuacion)
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Funcian de distribucion de la varnable X= nimero de caras
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Propiedades de F'y para variables discretas
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= En el gjemplo anterior observamos que Fx:

e Comienza en 0, ya que Fx(t) = 0 para todo t < 0.
e Termina en 1, ya que Fx(t) = 1 para todo t > 3.

e ES continua por la derecha, pero presenta discontinuidades en los
puntos O, 1, 2, v 3, que son los puntos del soporte de X.

e Es mondtona no decreciente.

e Crece a saltos, los puntos de salto son |los puntos del soporte, vy
la amplitud de cada salto es el valor de la funcion de masa en ese
punto.

m Como probaremos mas adelante, este es el aspecto que presentan en
general las funciones de distribucion de |las variables aleatorias discre-
tas.



Esperanza y varianza

de variables aleatorias discretas
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Esperanza de una variable discreta
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m Definicion: La esperanza, o media, o valor esperado de una variable
aleatoria aleatoria discreta X se define como

E(X)= ) kxP(X=k)
keSx

O lo que es o mismo

E(X)= ), kxfx(k)

keSx

m Si pensamos en |la probabilidad como en una masa total de 1 repartida
entre los puntos del soporte, E(X) es el punto donde se encuentra
el centro de gravedad o punto de equilibrio de la distribucidon de
probabilidad de X.

m Es habitual denotar E(X) por uyx, 0 simplemente por .



Ejemplo: esperanza de una variable discreta
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m Vamos a calcular el valor esperado de |la variable aleatoria

X = numero de caras

en el triple lanzamiento de la moneda equilibrada.

m Recordemos que el soporte y la funcion de masa de X son

O 1 2 3
X

| W
|+

1 3
3 8

m Por consiguiente la esperanza de X es

1 3 3 1 12
FEF(X)=0x— I1xXx—4+2xXx—-—+3X —=—=1.5 caras
(X) 8+ 8+ 8+ 38 38



Grafico: esperanza de una variable discreta
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m Este valor esperado indica que, si se lanzan 3 monedas muchas veces,
el numero medio de caras sobre todos |los lanzamientos sera 1.5:

funcion de masa

0.4

(k)
0.3

0.2

0.1

E(X)

0.0

numero de caras



Esperanza de transformaciones lineales de variables
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s Proposicion 2: Si X es una variable aleatoria y a,b € R son constan-
tes, entonces se verifica

F(aX) =a E(X)

E(X+b)=FEX)+b
y por consiguiente
F(aX 4+b)=aFE(X)+b

O, escrito abreviadamente,

HoX—+b = apx + b

demostracion:......... pizarra

m La esperanza es por tanto un operador lineal.



Varianza de una variable aleatoria discreta
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Definicion: La varianza de una variable aleatoria se define como

V(X) = E([X - B(X)]?)

V(X) es una medida de la dispersion de X alrededor su centro de
gravedad, E(X).

2

Es comin denotar V(X) por o5 , 0 simplemente por o2 :

ox =F ([X - .UX]Q)

Para las variables aleatorias discretas, la varianza puede calcularse me-
diante la formula

V(X)) = Y (k—npx)?fx(k)

keSx

Notese que las unidades de |la varianza son el cuadrado de las uni-
dades de l|la variable aleatoria.



Formula alternativa para la varianza
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m Proposicion 3: Para cualquier variable aleatoria X, una expresion
alternativa para su varianza es

V(X) = E(X?) - E?(X)

O, escrito abreviadamente,

0% = B(X?) — u%

demostracion:......... pizarra




Formula alternativa para la varianza: observaciones

URJC

m Por tanto, la varianza de una variable aleatoria es la esperanza
de su cuadrado menos el cuadrado de su esperanza.

m Luego, para las variables discretas, |la varianza también puede calcu-
larse como

o = Y K fx(k) —u%
keSx

m Habitualmente el calculo de la varianza resulta mas sencillo si se utiliza
esta segunda definicion.



Ejemplo: varianza de una variable discreta
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m Calculemos |la varianza de la variable aleatoria

X = numero de caras
en el triple lanzamiento de la moneda equilibrada:

0 1 2 3

>
]

3 3 1
3 8 8

1
3

1 3 3 1 12
FEF(X)=0x — 1x—4+2x—-—+3XxXx —=—=1.5 caras
(X) 8+ 8+ 8+ 38 8

1 3 3 1 24
E(XQ)=02x§—|—12x§—|—22x§—|—32x§=§=3cara52

y por tanto |la varianza de esta variable es

V(X) = E(X?) — E?(X) =3-—1.5° = 0.75 caras?



Varianza de transformaciones lineales de variables

URJC

m Proposicion 4. Si X es una variable aleatoria vy a,b € R son constan-
tes, entonces se verifica

V(aX 4+ b) = a’V(X)

O, escrito abreviadamente,

OaX+b— @ Ox

demostracion:......... pizarra




Ejemplo: varianza transformaciones lineales

URJC
m Ejemplo: Si la varianza de una variable aleatoria X es
V(X)=9
y definimos
Y = 10X + 50,

entonces

V(Y) = V(10X 4+ 50) = 10%2 V(X) = 100 x 9 = 900



Desviacion tipica de una variable aleatoria
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m |a desviacion tipica de una variable aleatoria X, ox, €S la raiz cua-
drada de su varianza, esto es,

x = R = VO

m Las unidades de la varianza son el cuadrado de las unidades en las que
esté medida la variable aleatoria. En cambio la desviacion tipica tiene
las mismas unidades que la variable aleatoria a |la que corresponde.

m Ejemplo: |a desviacion tipica de |la variable aleatoria

X = numero de caras

en tres lanzamientos de una moneda equilibrada, es

ox =4/V(X) =+v0.75 = 0.866 caras



Ejemplo: numero de muertes de abejas obreras
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m Ejercicio 5: Se ha comprobado que el numero muertes de obreras que

se producen diariamente en una colmena de abejas (Apis mellifera) es
una variable aleatoria, M, con funcion de probabilidad:

6 4 3 9 10

0.10 0.15 0.25 0.30 0.20

1. Hallar la probabilidad de que ayer muriesen al menos 8 obreras.
2. Calcular la probabilidad de que manana mueran mas de 8 obreras.

3. iCual es la probabilidad de que la cantidad de defunciones que se
produzcan dentro de tres dias sea un numero impar?

4. Se sabe que anteayer fallecieron al menos 8 abejas obreras; jcual
es |la probabilidad de que el numero de defunciones fuese impar?

5. iCual es el numero esperado de defunciones diarias?

6. Hallar la desviacion tipica del numero de defunciones por dia.



Solucion al Ejercicio 5

URJC

P(M >8)=P(M =8)+P(M = 9)+P(M = 10) = 0.25+0.34+0.2 = 0.75

2.
P(M>8)=P(M=9)+P(M=10)=034+02=0.5
3.
P(M impar) = P(M =7) + P(M =9) = 0.15+ 0.3 = 0.45
4.

. _ P([M impar]n[M >8]) P(M=9) 03
P(M impar|M > 8) = P(M > 8) _P(MZS)_ﬁ_OA




Solucion al Ejercicio 5 (continuacion)

URJC

5. El numero esperado de defunciones diarias es

E(M)=6x0.147x0.154+8x0.254+9x0.3410x 0.2 = 8.35 muertes

Este valor medio aparace representado en la transparencia siguiente
sobre el diagrama de barras de la funcion de probabilidad.

6. La varianza del numero de defunciones por dia viene dada por
V(M) = E(M?) — E*(M)
Se tiene que

E(M?) =36x0.1449x0.154+64x0.254+81x0.3+100x0.2 = 71.25
y por tanto
V(M) =71.25 — 8.35% = 1.5275

LLuego la desviacion tipica del numero de muertes diarias es

opy = V1.5275 = 1.24 muertes



Grafico: numero de muertes de abejas obreras
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funcion de probabilidad

f(k)

0.06

E(X)=8.35
|

6 7 8 9 10
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Familias de modelos discretos

URJC

Algunos modelos de variables aleatorias discretas se repiten con mucha
frecuencia.

En este tema vamos a analizar algunas de las distribuciones discretas
que se repiten con mayor frecuencia.

LLas distribuciones binomial y geométrica estan relacionadas con el
llamado Proceso de Bernoulli, que consiste repeticiones indepen-
dientes de un experimento con dos resultados posibles, a l0os que nos
referiremos como éxito vy fracaso, en los que la probabilidad de éxito
es la misma en todas las repeticiones.

LLa distribucion de Poisson esta relacionada con otro tipo de proceso
estocastico conocido como Proceso de Poisson.



Distribucion binomial
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Procesos de Bernoulh

URJC

m Consideremos un experimento aleatorio con dos resultados posibles,
a los que nos referiremos como éxito y fracaso. Llamemos

e pc (0,1) a la probabilidad de éxito,
e g=1—pe (0,1) a la probabilidad de fracaso.

m L3 repeticion de forma independiente de este experimento constituye
|O que se conoce como un proceso de Bernoulli. Estos procesos
permiten modelar muchos fenomenos de la vida real.

m La distribucion binomial cuenta el numero de éxitos ocurridos en n
realizaciones, independientes y con la misma probabilidad de éxito, de
un experimento de Bernoulli.



Situaciones que modela la distribucion binomial

URJC

m |3 situacion que modela la distribucion binomial es |la siguiente:

e Se considera un experimento con dos resultados posibles: éxito o
fracaso.

e E| experimento se repite, de manera independiente, n veces.
e La probabilidad de éxito, p, es la misma en cada repeticion.

e La variable de interés es

X = numero de éxitos en las n repeticiones

m La distribucion que sigue la variable aleatoria X recibe el nombre de
distribucion binomial con parametros n y p.

m O denotaremos

X ~ Bin(n,p)




Ejemplos de la distribucion binomial

URJC

m La variable aleatoria
X = numero de caras obtenidas en 3 lanzamientos de una moneda
sigue una distribucion X ~ Bin(3,1/2).
m La variable aleatoria
T'= numero de 3's obtenidos en 5 lanzamientos de un dado
sigue una distribucion T ~ Bin(5,1/6).

m El 15% de la poblacion activa de cierta comarca de gran tamano
trabaja por cuenta propia, el 60 % lo hace por cuenta ajena, v el resto
son funcionarios. La variable aleatoria

F = numero de funcionarios en una muestra de 4 personas
seleccionadas al azar

sigue una distribucion F' ~ Bin(4, 0.25).



Ejemplo: n° de 3’'s en 5 lanzamientos de un dado

URJC

Supongamos que se lanza un dado equilibrado cinco veces y queremos
analizar el numero de 3's que aparecen en total.

Llamemos T° a numero de 3's obtenidos entre |los cinco lanzamientos.

LLa distribucion de esta variable aleatoria es binomial con 5 repeticiones
y probabilidad de éxito 1/6:

1
TNBin<n=5,p=6>

;. Cuales son los valores que puede tomar 17

Es claro que

Sr={0,1,2,3,4,5}

Y, jicual es la probabilidad de cada uno de estos valores? Es decir,
;cual es la funcion de probabilidad de T'7



Ejemplo: n° de 3’s en 5 lanztos (continuacion)

URJC

m Observemos que

P(T =0) = (2)5 = 0.4019

5
P(T—l)—5><—><( ) = 0.4019

2= Q) (1) < (3 =10 (3 x (2) =010
P(T'=3) = X (é)g) X (2) 0 x (é>3 X (§)2 = 0.0321
P(T=4) = X <é>4xg ( )4 — = 0.0032

P(T =5) = (%)5 = 0.0001



Ejemplo: n° de 3’s en 5 lanztos (continuacion)

URJC

m NOtese que todas las probabilidades anteriores responden a la formula

par=n=(=(G) (@)

m De forma analoga a la de este ejemplo, se puede razonar cOmo son el
soporte y la funcion de probabilidad de cualquier distribucion binomial.



Soporte y funcion de masa de X ~ Bin(n,p)
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m Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial, con n repeti-
ciones y probabilidad de éxito p,

X ~ Bin(n,p)

Entonces:

e E| soporte de X es
Sx =40,1,2,3,...n—1,n}
e La funcion de masa de probabilidad de la variable aleatoria X es

fx(k) = P(X =k)= (Z) xp¥ x (1 —p)"F = (:) x pF x g™k

m Ejercicio 6: Demostrar que fx cumple las propiedades de las funcio-
nes de masa de probabilidad.

resolucion:......... pizarra




Esperanza de la distribucion binomial
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m Proposicion 5: Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial,

X ~ Bin(n,p).
Entonces su esperanza €s
ECO =3 (") xk xphx (1—p)F=
(X)= ) xk xp’x(1-p)" " =nxp
k=0

demostracion:......... pizarra




Varianza de la distribucion binomial
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m Proposicion 6: Sea X una v. al. con distribucion binomial,
X ~ Bin(n,p).

Entonces su varianza es

n
n _
VX) =3 () x K xp x (1 =p)"F—n?? =nxpx (1-p)
k=0

O lo que es o mismo

V((X)=nXxpxq




Ejemplo: esperanza y varianza de binomial

URJC

m Para la variable T' que recoge el numero de 3's en 5 lanzamientos de
un dado, cuya distribucion es

1

se tiene que

1
E(T) =5 x - =08333,

1 5
V(T) =5 x — x — = 0.6944.
6 6



Ejemplo: numero de piezas defectuosas
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m Ejercicio 7: EI| porcentaje de piezas defectuosas que produce una
maquina es del 25 %. Para un control rutinario se han seleccionado de
forma aleatoria 8 de las piezas producidas.

1. ;Cual es la probabilidad de que al menos una de |las piezas seleccio-
nadas sea defectuosa?

2. iCual es la probabilidad de que como mucho dos de |las piezas sean
defectuosas?

3. iCual es |la probabilidad de que tres de |las piezas seleccionadas sean
defectuosas v el resto sean correctas?

4. ;Cuantas de las piezas seleccionadas se espera que tengan defectos?

5. iCual es la varianza del numero de piezas defectuosas entre las 8
seleccionadas?



Solucion al Ejercicio 7
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m Llamemos D al numero de piezas defectuosas de entre las 8 seleccio-
nadas para el control.

Tenemos que
D ~ Bin (8,0.25)

Por tanto:

P(D>1)=1-P(D=0)=1-0.7583=1-0.1001 = 0.8999

P(D<2)=P(D=0)+P(D=1)+ P(D = 2)
8
—0.75%4+8 x 0.25 x 0.757 + (2) % 0.252 x 0.75°
— 0.6785



Solucion al Ejercicio 7 (continuacion)

URJC

3. La probabilidad de que sean exactamente tres |las piezas defectuosas
es

8
P(D=3) = (3) x 0.253 x 0.75% = 56 x 0.253 x 0.75% = 0.2076

4. La cantidad de piezas seleccionadas que se espera que tengan algun
defecto es

E(D) =8 x 0.25 = 2 piezas

5. La varianza del numero de piezas que tienen algun defecto de entre
las 8 seleccionadas para el control es

V(D) =8 x 0.25 x 0.75 = 1.5 piezas?
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Distribucion geometrica

URJC

m L3 distribucion geomeéetrica modela el numero de veces que es ne-
cesario repetir un experimento de Bernoulli hasta obtener el primer

exito.

m Ahora, en lugar de estar interesados por el numero de éxitos en una
cantidad fija de repeticiones n estamos interesados en predecir el ins-
tante en el que se produce el primer éxito.

m [a situacion a modelar es la siguiente:

e Se consideran repeticiones independientes de un experimento.
e El experimento tiene dos resultados posibles: éxito o fracaso.
e La probabilidad de éxito, p, es |la misma en cada repeticion.

e La variable de interés es

X = "numero de repeticiones del experimento hasta obtener
el primer éxito”.

m Diremos que la variable aleatoria X sigue una distribucion Geomeétrica
con parametro p, y lo denotaremos por X ~ Ge(p).



Ejemplos de la distribucion geometrica
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m |3 variable aleatoria

L = numero de lanzamientos de un dado equilibrado
hasta obtener el primer cinco

sigue una distribucion Ge(1/6).

LLa variable aleatoria

M = numero de lanzamientos de una moneda equilibrada
hasta obtener la primera cara

sigue una distribucion Ge(1/2).

En una fabrica se analizan todas las piezas fabricadas con el fin de
encontrar las posibles piezas defectuosas. La probabilidad de que una
pieza esté en perfecto estado es 0.95.

LLa variable aleatoria

D = numero de piezas analizadas hasta encontrar
la primera defectuosa

sigue una distribucion Ge(0.05).



Funcion de masa de la distribucion geomeétrica
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m E| soporte de cualquier variable X con distribucion geomeétrica es
Sy =NT=1{1,2,3,4,...... }
m La funcion de masa de probabilidad de una variable geométrica con

probabilidad de éxito p es

¢ 1lp parak=1,234......

fx(k) =
0 para k¢ NT.

m Ejercicio 8: Demostrar que fx cumple las propiedades de las funcio-
nes de masa de probabilidad.

resolucion:......... pizarra




Esperanza y varianza de la distribucion geomeétrica
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m Proposicion 7: Sea X una variable aleatoria con distribucion geomeé-

trica,
X ~ Ge(p).
Entonces su esperanza es
i 1
E(X)= Z kx g Ixp=-=.
k=1 p

demostracion:......... pizarra

m Proposicion 7*: Sea X una variable aleatoria con distribucion geo-
meétrica,

X ~ Ge(p).
Entonces su varianza es

> 1 1 —
V(X)=Zk2><qk_1><p— = P4
k=1 p




Forma de la distribucion geometrica

URJC

m La funcion de masa de la distribucion geomeétrica,

fx() =P(X=k)=(1-p)tp=qg"1p

alcanza su maximo en £k = 1 y decrece con k.

m E| decrecimiento es mas rapido cuanto mayor sea p.



Graficos de la distribucion geomeéeétrica
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Ejemplo: distribucion geometrica
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m Ejercicio 9: Una pareja decide que tendran descendientes hasta que
se produzca el nacimiento de |la primera nina.

Suponiendo que, en cada parto, la probabilidad de que nazca un nino
es 0.6,

1. Hallar la probabilidad de que tengan en total 3 descendientes.

2. Calcular la probabilidad de que tengan mas de 4 hij@s.

3. Supongamos que la pareja ha tenido ya dos hijos varones.

a) Hallar la probabilidad de que tengan en total 5 descendientes.

b) Calcular la probabilidad de que (en total) tengan mas de 6 hij@s.



Solucion al Ejercicio 9
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m La distribucidon de variable aleatoria
= n° descendientes hasta la primera nina,

es N ~ Ge(0.4). Por consiguiente:

1. P(N =3) =0.62 x 0.4 = 0.144.

2. P(N >4) =0.6% = 0.1296.

3. Si se sabe que la pareja ha tenido ya dos hijos varones,

P(N=5) 0.6*x04
P(N >2)  0.62
Notese que este valor coincide con la probabilidad de que |la pareja
tenga un total de 3 descendientes.

P(N >6) 0.6°
P(N >2) 0.62
Notese que este valor coincide con la probabilidad de que |la pareja
tenga mas de 4 hij@s.

a) P(N =5|N >2) = = 0.62 x 0.4 = 0.144.

— 0.6% = 0.1296.

b) P(N > 6|N > 2) =



Falta de memoria de la distribucion geometrica
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m En el egjemplo anterior ilustra una de las propiedades mas importantes
de la distribucion geomeétrica: para este tipo de variables aleatorias,
las probabilidades sobre |0 que ocurra en el futuro no dependen
de 1o que haya ocurrido en el pasado.

s Proposicion 8: Si X ~ Ge(p), v k,a € N1, entonces,

. P(X=k+a|X >a) =P(X =k)
. P(X>k+4+alX >a) =P(X >k)
. P(X >k+a|lX >a) =P(X >k)
. P(X<k+alX >a) =P(X <k)
. P(X<k+4+alX >a)=P(X <k)

o P W NN =

m Se dice por ello que la distribucion geométrica no tiene memoria.

m La distribucion geomeétrica es la unica de las distribuciones dis-
cretas que verifica esta propiedad de falta de memoria.



Demostracion de la Proposicion 8 (apartado 1)
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m A modo de ejemplo demostraremos |los apartados 1 v 4:

(1) Sabemos que
P(X =k)=q¢"1 xp,
y por otra parte tenemos que
Pl[(X =a+4+ k)N (X > a)]
P(X > a)
P(X =a+4k)
P(X > a)

qa—l—k—l X P _ qa ¢ qk—l

q® q®

—1
— qk Xp

lLLuego, en efecto, se verifica

P(X=k+a|X>a)=P(X =k)=¢""1xp

P(X =k+alX >a) =

X p

c.q.d.




Demostracion de la Proposicion 8 (apartado 4)
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(4) Tenemos por una parte que,
P(X<k)=1-P(X >k)=1-¢"
y por otra que
P[(X <k+a)n(X >a)]
P(X > a)
Plla< X <k+a
P(X > a)
P(X >a)—P(X >k+a)

P(X <k+alX >a) =

P(X > a)
¢* — g T q% x (1 —¢")
q? - q®

— ]__q
LLuego
P(X<k+a|X >a)=P(X <k)=1—g

c.q.d.
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Siméon Denis Poisson (1781-1840; Francia)
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Sucesos puntuales a lo largo del tiempo

b

URJC

En ocasiones nos encontramos con variables que representan el numero
de sucesos que ocurren en un determinado periodo de tiempo, como
por ejemplo el numero de cebras que acuden a beber a un arroyo en
una hora, el numero de visitas diarias a una pagina web, o el numero
averias anuales de un ascensor.

Muchas veces estos sucesos van apareciendo a lo largo del tiempo de
manera independiente y con una intensidad constante.

LLa distribucion de Poisson proporciona un modelo adecuado para el
numero de ocurrencias independientes de un suceso en situaciones
en las que la intensidad de ocurrencias se mantiene estable.

En muchas ocasiones |0os que se quiere modelar son procesos de
llegada, como por ejemplo las llegadas de e-mails a un servidor, o de
cientes a una sucursal bancaria.

Esta distribucion depende de un unico parametro: el numero medio de
ocurrencias del suceso en ese intervalo de tiempo. Denotaremos por A\
dicho parametro.



Soporte de la distribucion de Poisson

URJC

= L lamemos X al numero de apariciones del suceso (por ejemplo llegadas
de coches a una gasolinera, o de trabajos a un servidor) en el intervalo
de tiempo que estemos considerando(por ejemplo 1 hora).

m Como es natural, el soporte de una variable de este tipo es

Sy=N=1{0,1,2,3,......



Funcion de masa de la distribucion de Poisson
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LLa distribucion de Poisson se obtiene como limite de la binomial cuan-
do el namero repeticiones (n), tiende a infinito, la probabilidad de
éxito (p) tiende a cero y el nimero medio de éxitos (np) se estabiliza
alrededor de un numero A\.

Calculando dicho Iimite se obtiene:

P(X=k)="¢" parak=0,1,2,...

Esta es la funcion de masa de probabilidad de una distribucion de
Poisson con parametro .

Abreviadamente lo expresaremos X ~ Po()\)



. Es esta una funcion de masa~?
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s Ejercicio 10: Demostrar que fxy cumple las propiedades de las fun-
ciones de masa de probabilidad.

resolucion:......... pizarra

Avuda: Recordar que



;. Qué indica el parametro \7?
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El parametro )\ de la distribucion de Poisson es el nimero medio (0
esperado) de ocurrencias del suceso en el periodo considerado.

A €S siempre un numero positivo,

A >0,

y mide |la intensidad con la que se producen las ocurrencias del suceso
en el intervalo.

Esta intensidad cambia en funcion de |la longitud del intervalo que se
esté considerando, y es proporcional a la longitud del intervalo.

Para calcular probabilidades sobre una distribucion de Poisson es im-
portante fijarse antes de nada en el intervalo de tiempo que se va a
considerar.

Observacion: La distribucion de Poisson aparece como |limite de la
binomial cuando n tiene a infinito y p tiende a O de manera que el
producto A = np de mantiene constante.



Esperanza y varianza de la distribucion de Poisson
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s Evidentemente, la esperanza de una variable X ~ Po()\) es \:

E(X) =)\

m Ademas, puede probarse que su varianza es

V(X)= A

m Observamos que se verifica

E(X)=V(X) =\

m |_as variables aleatorias de la familia de Poisson son las unicas en las
que la esperanza vy la varianza coinciden.



Ejemplo: n° de ataques de leonas
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m Ejercicio 11: El numero de ataques de leonas que sufre una mana-
da de gacelas sigue una distribucion de Poisson con una media de 2
ataques diarios.

1.
2.

Calcular la probabilidad de que se produzcan 3 ataques en un dia.

Hallar |la probabilidad de que no ocurra ningun ataque en 12 horas.

. +..Cual es la probabilidad de que en dos dias consecutivos haya menos

de 3 ataques?

Determinar la probabilidad de que ocurra algun ataque en 36 horas.

. +Cual es la probabilidad de que en una semana se produzcan 12

ataques?

. Si se acaba de producir un ataque, jcual es |la probabilidad de que

transcurran mas de 24 horas hasta el siguiente?



Solucion al Ejercicio 11

URJC

1. Llamemos N1 al numero de ataques de leonas que sufre la manada a
lo largo de un dia.

Sabemos que Ny sigue una distribucion de Poisson y también que su
media o esperanza es E(N7) = 2, luego

N1 ~ Po(2)

Por tanto, |la probabilidad de que se produzcan 3 atagues en un dia es

23
P(N{ =3)=e¢?x 5 = 0-1804



Solucion al Ejercicio 11 (continuacion)

URJC

2. En este caso la probabilidad no se refiere a un dia, sino a medio.

LLa distribucion del numero de ataques en medio dia es diferente que en
un dia entero. Sigue también el modelo de Poisson pero la intensidad
de los ataques (M) es la mitad.

Es decir, si denotamos por Ni el numero de ataques de leonas en
2
medio dia, se tiene que

N1 ~ Po(1)
2

Por tanto, |a probabilidad de que no se produzca ningun ataque en 12

horas es
10
P(N1 =0)=¢e¢ 1 x o = e 1 =0.3679
2 :



Solucion al Ejercicio 11 (continuacion)

URJC

3.

LLa distribucion del numero de ataques en dos dias es
N> ~ Po(4)

LLuego la probabilidad de que se produzcan menos de 3 ataques en dos
dias es

P(Ny <3) = P(Ny=0)+ P(Ny=1)+ P(Ny = 2)
I T B T
— e XO!—I—e ><1!—|—e ><2!
= (0.2381

. La distribucion del numero de ataques en 36 horas (dia y medio) es

Ni5 ~ Po(3),

y por tanto la probabilidad de que se produzca algun ataque en 36
horas (es decir, al menos 1 ataque en un dia y medio) es

o)

3
P(Nig>1)=1—P(N{ig=0)=1—-¢3x = 1- e 3 = 0.9502



Solucion al Ejercicio 11 (continuacion)

URJC
5. La distribucion del numero de ataques en siete dias es
N7 ~ Po(14)

En consecuencia, |la probabilidad de que se produzcan exactamente 12
atagues en una semana es

1412
12!

P(N7 = 12) = e 1 x = 0.0984



Forma de la distribucion de Poisson

URJC

m La funcion de masa de la distribucion de Poisson es asimetrica a la
derecha.

m La cola hacia |la derecha de esta distribucion es tanto mas marcada
cuanto mayor sea la intensidad .

Funcion de masa de po(2.8) Funcion de masa de po(8.3)

0.20
J

0.15

f(x)
f(x)

0.10
|

0.05

:DHHUDDEE__

m Si A€ N, la distribucion tiene dos modas: A y \-1.

O

0.00 002 0.04 0.06 008 0.10 0.12
|

0.00
|

m Si A¢ N, la dnica moda es [A\] — 1.



Graficos de la distribucion de Poisson

URJC
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Sucesos puntuales a lo largo del espacio

URJC

m Hemos descrito la Poisson como una distribucion que modeliza el
numero de ocurrencias a lo largo del tiempo, pero también sirve como
modelo para contar las ocurrencias que se producen a lo largo de un
espacio, o de otro soporte continuo.

m Por ejemplo, podemos modelizar mediante una distribucion de Poisson
el numero de puntos de oxido por metro de alambre, el numero de taras
por cada 10 m2 de tela, o el numero de pasas en una cucharada de
cereales para el desayuno.



Variables aleatorias continuas
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Soporte de una variable aleatoria continua

URJC

m Una variable aleatoria es continua si la cantidad de valores que puede
tomar es no numerable.

m E| soporte de una variable aleatoria continua esta formado por uno
O varios intervalos de l|la recta real.



Valores de una variable continua

E

URJC

Al contrario de lo que ocurre con las variables discretas, no se puede
conocer el valor exacto de una variable continua.

Tomemos como ejemplo el peso de una persona elegida al azar. El
peso es una variable aleatoria continua, ya que, en principio, puede
tomar cualquier valor del intervalo (0, c0).

Si medimos los pesos con una balanza que sea capaz de distinguir
hasta los kilogramos, y el resultado de la medicion es por ejemplo
62 Kilos, entonces todo o que podemos afirmar es que el peso de la
persona esta entre 61.5 kilos y 62.5 Kilos.

Si usamos una balanza mas precisa, capaz de medir hasta |los hecto-
gramos, v el resultado de |la medicidon es por ejemplo 62.3 kilos, lo
maximo que se puede afirmar es que el peso de |la persona esta entre
62.25 kilos y 62.35 Kilos...



Probabilidades sobre una variable continua

URJC

Dado que no es posible determinar el peso exacto de una persona,
;tiene sentido plantearse cual es la probabilidad de que la persona
pese exactamente una determinada cantidad?

Claramente, no. Pero si tiene sentido tratar de calcular, por ejemplo,
la probabilidad de que el peso de |la persona esté entre 60 vy 65 Kilos.

Para las variables aleatorias continuas, lo interesante no va a ser calcu-
lar probabilidades sobre puntos aislados, sino probabilidades de que
la variable se encuentre en el entorno de un punto, es decir, que tome
valores dentro de un determinado intervalo.

En las variables continuas, |la probabilidad de cada punto aislado es O,
esto es, se verifica

P(X=k)=0
para todo k£ € R.



Funcion de densidad. Propiedades
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Funcion de densidad de una variable continua

URJC

Para describir una variable aleatoria continua, X, hay que especificar
coOmo se distribuye la probabilidad a lo largo de su soporte.

Puesto que
P(X=k)=0

para todo k € R, no podemos describir la distribucion de probabilidades
de X mediante una funcidon de masa.

Supongamos que se dispone de n realizaciones de una variable aleatoria
continua X. Estos valores se pueden representar en un histograma de
frecuencias relativas.

Si se hace crecer n, es decir, si se toman cada vez mas realizaciones
de X, y se representan en un histograma con intervalos cada vez
mMas pequenos, el histograma tiende a una curva suave que describe
la distribucion de la variable. Esta curva limite recibe el nombre de
funcion de densidad, y la denotaremos por fx.



gl Concepto grafico de la funcion de densidad
|

URJC

hix)

-

hix)

= | [

hix)

f(x)

r=_-|[,,a




Propiedades de las funciones de densidad

URJC
m La funcion de densidad verifica las siguientes propiedades:
1. Es una funcidén no negativa, es decir, fx(x) > 0 para todo .

2. La integral de fx a lo largo de su soporte es 1, es decir,

- fx(x)dr =1.

Esto supone que el area que deja por debajo fx siempre es 1:

funcién de densidad

f(x)
0.15 020  0.25
| | |

0.10
|

0.05
|

0.00
|

0 5 10 15



Calculo de probabilidades sobre variables continuas

URJC

m La funcion de densidad de una variable continua X permite calcular
cualquier probabilidad acerca de dicha variable como un area:

P(XeA)= /AfX(:U) dr.
m En particular, para a < b, se tiene que

b
Pla<X <t = [ fx(@)da

Pfa<X<bf




Grafico: probabilidades sobre variables continuas

URJC

m Por ejemplo, en los diagramas siguientes aparecen senaladas las areas
que determinan las probabilidades

P(5< X < 10) y P(X <5)

para la variable aleatoria con la funcion de densidad del dibujo:

funcién de densidad funcién de densidad

0.20 0.25
| l
0.20 0.25
| l

0.15
|
0.15
|

—~ —~
X X
~— ~—
— —

P(5<X<10)

0.10
|
0.10
|

P(X<5)

0.05
|
0.05
|

0.00
0.00
|

0 5 10 15 0 5 10 15



Probabilidad de intervalos abiertos/cerrados

URJC

m Para las variables continuas, la probabilidad de cualquier punto a € R
es cero, ya que

P[X=a]=P[a§X§a]=/aan(:U)d:U=O.

m Por consiguiente, la probabilidad de un intervalo sera la misma si es
abierto que si es cerrado por cualquiera de sus extremos, pues l|os
extremos son puntos y por tanto tienen probabilidad nula:

Pla< X <b = Pla< X <}
= Pla< X <b]

= Pla< X <]

= [ ix@)dn



;. Estan bien definidas estas probabilidades?

URJC
m Las probabilidades calculadas a partir de una funcion de densidad veri-

fican los axiomas de Kolmogorov:

1. La probabilidad de cualquier suceso es no negativa:
P(xeA) = [ fx(a)dz >0,

2. La probabilidad del suceso seguro es 1:

@)

ix@de= [ fx@)de=1

P(XER)zP(—oo<X<oo)=/ .

3. Si A1 y As son disjuntos (es decir, si AN B =0), entonces

PIX€(A1Ud)] = [ fx()dr
= [, Ix@dz + [ fx@)da

= P(XecA)+P(XcAy).



Ejemplo: variable aleatoria continua

URJC

m Ejercicio 12: Una maquina fabrica ejes cuyos diametros (D), medidos
en metros, se distribuyen segun la funcion de densidad

2

XL .
3—2 SI T & [6, 10],
fp(x) =«

0 en caso contrario.

\

1. Comprobar que fp es una funcion de densidad.

2. Calcular P(T < D<9), P(D<8)y P(D >5).



Solucion al Ejercicio 12

URJC

1. Empecemos por comprobar que fp es, efectivamente, una funcion de
densidad.

Esto supone verificar que:

a) fp(x) > 0 para todo z € R

b) [ fp) de =1



Solucion al Ejercicio 12 (continuacion)
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m E| grafico siguiente representa fp:

05 ! T T ! T T

.45

(0.4

(.35

0.3
f(x)

(.25

0.2

(.15

(0.1

(.03




Solucion al Ejercicio 12 (continuacion)

URJC
a) Constatar que fp(z) > 0 para todo x € R es trivial.

b) La segunda propiedad supone comprobar que el area de la region del
plano comprendida entre fp vy el eje x es 1:

1.

0o [a? 0 102-62 100-36
6 64 64

6 3277 |64

0.5

045}
04}
035}
03}

109
025}
02+
015}
01}

0.05r

4 5 B i 8 9 10 1 12

m Por tanto fp es, en efecto, una funcion de densidad.



Solucion al Ejercicio 12 (continuacion)

URJC

2. Las probabilidades de que D tome un valor dentro de un determinado
conjunto se calcularan integrando fp en ese conjunto.

Por ejemplo, la probabilidad de que el diametro de un eje elegido al
azar mida entre 7 y 9 metros es

9 21° 81-49 1
P(7<D<9)=/ idw:x_ = = _=0.5
7 32 64| 64 2

0.5

045}
04+
035¢
03

f(x)
025¢
0.2r
015
01t

005F

11 12



Solucion al Ejercicio 12 (continuacion)

URJC

m De manera analoga podemos calcular la probabilidad de que el egje
mida menos de 8 metros o la de que mida mas de 5 metros:

P(D < 8)

P(D > 5)

0.5

045+

04}

035+

03F

fx)

0.25¢

02F

0151

01t

0051

8
/ L —
6 32

1

8

64| ¢

0.5

0454+

04}

0.35¢

_ f(x)

015}

i

— = 0.4375

:c2] _64-36 28 7

64 64 16

03F




Funcion de distribucion
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Funcion de distribucion para X continua

URJC

m Recordemos que |la funcion de distribucion de una variable aleatoria
X es la funcion Fy que asigna a cada t € R la probabilidad de que X
tome un valor menor o igual que t:

FXI ]R—)(O,l)
t— Fx (t) = P(X < t)

m Para las variables continuas, |la forma de calcular esta funcion de pro-
babilidad acumulada es integrando la funcion de densidad de la
variable hasta el punto ¢:

Fxy=pP(x<n=[

. fx(x) dx.



Ejemplo: funcion de distribucion

URJC

m Ejercicio 13: Retomemos la variable aleatoria D que indica el diame-
tro de los ejes, con funcion de densidad

7

XL .
3—2 SI T & [6, 10],
fp(x) =«

0 en caso contrario.

\

;. Cual es la funcion de distribucion de D7



Solucion al Ejercicio 13

URJC

m La funcion de distribucion de |la variable D es

P

0 Si t < 6,
! t2 — 36
Fp=pP<i=[ jp@=1""* sie<i<1o
1 si t > 10.




Ejercicio 13: calculo de probabilidades con F'p

URJC

m Conociendo la funcion de distribucion de D se puede calcular cualquier
probabilidad de esta variable sin necesidad de integrar.
m ASi, por ejemplo,

82 — 36
P(D < 8) = Fp(8) = = 0.4375

92 — 36
P(D>9)=1-—Fp(9) =1-— TR 1 —0.7031 = 0.2969

92 -36 T72-36
64 64

P(7T <X <9)=Fp(9) — Fp(7) = 0.5

82 — 36
P(8< X <11)=Fp(11) — Fp(8) =1 — = 0.5625




Grafico: funcion de distribucion de D (Fp)

URJC

funcién de distribucion de D
1 [ [ [ [

F(t)

11



Ejercicio 13: propiedades de Fp

URJC

m Observamos que F'p:

e Comienza en 0, ya que Fp(t) = 0 para todo t < 6.
e Termina en 1, ya que Fp(t) = 1 para todo t > 10.
e Es mondtona no decreciente.

e Es una funcion continua.

m Este es el aspecto que presentan en general las funciones de distribu-
cion de las variables aleatorias continuas.



Relacion entre F'xy vy fx

URJC

m E| teorema fundamental del calculo implica que, para variables con-
tinuas,
dFx ()

= fx(x).

m Ejercicio 14: Hallar la funcion de densidad de |la variable aleatoria
con funcion de distribucion

(0 sit<O
Fgp) =< t> sio<t<1,
\ 1 sit>1.

resolucion:......... pizarra




Esperanza y varianza
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Esperanza de una variable aleatoria continua

URJC

m La esperanza o media de una variable aleatoria continua X viene
dada por

E (X) =/ xfy(x) dr

Sx

m Al igual que en el caso de las variables discretas, es habitual denotar
la esperanza de una variable continua X por ux, O por wu.

m ux indica donde se encuentra el centro de gravedad o punto de
equilibrio de |la distribucion de probabilidad de X.



Visualizacion grafica de E(X)

URJC

m EXxcepto en los casos triviales, como por ejemplo las variables con den-
sidad simétrica, no es posible hallar E(X) sin recurrir a la integracion.
Pero si es posible visualizar geométricamente |la esperanza:

0 E [X]

|
|
0 E[X] | 0 -



Ejemplo: esperanza de una variable continua

URJC

m Ejercicio 15: Consideremos de nuevo l|la variable aleatoria D que
modela el diametro de |los ejes, cuya funcion de densidad era

2

XL .
3—2 SI T & [6, 10],
fp(x) =«

0 en caso contrario.

\

m L3 esperanza de D es

10 2

E(D) = /S fo(a:)dx=/6 :1:—/ —da:—
D
3 119 103-63 784
= |- _ 10 = 7 — 81667
32 x 3], 96 96

m Luego la longitud esperada de |los diametros de los ejes que fabrica
esta maquina es 8,1667 metros.



Grafico: esperanza de una variable continua

URJC

Esperanza de D
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Varianza de una variable aleatoria continua

URJC

m La varianza de una variable aleatoria continua,
V(X)=E|(X —p)?| = B(X?) - E*(X),

puede calcularse como

V(X) = /SX 22 fx (a) do — u%

= V(X) mide la dispersion de X alrededor de su punto de equilibrio, es
decir, alrededor de E(X).

m Al igual que en el caso de las variables discretas, es comun denotar la

varianza de una variable aleatoria continua 0%, o simplemente o2.

m La desviacion tipica de X es la raiz cuadrada de su varianza, y se
denota ox, 0 simplemente o.



Ejemplo: varianza de una variable continua

URJC

m Ejercicio 16: Para los diametros de los ejes de los ejemplos anteriores
tenemos que

10 42

ED:/ d=/ T dx =8.1667 m,
(D) = [, afp(@)do= [ 2 as
y

10 10 23 8704
EDQ:/ 2 d=/ x —/ — — 68 m>2
(D) = [ Prp@)de= [ o =T

m Por tanto, |la varianza de |os diametros de |los ejes es

V(D) = E(D?) — E?(D) = 68 — 8.1667° = 1.3056 m~.

m La desviacion tipica de D es

op = V/1.3056 = 1.1426 m.



Modelos continuos especiales
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Familias de modelos continuos

URJC

m Al igual que en el caso discreto, hay ciertos modelos de variables
aleatorias continuas que se repiten con mucha frecuencia.

B Vamos a analizar tres de las familias de distribuciones continuas apa-
recen con mayor frecuencia: la distribucion uniforme, la exponencial,
y la distribucion normal o gaussiana.



Distribucion uniforme
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Probabilidad uniformemente repartida

b

URJC

m Hay muchas situaciones en las cuales la probabilidad esta repartida de

manera uniforme entre |los valores del soporte

Consideremos por ejemplo una "rueda de la fortuna’ consistente en
dejar girar una aguja hasta que se para y medir el angulo que forma
esta aguja con el eje horizontal. En este caso, el resultado puede ser
cualquier angulo entre QY Y, 3600, y los angulos de igual amplitud tienen
la misma probabilidad de aparecer.

Otro ejemplo consiste en considerar un vehiculo que recorre con velo-
cidad constante cierto tramo desde el principio al final y viceversa. La
posicion de ese vehiculo en un instante elegido al azar, es una variable
aleatoria que puede tomar cualquier valor dentro del tramo conside-
rado, vy los fragmentos de dicho tramo con |la misma longitud tienen
también |la misma probabilidad.



Soporte y funcion de distribucion de X ~ U(a,b)

URJC

m Consideremos dos numeros reales, a y b, con a < b.

m L a variable aleatoria X sigue distribucion uniforme en el intervalo (a,b)
si su funcion de densidad es

(1
; Sl a < x <b,
fx(@)y= %79
\ 0 en el resto.
m De forma abreviada esto se denota
X ~U(a,b)

m L3 densidad de una variable uniforme es constante a lo largo de
su soporte. Por consiguiente, la probabilidad de que el valor de X
esté comprendido en un subintervalo de (a,b) depende unicamente
de la longitud del mismo, pero no de su posicion.



Graficos de distribuciones uniformes

URJC
funcion de densidad de U(1, 3): funcion de densidad de U(5,10):
ftx) fix)




Funcion de distribucion de X ~ U(a,b)

URJC

s Es facil (por ejemplo utilizando areas de rectangulos) comprobar que
la funcion de distribucion de una variable X ~ U(a,b) €s

e Si z < a,
t 1 t—a _
FX(t)zP[XSt]zf ; dx = { Si a <z <hb,
—o00 b—a b—a
1 Si x > b.

\

Funcion de distribucion de U(15.25)

1.0

0

0

04

02

0




Esperanza de X ~ U(a,b)

URJC
m La esperanza de una variable X ~ U(a,b) es

E(X)Z/b x a-+b

a b—a

es decir, el punto medio del intervalo (a,b):

a E(X) 5

m En cuanto a la varianza de la distribucion uniforme viene dada por

0= [ e () 05




Ejemplo: distribucion uniforme

URJC

m Ejercicio 17: Un coche recorre con velocidad constante el tramo que
va desde el kilometro 15 hasta el kilometro 25 de cierta carretera.

Sea

C = posicion del coche en un instante elegido al azar

expresada en kilometros.

1. ;i Qué distribucion tiene |la variable C'7 jCual es su funcion de den-
sidad? ;Y su funcion de distribucion?

2. iCual es |la probabilidad de que el un instante aleatorio el coche se
encuentre entre el kilometro 18 vy el kilometro 227

3. i+ Cual es valor esperado de C7



Solucion al Ejercicio 17

URJC

1. Puesto el que el coche se despaza a velocidad constante y observamos
SuU posicion en un instante aleatorio, la distribucion de P es uniforme
a lo largo de su soporte, es decir, entre en kildmetro 15 vy el 25:

C ~ U(15,25)

Por tanto, su funcion de densidad es

(1

—  Si 15 < x <25,
10

fo(z) =«

0 en el resto.

\

Integrando f- se obtiene que la funcion de distribucion de C' es

(0 x < 15,
— 15
Fo(z) =14 2 15 < z < 25,
10
! x > 25.



Solucion al Ejercicio 17 (continuacion)
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m Graficos:

Funcion de densidad de C Funcion de distribucion de C
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Solucion al Ejercicio 17 (continuacion)

URJC
2. La probabilidad de que P tome un valor entre 18 y 22 es
22 1 4

P[C € (18,22)] :/ ~ dr=— =04,
18 10 10

que puede calcularde de forma mas inmediata como

area favorable a C € (18,22) 4
area posible 10

P[C € (18,22)] = = 0.4.

3. El valor esperado de C es

15+25
==

20

E(C) =

Esto indica que la posicidon en |la que se espera que se encuentre el
vehiculo en un instante elegido al azar es el kildbmetro 20 de esta
carretera.



