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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo [EEIEHEIHIECEREUZIES

Andlisis de Fourier de senales no periddicas

Sefial aperiodica (no periédica)

Se puede considerar que una sefal aperiodica es una sefal periddica con periodo
infinito = el desarrollo en serie de Fourier de sefiales periddicas puede
generalizarse al caso no periddico.

Periddica Aperiddica
() z(t)
; | i |
_TO _Tl Tl TO t —T1 T1 t
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Andlisis de Fourier de senales no periddicas

Ejemplo del tren de pulsos rectangulares

AT | <kw07>
ap = Zsinc | =

TO ™
Ty es el periodo y wy = % es la pulsacién fundamental.
A
% %
—Ty —r/2 1 7/2 To t

En el limite en el cual Ty — oo los pulsos estardn tan separados que la senal
dejara de ser periddica.
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo [EEIEHEIHIECEREUZIES

Andlisis de Fourier de senales no periddicas

Si representamos:

™

ay - Ty = Atsinc (k;}OT)

para distintos valores de T veremos el efecto producido al separar cada vez mis los

pulsos.
To = 27, wo = 2
0= » Y0 = Ty
Il"oﬂlc
N
7N
/ \
/ \
\
/ \
/ \
/ \
—_—~ / \ —
- Pl I < N / \ N ~ T~
~__ - T < 7 b T~ ~_ -
~Ls \ L2wg 2wo\ / ~ - w
N i
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo [EEIEHEIHIECEREUZIES

Andlisis de Fourier de senales no periddicas

Si representamos:
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo [EEIEHEIHIECEREUZIES

Andlisis de Fourier de senales no periddicas

Si representamos:

™

ay - Ty = Atsinc (k;}OT)

para distintos valores de T veremos el efecto producido al separar cada vez mis los
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo [EEIEHEIHIECEREUZIES

Transformada de Fourier

Consideremos una sefial cualquiera periddica, &(t):

(1)

—Ty -, T, ¢

A partir de ella consideramos la versién aperiodica cuando T' = oc:

(1)

=Ty T t
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Definicidn de la transformada de Fourier

Senal periddica

La sefal #(t) se puede desarrollar en serie de Fourier:

o0
W= Y aer

k=—o00

1 [To/2 ‘
ap = — @(t)e Ihwot gt
To J-1y/2

Sefial aperiddica

La sefal z(t) se puede expresar en términos de la transformada de Fourier:

x(t) = %/ X (w)e?“tdw

oo

X(w) = / x(t)e I%tdt

—00

v
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., S
Relacién entre DSF y TF

i(t) (t)

(11 [

BT T, ¢ L [

Consideracién

Teniendo en cuenta que x(t) = Z(t) para |t| < To/2 y que z(t) = O fuera de ese intervalo, tendremos:

1 To/2 ; 1 To/2 ;
ap = —/ #(t)e IFwotar = —/ z(t)e IFwotgr —
To J—1y/2 To J—1y/2

1 e -
= — / z(t)e Ikw0t gy
To J-o

Teniendo en cuenta la transformada de z(t):

X(w) = /jo 2(t)e= it 4t
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo [EEIEHEIHIECEREUZIES

Relacién entre DSF y TF

il ] 1

‘
BT Tyt

Consideracién
Teniendo en cuenta que x(t) = &(¢) para [t| < To/2 y que z(t) = O fuera de ese intervalo, tendremos:

1 To/2 . 1 To/2 .
ap / :i(t)efjkwof’dt == / z(t)efjkwotdt =

T To Jory)2 To J—1y/2

1 oo p
:—/ z(t)e IF0t gy
To J-o
v

Teniendo en cuenta la transformada de z(t):

X(w) = /_oc o(t)e 7 dt

los aj, de la versién periddica se pueden expresar:

1 ( )
ar = — X (kw
k To ©
4

TS (s T ey € s ot
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., S
Relacién entre DSF y TF

i(t) x(t)

(11 [

1 -n'mn T, ¢ L [

Consideracion

Teniendo en cuenta que x(t) = Z(t) para |t| < To/2 y que z(t) = O fuera de ese intervalo, tendremos:

1 Ty /2 . 1 Ty /2 .
a = —/ #(t)e TFwotqs = —/ z(t)e IFU0tqr =
To J-14y2 To J-14y2

1 € _
= —/ z(t)e IH0t gy
TD — o0

»
los aj, de la versién periddica se pueden expresar:
1
ap = —X(kwo)
To
»
Lo cual explica la envolvente J
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., S
Relacién entre DSF y TF

Conclusion

@ La TF de la aperiodica es la envolvente del DSF de la periédica.
o El DSF de la periddica es el muestreo de la TF de la aperiddica.

1
ap = ?OX(kWO)

ITO%

\
\

I
/
- SO 1l | [ //I I\\ r Al | I\I N A0

—_ > L 1 < |17 —_—
~ agup T[e-o o |11 T o -
B A\l ‘/
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Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo [EEIEHEIHIECEREUZIES

Transformada de Fourier: definicidon

Ecuacién de andlisis: Transformada de Fourier

X(w) = /Oo x(t)e I@tdt

— 00

Ecuacién de sintesis: Transformada inversa de Fourier

1 [ .
z(t) = %/ X (w)ed“tdw
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4 .
Indice
@ Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo

@ Ejemplos de transformadas de Fourier

_ Tema 3. Anélisis de Fourier de tiempo continuo 2015-2016 12 /32



Transformada de Fourier de sefales de tiempo continuo

Ejemplos

Ejemplos de transformadas de Fourier

Ejemplol

Obtener la transformada de Fourier de la sefal:

z(t) =e “‘u(t) ; a>0

Resultado

X(w) = ;>0

1
a+ jw

X (w)l

@ (w)

—4 -3 -2 -1

e &, A ey € (g it
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Transformada de Fourier de sefales de tiempo continuo Ejemplos

Ejemplos de transformadas de Fourier

Ejemplo2

Obtener la transformada de Fourier de la sefal:

Resultado

X (w) = 7sinc (%)

Comprar con el DSF de la versién periddica:

_ Tema 3. Anélisis de Fourier de tiempo continuo 2015-2016 13 /32



RICUETIECERC ER ST R PR R AT IR Tabla de Transformadas de Fourier
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@ Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo

@ Tabla de Transformadas de Fourier
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Tabla de Transformadas de Fourier
Tabla de Transformadas de Fourier

k=—o00

Sefial Transformada
Sefal Periddica, con periodo T s

- 0 X(w) =27 Z akd(w — kwo)
z(t) = Z apetteot k=—oc0

z(t)=A

X(w) =21Ad(w)

x(t) = Aelo?t

X(w) =21Ad(w — wo)

z(t) = Acos(wot)

X(w) =mA[§(w — wo) + 6(w + wo)]

z(t) = Asin(wot)

X(w) = ;A [6(w — wo) — 8(w + wo)]

Pulso rectangular de anchura 7

oA [t <7T/2
“(”’{o, m>7/2’H(

t

T

)

_ 2Asin(wT/2)

X (w) m = Arsinc (%)

Pulso triangular de anchura 27

o) = AA (%)

X (w) = Arsinc? (;—;)

e &, A ey € (g it
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RICUETIECERC ER ST R PR R AT IR Tabla de Transformadas de Fourier

Tabla de Transformadas de Fourier

Sefial Transformada

> P — 27k
z(t) :n;mé(tfnT) X(w) = ?k;w(s(wa)
o(t) = sin(wt) X(w) = 1, |w| <we

mt 0, |w|>we
z(t) = Ad(¢) X(w)=A

2(t) = AS(t — to)

X (w) = Ae~deto

X(w) = ]iw + m(w)

x(t) = u(t)
2(t) = e~u(t), R(a) > 0 X(w)= = jjw
2(t) = te="*u(t), R(a) >0 X =1
(a+ jw)
tn—l Cat, B 1
x(t) = e 1)!(3 Lu(t), R(a) >0 X(w)= Gt o)

I T T T T
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Transformada de Fourier de sefales de tiempo continuo Propiedades
e

@ Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo

@ Propiedades de la transformada de Fourier
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Propiedades de la transformada de Fourier

Propiedad Sefial Transformada
x(1), y(t) X(w), YV(w)
1
z(t) = 5 X (w) = / o (t) e @dt
Definicié —co —co
elinicion x(t) Par X(w)=2  (t) cos(wt)dt
0
a(t) Impar X (w) =—2j / a (t) sin(wt)dt
0
Linealidad ax(t) + by(t) aX (w) +bY (w)
Desplazamiento
a(t —to) X (w)e It
en el tiempo
Modulacién a(t)elwot
Convolucién a(t) *y(t)
Multiplicacién x(t) - y(t)

Diferenciacion

Diferenciacién

en frecuencia

Integracién

Conjugacién

Escalado del tiempo (at) 1 (w)
z(at —X (=

y frecuencia Ja] a

Inversién temporal x(—t) X(~w)
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Propiedades de la transformada de Fourier

Propiedad Sefal Transformada
2(t), y(t) X(w), Y(w)
X(w) = X*(-w)
Simetria RAX (w)} = R{X (—w)}
sefiales reales x(t) S{X (W)} = =S {X (-~w)}

[X (@) =X (=)
Arg{X (w)} = —Arg{X (-w)}

Simetria sefales

x(t) real y par X (w) real y par
reales pares
Simetria sefiales . . L .
x(t) real y impar X (w) imaginaria pura e impar
reales impares
Descomposicién par e | z.(t) = §(z(t) + x(—t)) R{X (w)}
impar de sefiales reales | x,(t) = 3(2(t) — a(—t)) FS{X (w)}
t G(w

Dualidad 0 ©)

Gl 2mf(-w)

Relacién de Parseval para sefiales aperiédicas

=T )
E= [ la@))dt= = [ |X (w)]’dw
[rera=5 [1x@Praw
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RICHEETERC SN ST R P R IR LTI Transformada de Fourier de sefales periédicas
e

@ Transformada de Fourier de sefiales de tiempo continuo

@ Transformada de Fourier de sefiales periddicas
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RICHEETERC SN ST R P R IR LTI Transformada de Fourier de sefales periédicas

Transformada de Fourier de seiales periddicas

Hasta ahora

@ Sefales periédicas — DSF
@ Sefiales aperiédicas — TF

Se puede calcular la TF de una sefal periédica??

Sea la siguiente sefal: ‘
f(t) = 70t & F(w) = 2m(w — wo)

Si ahora consideramos la sefal:
o0
z(t) = E apekeot
k=—o00

Su transformada sera:

X(w) = Z 2mad(w — kwp)

k=—oc0
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RICHEETERC SN ST R P R IR LTI Transformada de Fourier de sefales periédicas

Transformada de Fourier de seiales periddicas

Proposicion:

La transformada de Fourier de una senal periddica consiste en un tren de impulsos
(deltas) equiespaciados en frecuencia.

Expresidn de la transformada

x(t g apelFot o X(w g 2mapd(w — kwo)
k=—o0 =—o00
y
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Transformada de Fou es de tiempo continuo Relacién de Parseval
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Transformada de Fourier de sefales de tiempo continuo Relacién de Parseval

Relacion de Parseval

Sefales definidas en energia
Son aquellas en las cuales la energia es finita. Cumplen por tanto:

oo

E, :/ le(t)Pdt < o
— 00
En ese caso también se puede calcular la energia a partir de la transformada de Fourier:
o0
E, = / X () 2w
— 00

Por esta razén, el espectro de amplitudes estd relacionado con la distribucién de la
energia en la frecuencia.

_ Tema 3. Anélisis de Fourier de tiempo continuo 2015-2016 24 /32



Transformada de Fou es de tiempo continuo Convergencia
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Convergencia de la transformada de Fourier

Condiciones de Dirichlet

Condicién 1. z(t) debe ser absolutamente integrable:

/m lw(t)]dt < oo

Ejemplo donde no se cumple:
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Transformada de Fourier de sefales de tiempo continuo Convergencia

Convergencia de la transformada de Fourier

Condiciones de Dirichlet

Condicién 2. z(t) debe tener un ndmero finito de méximos y minimos dentro de
cualquier intervalo.

Ejemplo donde no se cumple:
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Transformada de Fourier de sefales de tiempo continuo Convergencia

Convergencia de la transformada de Fourier

Condiciones de Dirichlet

Condicién 3. z(t) debe tener un niimero finito de discontinuidades dentro de
cualquier intervalo finito y éstas deben ser finitas.

Ejemplo que no cumple

Sefial compuesta por infinitas secciones donde cada una de ellas tiene la mitad de
anchura y de altura que la anterior. Estd definida en el intervalo (0,16).

T T
8 16t
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI
e

© Respuesta en frecuencia de sistemas LTI
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI

Respuesta en frecuencia de sistemas LTI

Dominio del tiempo
Sea un sistema LTI, la salida y(t) es: J
() —] Sistema LTI () = 2(t) = h(D)
h(t)
Dominio de la frecuencia
Si obtenemos las transformadas de Fourier de x(t), y(t), h(t) y aplicamos la propiedad de
la convolucién de la transformada de Fourier:

Sistema LTI
H(w)

X(w)— ——Y () = X(w) - H(w)
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Respuesta en frecuencia

Definicién
Despejando H(w):
H(w) = 32 = [H(w)| - e

@ La transformada de Fourier de la respuesta al impulso, H(w), se le conoce
como respuesta en frecuencia del sistema.

@ Su médulo, |H (w)]|, se conoce como médulo de la respuesta en frecuencia o
respuesta en amplitud.

@ La fase, ¢(w) se conoce como respuesta en fase.
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Respuesta en frecuencia

Efecto de la respuesta en frecuencia:

Tiene un efecto de filtrado:

@ si |[H(w)| es nulo o casi nulo en unas determinadas frecuencias, esas se
eliminardn y no estardn en la seiial de salida.

@ Si |H(w)| tiene un valor “grande" en unas frecuencias, estas apareceran
reforzadas a la salida.
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI Autofunciones de un sistema LTI
e

© Respuesta en frecuencia de sistemas LTI
@ Autofunciones de un sistema LTI
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Respuesta de un sistema LTI a una exponencial compleja

Autofuncién

Sistema LTI

x(t) = edwot h(t)

Las exponenciales complejas son autofunciones de los sistemas LTI:
2(t) = eI — y(t) = / R(7)e? T dr = H(w) - eI*0t
—o0

H(wp) = / h(r)e™“°Tdr — Autovalor (Respuesta en frecuencia)

€7t 5 Autofuncién

Conclusién

Si la entrada es z(t) = e/*! |a salida sera:

u(t) = H(n) -
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI Autofunciones de un sistema LTI

Respuesta de un sistema LTI a una senal sinusoidal

Problema:

Si se introduce a la entrada una sefial sinusoidal:
x(t) = A - cos(wot + )

Se puede poner en forma exponencial mediante la relacién de Euler:

x(t) —A- % (ej(umw) +e*]‘(u)ut+9)) _ é . ed0 . gdwot + é R
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI Autofunciones de un sistema LTI

Respuesta de un sistema LTI a una senal sinusoidal

Aplicando la propiedad de linealidad y de autofuncién:
A . A ) )
y(t) = H(wo) - 7 e1? - 70t - H (—wp) - 7" eI . emdwot

i A 4 . A . .
y(t) = |H(wo)| - eldwo) . 5 el? . &40t 4| H(—wp)| - e?¢(-w0) . 5 Le—0 . g—iwot

Consideracién

Si el sistema es real se cumplen las siguientes propiedades de la transformada:

|H (w)| = [H(=w)]
P(w) = —¢(-w)

(@) = (-0 > {
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Respuesta en frecuencia de sistemas LTI Autofunciones de un sistema LTI

Respuesta de un sistema LTI a una senal sinusoidal

Usando esta propiedad:

) = [H(wo)| - 440 - 2 cIont | ()] e Dm0 it
Finalmente:
(1) = | () & (Se0th048) o g=slentrorotan)
y(t) = A-|H(wp)| - cos(wot + 0 + ¢(wo)) |
Conclusién

@ El coseno es atenuado o amplificado por el médulo de la respuesta en frecuencia y se
desfasa con la fase de la respuesta en frecuencia.
@ En ambos casos la respuesta en frecuencia se evaliia en la frecuencia del coseno.
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