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Sistemas LTI. Introduccion

Sistemas LTI. Introduccién

Sistemas LTI
Sistemas lineales e invariantes en el tiempo: “Linear and Time-Invariant”.
@ Podemos desarrollar una relacién E/S muy especial (convolucién)

@ Conociendo el comportamiento frente a un impulso conocemos todo.

Utilidad

Son muy dtiles para modelar procesos, analizarlos, predecirlos...

e p— TR
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Sistemas LTI de tiempo discreto Respuesta a un impulso

Respuesta al impulso

Definicién de h[n]:

Si la entrada de un sistema LTI es un impulso, §[n], la salida se denomina
respuesta al impulso y se denota h[n].

2[n] = dln]—|Sistema | ] = k7]

Utilidad:

Permite calcular la salida de un LTI frente a cualquier entrada...

e p— SRS



Respuesta a una entrada arbitraria
Representacién de una seial arbitraria

Sea una sefial cualquiera, se puede expresar:

e p— ST



Respuesta a una entrada arbitraria
Representacién de una seial arbitraria

z[n]
2 b
1O T
—O0—0—=0 * O——0O——0——
—4 -3 -2 %‘l 1 B 1 2 3 4 n
—2
z[—1]0[n + 1]
2 b
|k
—O—O—0O0—O0—
—4 -3 -2 1 B 1 2 3 4 n
—2

e p— ST



Sistemas LTI de tiempo discreto Respuesta a una entrada arbitraria

Representacién de una seial arbitraria

—2
z[0]6[n]
. L
e
—O0—O0—0O0—0O0—1—O—O—0O—0O—
—4 -3 —2 -1, L 1 2 3 4 n
—2

e p— ST



Respuesta a una entrada arbitraria
Representacién de una seial arbitraria

z[n]
2 b
1 (r T
—O0—0—0 * O——O0——0——
—4 —3 —2 él I 1 2 3 4 n
—2
z[1]6[n — 1]
2 b
|k
—O0—O0——0—0—=<
_4 3 2 -1, L 1 2 3 4 n
P

z[n] = z[-1]é[n + 1] + z[0]d[n] + z[1]d[n — 1]

En general:
o0

x[n] = Z x[k]d[n — K]

k=—o0

e p— RS
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Sistemas LTI de tiempo discreto Respuesta a una entrada arbitraria

Respuesta a una entrada arbitraria. Suma de convolucién

a[n] yln] = T{eln]}

el =Y x[k]-é[nfk]M)y[n]:T{ ST xlk] Sn— k]

Linealidad:

k=—o00 k=—o00

3 el T {5l — k)

k=—o00
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Sistemas LTI de tiempo discreto Respuesta a una entrada arbitraria

Respuesta a una entrada arbitraria. Suma de convolucién

a[n]——{Sistema F——y[7] = T{=[n]}

zfnl= Y w[k]-&[nfk]My[n]:T{ ST xlk]-6n— k]

Linealidad:

k=—o0c k=—oc0

bt N 2 (K] T {6 — K]}

k=—o00

Invarianza temporal:

}:

5[n] - hln] = T{3[n]}
5[n—k]—’ hln — k] = T{5[n — K]}

y [TL] hwa;iante Z x [k] h [TL _ k]

k=—o00

Sefales y Sistemas Tema 2. Sistemas LTI

2015-2016

8/33



Sistemas LTI de tiempo discreto Respuesta a una entrada arbitraria

Respuesta a una entrada arbitraria. Suma de convolucién

z[n] y[n] = T{a[n]}

e = > x[k]‘ﬁ[n—k]M)y[n]:T{ ST xlk] Sn -k

Linealidad:

k=—o0c k=—o00

Hzeel ST k] T {5 [n — K]}

k=—o00

Invarianza temporal:

}:

6[n] - hin] = T{d[n]}
5[n—k]—’ hin — k] = T{o[n — K]}

y [TL] hwa;i,anle Z x [k] . h [77, _ k]

k=—o00

Relacién entrada/salida
oo

y[n] = Z z[k]-hn—k] =z[n]*hn]

k=—oc0

Sefales y Sistemas Tema 2. Sistemas LTI
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Sistemas LTI de tiempo discreto Respuesta a una entrada arbitraria

Conclusiones

2[n——{Sistema| y[n] = a[n] * hin]

Conclusiones:

@ h[n] permite calcular la salida de un sistema LTI frente a cualquier entrada
como la convolucién entre z[n] y h[n].

@ h[n] caracteriza completamente a los sistemas LTI.

Ejemplo de convolucién

Convolucién en tiempo discreto (link)

e p— SRS


http://www.jhu.edu/~signals/discreteconv2/index.html

Propiedades de la suma de convolucién
Propiedades de la convolucion

@ Conmutativa

a[n]>| hln] > y[n] = z[n] * h[n] & hln] yln] = hin] + z[n]

@ Asociativa

@ Distributiva respecto de la suma

e p— RS
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Propiedades de la suma de convolucién
Propiedades de la convolucion

@ Conmutativa

@ Asociativa

y[n] =z [n] * (ha [n] x ho [n]) = (x [n] * by [n]) * A [n]

wln]
aln)—| hu[n] |—— ha[n] |~yIn]
2ln}—{ ha[n] * ha[n] |y [n]

@ Distributiva respecto de la suma

e p— e 0/



Propiedades de la suma de convolucién
Propiedades de la convolucion

@ Conmutativa
@ Asociativa

@ Distributiva respecto de la suma

[n] = @ [n] * (ha [n] + ha [n]) = z [n] + by [n] + 2 [n] * hg [n]

<

e p—
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Propiedades de la suma de convolucién
Propiedades de la convolucion

@ Convolucién con una delta

y[n] ==z [n]xd[n—mno| = Z x[m]d[n—mno—m]=xz[n—n

m=—0o0

e p— TR E



Sistemas LTI de tiempo discreto Ejemplos de suma de convolucién

Suma de convolucién. Ejemplo

Realizar la suma de convolucién de las senales:

747372711 12 3 4 n

Sefales y Sistemas Tema 2. Sistemas LTI

2015-2016
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Suma de convolucién. Ejemplo

Realizar la suma de convolucién de las senales:

747372711 12 3 4 n

Solucién:

y[n]

%Q?T T?@%

—4 —3 -2 =

e p— STV ES



Sistemas LTI de tiempo discreto Ejemplos de suma de convolucién

Suma de convolucién. Ejercicios

Ejercicio

Obtener la secuencia de salida y[n] en los siguientes casos:
Q z[n]=uln];hn] =uln
Q z[n] = (%)n ~uln];hn] =2" - uin)

Aplicacién: deteccién de la posicién

Obtener la convolucién entre z[n] = uln + 1] —un — 2] y
hin] = u[n — 3] — u[n — 6].

e p— TRy ES
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Sistemas LTI de tiempo continuo Respuesta a un impuslso

Respuesta al impulso

Definicién de h(t):

Si la entrada de un sistema LTI es un impulso, 4(t), la salida se denomina
respuesta al impulso y se denota h(t).

2(t) = 5(t)—— Sistema y(t) = h(t)

Utilidad:

Permite calcular la salida de un LTI frente a cualquier entrada... J

e p— STy ES



Sistemas LTI de tiempo continuo Respuesta a una entrada arbitraria

Representacién de senales continuas en términos de
impulsos

Sea una sefial cualquiera, x(t),

por la propiedad de la delta se puede expresar::

e p— e 10/ 5



Respuesta a una entrada arbitraria
Respuesta de los sistemas LTI. Integral de convolucién

y(t) = T{x(t)}

x(t)

Linealidad:

r(t):/_O;r(f)~6(t—7)-drM>y(t):T{/°°x(T).5(t_T).dT}:

—00

e p— STV ES



Respuesta a una entrada arbitraria
Respuesta de los sistemas LTI. Integral de convolucién

y(t) = T{a(t)}

a(t)

Linealidad:

x(t):/_O;r(f)~6(tfr)-drM>y(t):T{/wx(T).a(tff).dT}:

—00

“’E’”/jo o(r)-T{5(t—7)}-dr

e p— STV ES



Respuesta a una entrada arbitraria
Respuesta de los sistemas LTI. Integral de convolucién

a(t) y(t) = T{a(1)}

Linealidad:

:E(t):/:::E(T)-d(tf'r)-dTMy(t):T{/ooI(T)-tS(th)-dT}:

—o00

“”:e“l/jo 2(r) T{5(t—7)}-dr

Invarianza temporal:

S(t . h(t) = T{s(t
ot (7)7)—’ h(t 7(73 = Tisgt)i )}

e p— STV ES



Respuesta a una entrada arbitraria
Respuesta de los sistemas LTI. Integral de convolucién

y(t) = T{x(t)}

x(t)

Linealidad:

r(t):/_ZI(T)~6(t—7)-drM>y(t):T{/mx(T).5(t_T).dT}:

—o00

Lincal /jo w(r) - Tt —7)}-dr

Invarianza temporal:
a(t) - h(t) = T{d(t)
5t — - LSistema h(t—7) = T{8(t E )}

y(t) I'eragante / z (7_) -h (t _ 7_) .dr

e p— STV ES



Respuesta a una entrada arbitraria
Respuesta de los sistemas LTI. Integral de convolucién

y(t) = T{x(t)}

x(t)

Linealidad:

r(t):/_ZI(T)~6(t—7)-drM>y(t):T{/mx(T).5(t_T).dT}:

—o00

Lincal /jo w(r) - Tt —7)}-dr

Invarianza temporal:
a(t) - h(t) = T{d(t)
5t — - LSistema h(t—7) = T{8(t E )}

y(t) I'eragante / z (7_) -h (t _ 7_) .dr

e p— STV ES



Respuesta a una entrada arbitraria
Respuesta de los sistemas LTI. Integral de convolucién

y(t) = T{x(t)}

a(t)

Linealidad:

x(t):/_Zx(f)~5(tff)-drM>y(t):T{/mx(T).a(tff).dT}:

—o00

Lipeal /jo w(r) - T{(t—7)}-dr

Invarianza temporal:
o(t) : h(t) = T{é(t)}
ot — T)— ht—71)=T{é(t—71)}
y(t) Invaglante /:DO z (7_) h (t - 7_) dr

Relacién entrada/salida

e p— STV ES



Sistemas LTI de tiempo continuo Respuesta a una entrada arbitraria

Conclusiones

y(t) = (t) * h(t)

Conclusiones:

@ h(t) permite calcular la salida de un sistema LTI frente a cualquier entrada
como la convolucién entre x(t) y h(t).

@ h(t) caracteriza completamente a los sistemas LTI.

Ejemplo de convolucién

Convolucién en tiempo continuo (link)

e p— TRy ES


http://www.jhu.edu/~signals/convolve/index.html

Propiedades de la convolucion

@ Conmutativa
y)=x(t)xh(t)=h(t)«z(t)

@ Asociativa
@ Distributiva respecto de la suma

@ Convolucién con una delta

e p— STy ES



Propiedades de la convolucion

@ Conmutativa

@ Asociativa

y () =@ (8) * (ha (8) * ha (1)) = (x (£) * ha (£)) * ha ()

@ Distributiva respecto de la suma

@ Convolucién con una delta

e p— STy ES



Propiedades de la convolucion

@ Conmutativa
@ Asociativa

@ Distributiva respecto de la suma
y(t)=x(t)* (he(t) + ha(t)) =2 (t) * hy (t) + x (t) * ha (t)

@ Convolucién con una delta

e p— STy ES



Propiedades de la convolucion

@ Conmutativa
@ Asociativa
@ Distributiva respecto de la suma

@ Convolucién con una delta

y(t)zx(t)*é(t—oz):/oox(T)é(t—oc—T)drzx(t—oz)

e p— STy ES



Integral de convolucién. Ejemplo

Realizar convolucién de las senales:

h(t) z(t)
. |k
1 1
l I l l I l
—2 —1 1 2 t —2 —1 1 2 t
Solucién:
y(t)
1.5
1.0
0.5

e p— S 20/ 56



Integral de convolucién. Ejercicios

Ejercicio

Obtener la sefial de salida y(t)
Q & (t)=u(t)h(t) =u ()
Qur(t)=et-ul@);ht)=u(t)—ult—1)

en los siguientes casos:

e p— RS
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Propiedades de los sistemas LTI Memoria

Memoria en los sistemas LTI

Entrada/Salida

La sefal de salida solo depende de la entrada en el instante actual

Respuesta al impuslso (LTI)

[ee]

vl = 3 ol -hln—H, y@)= [ o) hit-n)-dr
k=—c0 —00
Un sistema LTI no tendrd memoria si se cumple:
hin—k]=0, k#n = hn—k]l=Kd[n—k| = |h[n|=Kd[n]

h(t—7)=0, t#7 = h{t—-7)=K-0(t—71) = |h(t)=Kd(t)

e p— STy ES



Propiedades de los sistemas LTI Causalidad

Causalidad en los sistemas LTI

Entrada/Salida

Un sistema es causal si depende de la entrada en instantes anteriores o el actual.

y

Respuesta al impulso (LTI)

sil= 3 ek w0 = [ kG-

k=—o0 —00

Un sistema LTI seréd causal si se cumple:

En estas condiciones:

o] =S hHzln— k), y(t) = / el — e

k=0

e p— S 20/ 5



Propiedades de los sistemas LTI Estabilidad

Estabilidad en los sistemas LTI

Entrada/Salida

Un sistema que genera una senal acotada si la entrada esta acotada.

Respuesta al impulso (LTI)

i hlk]z[n — k]

lz[n]| < B = |yln]| =

k=—oc0

< > |hKaln—k< > |pk]lleln -k < B Y |k[k]| < oo
k=—oc k=—oc k=—oc
Un sistema LTI sera estable si se cumple:
oo o0
S kK] < oo / Ih(8)] - dt < oo
k=—o0 S
Tema 2. Sistemas LTI

2015-2016 25 /33



Propiedades de los sistemas LTI Estabilidad

Ejemplos

o0 o0

Yo k= Y ul

k=—o0 k=—o0

Sefales y Sistemas

k

k=0

Tema 2. Sistemas LTI

oo
| = Zl — 00 = Sistema Inestable

2015-2016
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Ejemplos

OMU—/;fﬁ%W

En primeri‘lu‘gar obtenemos h(t):

h(t)z[ §(r)-dr = u(t)

Aplicamos la propiedad:

[ee] o)

> il |

k=—oc0 -0

lu(t)] - dt = / 1-dt +00 = Sistema Inestable
0

e p— STy ES



Invertibilidad de sistemas LTI

Entrada/Salida

Si existe un sistema capaz de recuperar z[n] a partir de y[n]

Respuesta al impuslso

8
—~
~
~
>
—~
~
~—
<
—
~~
~
>
<
—~
~
~—
I
—
o~
~—

=
S,
|

Un sistema LTI sera invertible si se cumple:

2) = (@ @) xh @) xhi(t)=2(t) = [hB)xhi(t)=06()|

2] = (@[l «h[n)) «hi[n) = z[n] = |h[n]*hiln] = ]|

v

N e p—
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Inveribiidad
Ejemplo

Sea el sistema:

La respuesta al impulso sera:

e p— STy ES



Inveribiidad
Ejemplo

Sea el sistema:

n

yi= Y 2l

k=—o0

La respuesta al impulso sera:

hln)= Y o[k =u[n]

k=—o0
Obtencién del sistema inverso:
n n—1
ylnl= Y alkl=cm+ > zkl=z[]+yh—1]
k=—o00 k=—o00

Sistema Inverso:
zlnl=y[n]-y[n-1]

La respuesta al impulso sera:

hi[n]=46d[n]—d[n—1]

Sefales y Sistemas Tema 2. Sistemas LTI
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Inveribiidad
Ejemplo

Sea el sistema:

n

yi= Y 2l

k=—o0

La respuesta al impulso sera:

hln)= Y o[k =u[n]

k=—o0
Obtencién del sistema inverso:
n n—1
ylnl= Y alkl=cm+ > zkl=z[]+yh—1]
k=—o00 k=—o00

Sistema Inverso:
zlnl=y[n]-y[n-1]

La respuesta al impulso sera:

hi[n]=46d[n]—d[n—1]

Los dos sistemas actuando en serie:

hin]*h;[n]=uln]*([n]—dn—1])=un]—un—1=4[n]

Sefales y Sistemas Tema 2. Sistemas LTI

2015-2016
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Sistemas descritos por ecuaciones en diferencias
e
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Sistemas descritos por ecuaciones en diferencias

Sistemas descritos por ecuaciones en diferencias

Relacién entrada/salida

La entrada y la salida estan relacionadas a través de una ecuacién en diferencias
lineal con coeficientes constantes de orden IV:

Zak y[n — k] :Zbk-m[n—k]
k=0 k=0

e p— STV ES



Sistemas descritos por ecuaciones en diferencias

Solucién:

La salida se obtiene despejando y[n] de forma recursiva:

yln] = &—10 {Zbk-x[n—k] —Zak y[n—k]}
k=0 k=1

Para la obtencién de y[n] se necesitan un conjunto de condiciones auxiliares,
y[=N], y[=N+1], -, y[-1].

Condicién de reposo inicial

Si las condiciones auxiliares son nulas, el sistema se dice que parte del reposo
inicial y pasa automaticamente a ser LTI causal

Sistemas IIR

Se denomina IIR porque su respuesta al impulso tiene longitud infinita (Infinite
Impulse Response)

v

e p—

31/33



Sistemas FIR

En el caso particular de que N = 0:

y[n]=%{Zbk-x[n—k]—zak-y[n—k]} ZZZ—z-x[n—k]
k=0 k=1 k=0

La salida no depende de las condiciones auxiliares sino sélo de la entrada, siempre
es LTI.

Respuesta al impulso:

by

— Vv <n<M
Ml =g 7 =TS

0 resto

FIR

Se les llama sistemas FIR porque su respuesta al impulso es de longitud finita
(M + 1), (Finite Impulse Response).

e p— STV ES



L Sisiemss descitos por ccuaciones en diferencias |
Calculo a partir de las condiciones auxiliares

Ejemplo
Dada la ecuacién en diferencias:

yln] = gyl — 1] = 2l

@ Obtener el valor de y[n] para cualquier valor de n. Se sabe que y[—-1] =ay
que z[n] = 34[n].

Q@ Supongamos que el sistema parte del reposo inicial, por lo tanto es LTI
causal. Obtener la respuesta al impulso.

Solucién

v

e — TGS
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