Estructuras Algebraicas

1.4. Isomorfismos en grupos

Dos grupos (G, x1) y (G', *2) son isomorfos, y se escribe G ~ G’, si existe una aplicacién biyectiva
¢ : G — G’ tal que para todos z,y € G se verifica que

oz *1y) = d(x) *2 d(y)

La aplicacién ¢ se denomina isomorfismo de grupos

Isomorfismos en grupos ciclicos

1. Todo grupo ciclico (G, *) de orden infinito, es isomorfo a (Z, +)

2. Todo grupo ciclico (G, *) de orden n, es isomorfo a (Z,,, +)

Producto de grupos ciclicos

El grupo (Zy, X Zp, +m X +5) es isomorfo a (Zyn, +mn) si y sélo si med(m,n) =1

Definicion de producto directo interno

Sea (G, *) un grupo y sean H < Gy K < G.
Se dice que el grupo G es producto directo interno de los subgrupos H y K si se verifica que:

1. HNK = {e}
2. G=HK ={h+k:he HkeK}

3. Los elementos de H y de K conmutan: Vhe H k€ Keshxk=kxh

Relacion entre producto directo interno y producto directo

Si (G, *) es producto directo interno de los subgrupos H y K entonces G ~ H x K

Teorema de Cayley

Todo grupo de orden n € N es isomorfo a un grupo de permutaciones.



Estructuras Algebraicas

1.4. Problemas

1

. En el grupo (S4,0) sea H ={e=(1),a=(1,2)(3,4),b = (1,3)(2,4),c = (1,4)(2,3)}

a
b

Demostrar, mediante la construccién de su tabla de Cayley, que H es abeliano.

)
) Estudiar si existe un isomorfismo de (H,o) en (Za X Za, +2 X +2).
a) Estudiar si (Ug,-g) =~ (Z4,+4)
N . 10 1 0 -1 0 -1 0
b) Estudiarsi (Us,-s) = (M, ), siendo M = {( 0 1 ) , ( 0 —1 > ,< 0 1 > , ( 0 —1 )},
con el producto usual de matrices

Entre los grupos (Zn, +n), (Un,n)s (Dn,0), (Sn,0), (Zy, X Zipy, +n X +m) ¥ cuaterniones, encon-
trar uno isomorfo a (V-), siendo - el producto usual de matrices y

100 1 00 010 0 01 0 01 010
v={{O10],{0O011])],lTO0O0(|,{f20O0],{O01O0],l001]}
0 01 010 0 01 010 1 00 1 00
1 a b
Estudiarsi (H={[ 0 1 0 | :a,b€ Zs},-3) es isomorfo a (Zg,+9) 0 a (Zs x Zs3,+3 X +3)
0 01
1 a b
Demostrar que G ={| 0 1 ¢ | :a,b,c € Zy} con la operacién producto de matrices, médulo
0 0 1

2, es isomorfo a Dy.
Estudiar si existe algtin isomorfismo entre el grupo (C*,-) y el siguiente subgrupo de GLo(R):
c:{< _“b b ) ca,b € R} < GLy(R)

a

Se considera el grupo (G = R—{—1}, ), siendo a*b = a+ b+ ab. Demostrar que el grupo (G, *)
es isomorfo al grupo (R*,)

Probar que D4 no puede ser producto directo interno de dos subgrupos propios.

Probar que Dg es producto directo interno de dos de sus subgrupos propios.



