Capitulo 5

De vuelta a los principios de la
Combinatoria. Desarreglos

Para este capitulo se ha dejado algunas partes de la Combinatoria que hubiesen te-
nido su lugar natural previamente en capitulos anteriores, pero que al requerir bien
conocimientos previos atin no vistos o una cierta capacidad de abstraccién y razona-
miento deductivo que no eran posibles presuponer, se han pospuestos para el final del
desarrollo de los contenidos de la Combinatoria de este curso.

5.1. Principio de Inclusién-Exclusién

En capitulos anteriores ha habido muchas ocasiones de aplicar el Principio de Inclusién-
Exclusién, del que se dio una justificacion al inicio de esta materia. Ahora vamos a dar
una demostraciéon del mismo. Veremos primero los casos de la unién de dos o de tres
conjuntos y finalmente veremos el Principio en su caso general.

Teorema 5.1 Sean Ay B subconjuntos dentro de un cierto conjunto U. Se verifica que

|AUB| =|A|+|B| — |ANB|.

Demostraciéon. Vamos a descomponer los conjuntos A, By A U B en unién de conjuntos

disjuntos. Es facil comprobar que

A= (A\B)U(ANB), B=(B\A)U(ANB), AUB = (A\B)U(ANB)U(B\A).
(5.1)

Ahora bien, los tres conjuntos que aparecen en los segundos miembros de las tres igual-
dades anteriores (5.1) son disjuntos dos a dos. En efecto,

(A\B)N(ANB)=(ANB)N(ANB)=AN®=0Q, (5.2)
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(A\B)N(B\A)=(ANB)N(BNA)=ANONA=0Q, (5.3)
(ANB)N(B\A)=(ANB)N(BNA)=ANBNA=0Q. (5.4)
Siendo los anteriores conjuntos dos a dos, de (5.1) se sigue que |A \ B| = |A| — |A N B]

y |B\ A| = |B| — |AN B|, por lo que se sigue que

|AUB| = |A\B|+|ANB|+|B\ A
|A|—|ANB|+|ANB|+|B|—|ANB]
= |A|+|B|—-]ANB].

OJ

Hemos visto ya, en el Capitulo 1, el Principio de Inclusién-Exclusién en el caso de tres
conjuntos. Ahora vamos a demostrarlo.

Teorema 5.2 Sean Aj, Ay, Az subconjuntos de un cierto conjunto U. Se verifica que

|AyUAUAs| = |Aq] + |Ag| +|As| — [A1 N Ag| — |A1 N As| — |AaN A3 + [A1 N AN Asl.

Demostraciéon. Haciendo uso del teorema anterior y de las propiedades de la unién e

interseccién de conjuntos tenemos

[A1UAUA3| = |A1 U (AU Ag)|
= [A1|+[A2UB[ —|A; N (A2 U A3)|
= |A1| + A2+ |A3| — A2 N As| — [(A1 N A2) U (A1 N A3z)|
= |Ar] 4 [A2| + [As| = [A2 N Ag| = (|A1 N Ag| 4 [A1 N Az| — (A1 N A2) N (A1 N A3)])
— A1+ |A2] + |As| — |A1 N Ag| — |AL N As| — A2 N As| + | A1 0 As N As).

Vemos ahora el Principio de Inclusién-Exclusién en el caso general.

Teorema 5.3 Sean Ay, ..., A, subconjuntos de un cierto conjunto U. Al complementario de
cada A;, U\ A, lo denotamos por A; = U \ A;. Se verifica que

n
AN A = U= )Y A+ Y A, N AL =) AL NAL N AL+ ... 65
~ .

1=
+ (DY A N AL NN A e+ (FD)"AT N AN N Ay,
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donde, para2 < k < n, las sumas |A1-1 NA,N...N A,-k| se extienden a todas las combina-
ciones de orden k, {iy, i, ...,ix}, de {1,...,n}.

Demostracién. Sea x € U. Si x no pertenece a ninguno de los conjuntos A;,i € {1,...,n}

entoncesx € A;1N...NA,, por lo tanto al hacer el cardinal de ese conjunto, \Al N...N
A, |, ese elemento x aporta o suma un 1 al valor de ese cardinal. Como x € U pero
x ¢ Aj, paratodoi € {1,...,n}, ese elemento x contribuye también con un 1 al lado
derecho de (5.6).

Supongamos que x pertenece a p conjuntos A;, siendo 1 < p < n. Entonces es claro que
x¢g€ AiN...NA,, luego al calcular su cardinal ese elemento x aporta 0 al mismo. Ahora
bien, x € U, luego aporta 1 al calcular |U| y, por otra parte, x pertenece a p conjuntos
A;, luego al calcular }_ | A;| este elemento x aporta p a esa suma de cardinales. Ademas,
el ntiimero de veces que este x se cuenta en la suma ) |A; N Ai].|, estando la suma
extendida a las combinaciones de orden 2 de {1,...,n}, es C%. En general, el nimero
de veces que x se cuentaen ) |A; NA;,N...N A, |, variando kentre 3y p (el caso k = 2
ya lo hemos considerado antes), y estando la suma extendida a las combinaciones de
orden k de {1,...,n} es C;ﬁ. Por tanto, la contribucién de x a la derecha de la igualda

en (5.6) es
(0)-(0)+0) - +r(p) -

Por tanto, en cualquier caso, cada x € U contribuye con la misma cantidad a la izquier-
da y a la derecha de (5.6), luego la igualdad (5.6) se verifica.

O
Corolario 5.4 Sean Ay, ..., A, subconjuntos de un cierto conjunto U. Se verifica que

n
’A1U...UA7,’ :Z‘Al‘|—Z‘A,‘lﬂA,‘Z‘+Z’AilﬂAi2ﬂAi3’—...
i=1

+ (DY 1A N AL NN A (CD)THAIN AN L N Ay,
(5.6)

donde, para2 < k < n, las sumas ), |Ai1 NA,N...N A,'k| se extienden a todas las combina-
ciones de orden k, {i1,i,...,it}, de {1,...,n}.

Demostracion. En A1 N...N A, estan todos los elementos de U que no estdn en A; U

...UAy; por tanto, del Teorema 5.3 se sigue de inmediato. OJ

5.2. Principio de Distribucion

Otro de los principios basicos de la Combinatoria es el Principio de Distribucién, por
ello, desde un punto de vista de la coherencia estructural de estos apuntes se incluye
aqui.
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El Principio de Distribucién es también conocido como Principio de las Cajas, del Palo-
mar o de Dirichlet. La idea es muy intuitiva, si tenemos un palomar con k + 1 palomas
y k huecos, al menos uno de los lugares contendrd dos o mas palomas. En su version
para la distribucién de objetos entre cajas también es muy intuitivo; asi, si hemos de
repartir k objetos entre n cajas y k > n entonces al menos una caja debera contener dos
0 mads objetos.

Ejemplo 5.5 Sia una tutoria asisten 13 estudiantes, entonces al menos dos de ellos celebran
su cumpleafios en el mismo mes. En este caso los meses serian las 12 cajas y los 13 estudiantes
representarian los objetos a distribuir en cada caja (mes) en el que cumple afios.

Ejemplo 5.6 En un tridngulo equildtero de lado 1 se colocan cinco puntos en su interior, en-

tonces al menos dos de ellos estdn a una distancia menor que %

Dividimos el tridngulo como se indica en la figura. Hay "4 cajas (cada tridngulo pequefio)”

y hay 5 puntos, entonces al menos dos puntos estardn en una misma caja. Cada caja es un

tridngulo de lados 3, entonces los dos puntos han de estar a una distancia menor que 3.

Una formulacién equivalente del Principio del Palomar es la siguiente:

Teorema 5.7 Si se distribuyen k objetos en n cajas y se verifica que k > nr, entonces en al
menos una de las cajas habrd como minimo r + 1 objetos.

Demostracién. Distribuimos los k objetos en las 7 cajas. Sea X; el conjunto cuyos ele-

mentos son los objetos que estdn en la caja i € {1,2,...,n}. Se tiene, por el Principio
de Adicién, que
k=1X1U...UX,| = |X1|+ | Xa] + ... | X4l

y como k > nr, se sigue que
1 X1 |+ [ Xo| + ... | Xn| > nr. (5.7)
Supongamos que no es cierta la tesis del teorema; es decir, que paracadai € {1,2,...,n}

es | X;| <r,entoncesk = | X1 U...UX,| = |X1|+ |Xa| + ... |Xu| < nrlo que contradice
5.7).
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OJ

Observemos que en este teorema si consideramos r = 1 obtenemos el Principio del
Palomar enunciado al inicio de esa seccién.

Ejemplo 5.8 Se distribuyen 100 objetos en 7 cajas, entonces en al menos una caja habrd como
minimo 15 objetos, ya que 100 > 7 - 14 = 98.

Vemos ahora el Principio del Palomar generalizado.

Teorema 5.9 Principio del Palomar generalizado Sir - n + 1 palomas ocupan n divisiones
de un palomar, al menos una de las divisiones tiene r + 1 0 mds palomas.

Demostracién. Supongamos lo contrario, entonces cada una de las n divisiones con-

tendrian o menos palomas, entonces el niimero total de palomas sera menor o igual
que nr, lo que contradice que hay rn + 1 palomas.

O]

Naturalmente el enunciado es el mismo si en lugar de palomas se habla de objetos y
en lugar de divisiones del palomar se habla de cajas.

El Principio del Palomar se puede formular en términos de la parte entera de un nu-
mero real. Parte entera techo de un ntimero real x, [ x] se define como el nimero entero
mas préximo por exceso; por tanto, el menor namero entero igual o mayor que el na-
mero real x. La parte entera suelo de un ntimero real x, | x|, se define como el namero
entero mds préximo por defecto; por tanto, el mayor ntimero entero igual o menor que

el nimero real x.

Teorema 5.10 Si k objetos se distribuyen en n cajas, entonces en alguna caja debe haber al
menos [%] objetos y en alguna caja hay a lo sumo L%J

Dejamos su demostracién como tarea para el lector.

5.3. Desarreglos

Este epigrafe es sobre permutaciones ordinarias y por eso su lugar natural es dentro del
Capitulo 2. No obstante, hemos insistido en la Introduccién en que la falta de recursos
matematicos por parte del alumno asi como el escaso rodaje que tiene en los procesos
de deduccién aconsejan modular los contenidos de acuerdo a un principio didéctico de
asimilacién. En este caso, este apartado es aconsejable verlo cuando ya hayan pasado
algunas semanas desde el inicio de los estudios universitarios por parte del alumno y
es la raz6n por la que lo vemos aqui.
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Dado un conjunto finito llamaremos arreglo en el conjunto a cualquier sucesion finita de
elementos de dicho conjunto. De las distintas posibilidades ahora estamos interesados
en aquellos arreglos del conjunto en los que estan todos sus elementos una sola vez. Al

tratarse de sucesiones, tenemos un orden entre los elementos del conjunto.

Si el conjunto tiene n elementos, podemos poner en sucesion, uno tras otro, los ele-
mentos del mismo y tendriamos un cierto arreglo (ay,az...,a,). Por ejemplo, si tene-
mos un conjunto cuyos elementos son un tridngulo (¢), un cuadrado (c), un pentagono
(p) y un hexdgono (), un arreglo seria (c, I, t, p), pero también lo serian: (t,h,c, p),
(t,c,p, h), etc. Si queremos que estén todos los elementos y que solo aparezcan una vez
en la sucesién, tendremos 4! arreglos posibles. Cada uno de ellos es una permutacién
de los elementos del conjunto y cualquiera de esos arreglos podemos tomarlo como
permutacion principal; por ejemplo, podemos considerar que la permutacién princi-
pales t,c, p, h. Podemos codificar este arreglo indicando el orden en que aparece cada
elemento y asi el tridngulo serd el primer elemento de la permutacién principal, el
cuadrado el segundo, etc.; es decir t = a1, ¢ = a2, p = a3 y h = a4, de modo que el
subindice nos indica el lugar que estd ocupando. También podriamos decir que al 1 (en
el lugar 1) le corresponde t = a4, al 2 le corresponde ¢ = ay, al 3 le corresponde p = a3
y al 4 le corresponde h = a4. En el Capitulo 4 veremos que cada uno de estos arreglos
posibles se corresponde con una aplicacién biyectiva entre los conjuntos {1,2,3,4} y
{t,c,p,h}, de modo que (¢, h,t,p) = (0(2),0(6),0(1),0(3) siendo ¢ la aplicacién en
cuestion, o : {1,2,3,4} — {t,c,p, h}.

Fijada la permutacién principal, cualquier permutacién de la misma viene dada por
una correspondencia relativa al orden. Si nos fijamos por ejemplo en {1,2,3,4}, sien-
do (1,2,3,4) la permutacion principal, podemos enfatizar el cambio de orden de otra
permutacién cualquiera, como la (2, 3,4, 1), simbolizandolo como sigue

1 2 3 4

2341
de modo que se evidencia que el 2 ocupa la posiciéon del 1, el 3 la del 2 etc.

Fijada una permutacién principal, un desarreglo es una permutaciéon de los elemen-
tos del conjunto dado en la que ningtin elemento estd en su posicién original. Asi, por
ejemplo, si en el caso anterior la permutacion principal considerada es (¢, ¢, p, h), enton-
ces (t,p, h,c) no es un desarreglo porque t estd en la posicion primera. Por el contrario,
(h,p,t,c)o (p,t h,c)sison desarreglos.

Definicién 5.11 Dado un conjunto finito {1,2,...,n} y considerada como permutacion prin-
cipal (1,2, ..., n), una permutacion o se llama desarreglo si o(i) # i paracadai € {1,...,n}.

Una pregunta que surge inmediatamente es ;cudntos desarreglos hay? Al namero de
desarreglos de los n ntimeros (en general de n objetos) o simplemente de 7 lo denota-
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mos por D(n). Es claro que D(1) = 0, porque un tnico elemento no podemos permu-
tarlo y cambiarlo de orden. También es claro que D(2) = 1, porque para {1,2} la otra
permutacién posible, (2,1) es un desarreglo. Es facil comprobar que D(3) = 2, pues
para {1,2,3} solo hay dos permutaciones que no conservan el lugar de la permutacion
principal para ninguno de sus elementos son (2,3,1) y (3,1,2).

Teorema 5.12 Sean € Z, el niimero de desarreglos de n es

n (_1\k
D(n):n!<1—%+%—%+...+(—1)”%):n!Z(k}). (5.8)

Demostracién. Sea A1 el conjunto de las permutaciones de {1,2,...,n} que tienen al 1

en primer lugar. Sea A, el de aquellas que tienen al 2 en segundo lugar, y asi sucesi-
vamente hasta A, el conjunto de las permutaciones de {1,2,...,n} que tienen al n en
enésimo lugar.

D(n) serd igual al namero de todas las permutaciones menos el cardinal de A; U Ay U
...UA,; es decir,
D(n)=n!—|A1UAyU...UA,|

Aplicaremos el principio de inclusién-exclusién. Veamos el cardinal de A;. Tenemos
que el 1 estad en su lugar, pero los otros n — 1 niimeros pueden permutarse de todas
las formas posibles, luego |A1| = (n — 1)! Andlogamente va a ocurrir para cada |4,
i € {2,...,n}, el 1 estd fijo en la posicion i y el resto puede permutar de todas las
formas posibles, por lo que |A;| = (n —1)! paratodoi € {1,2,...,n}.

Veamos ahora los cardinales de las intersecciones dosados, A; N A jrconi,j € {1,...,n}
e i # j. Tenemos que

A; N Aj = {permutaciones que tienen a i y j en sus respectivos lugares},

el resto, n — 2 elementos, pueden variar de todas las formas posibles; por tanto, |A; N
Aj| = (n—2)!

Para tres conjuntos, A; N A; N Ay, coni, j k € {1,...,n},i#j,i #k,j#k, tenemos que
A;NAjN Ay = {permutaciones que conservan los lugares i, j, k},

el resto, n — 3 elementos, pueden variar de todas las formas posibles; por tanto, |A; N
AN Ag| = (n—3)!

Razonando andlogamente llegamos a la intersecciéon de n — 1 conjuntos A;, que tendran
cardinal 1!. Finalmente

A1O. .0 A = |{1,...,n} =1=0!= (n—n)!

Ahora bien, hay
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Cl =n cardinales |Ail,
C2 cardinales |[Ai N Aj,

C'-!  cardinales |A; N...A

i1 i1 |/

Cl'=1 cardinal |A1N...NA,|

Por tanto,

A U...UA,| = Cln—1)!=C2(n =21+ C3(n —3)! +...
LA (=D)rier 14 (=1)"Clo!,

luego

D(n) = n!—Ch(n—1)!1+Ci(n—2)!+...+ (=1)"Cl0!

n n n!
=l 1) —2) 4.+ (—1)" 0
M T D gy (2 (S g0
1 1 1
= n! 1—ﬁ+§+...+(—1) =ik

Ejemplo 5.13 EIl niimero de desarreglos de {1,2,3,4,5} serd

1.1 1 1 1
D) =5 |1- 45—+ 5| —043-54+5-1=44

Definicién 5.14 Sea {1,2,...,n}, n € Z", y una cierta permutacién Py = (iy, iz, ..., in) de
la permutacién principal. Decimos que cualquier otra permutacion (jy, ja, ..., jn) €s incompa-
tible con Py si iy # jx paracadak € {1,...,n}.

Es decir, (j1, 2, - - -, jn) €s incompatible con Py si no mantiene ningtn ntiimero en el lugar
que ocupa Py. Consecuentemente, los desarreglos son las permutaciones que son in-
compatibles con la permutacién principal (usualmente el arreglo nautural (1,2,...,n).

Proposicién 5.15 Dada una permutacion Py de {1,...,n}, n € 7, entonces el niimero de
permutaciones incompatibles con Py es el niimero de desarreglos de n, D(n).
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Demostracién. Es inmediato, pues el nimero de permutaciones incompatibles con al-

gtn orden fijo Py no depende de cudl sea ese orden sino solo del nimero de elementos;
por tanto, el nimero de permutaciones incompatibles con Py es D(n). [

Determinacién recurrente del niimero de desarreglos

Seria interesante saber si es posible calcular el desarreglo de un ntimero entero n dado
a partir del niimero de desarreglos de otros nimeros menores porque ello nos facili-
taria un método sistemético de célculo. Si tenemos {1,2,...,n} y considerando como
permutacion principal (1,2, ..., n), podemos construir un primer desarreglo, para ello,
basta elegir en la posicién primera un ntmero i, entre 1 y n que sea distinto del 1. Por
tanto, podemos poner

Para seguir construyendo el desarreglo vamos a considerar dos casos, que a i que lo he-
mos puesto en primer lugar le corresponda el 1 en la nueva permutaciéon que estamos
construyendo o que no le corresponda el 1.

En el primer caso, ya hemos puesto a i en primer lugar y a 1 en el iésimo lugar, luego
nos quedan n — 2 lugares para terminar de formar un desarreglo; entonces el nimero
de posibles desarreglos que podemos construir, fijados yaiy 1, es D(n —2).

En el segundo caso, si en el lugar i no vamos a colocar el 1, los elementos 2 hasta el n
pueden ir en cualquier posicién siempre que no vaya a la misma posiciéon inicial que
tenia (y el i no vaya a la posicién 1). En definitiva, lo que tenemos que formar es un
desarreglo de n — 1 elementos; por tanto hay D(n — 1) posibilidades.

Por tanto, elegido en primer lugar i hay D(n —2) + D(n — 1) posibilidades para ter-
minar de formar el desarreglo. Pero hay n — 1 posibilidades de elegir i para ocupar
el primer lugar (desde el 2 hasta el n), luego en total, tendremos que el ntimero de
desarreglos es:

D(n)=(n-1)[D(n—1)+D(n—2)],

sabiendo ademds que D(1) = 0y D(2) = 1. A fin de poder incluir el cero, convenimos
en que sea D(0) = 1.

Podemos enunciar este resultado como un teorema.

Teorema 5.16 Dadon € Z*, con n > 2, el niimero de desarreglos de n verifica la siguiente
ecuacion de recurrencia

D(n) = (n—1)[D(n —1) + D(n —2)], (5.9)

con D(1) =0y D(2) = 1.
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Desde la férmula de recurrencia (5.9) podemos obtener la expresién explicita (5.8)
de D(n).

En efecto, restando nD(n — 1), a ambos lados de la igualdad, en (5.9)tenemos

D(n)—nD(n—-1) = (n—1)D(n—1)—nDn—-1)+ (n—1)D(n —2)
= —D(n—1)+(n—1)D(n—2)
= —(Dn—-1)—(n—1)D(n—2)).

Si llamamos Z(n) = D(n) —nD(n — 1), lo que hemos obtenido es que
Z(n)=—-Z(n—-1) (5.10)

y observemos que Z(0) = 1. Tenemos una ecuacién que se denomina ecuacién en recu-
rrencia con condicién inicial Z(0) = 1. Aunque a esta altura de sus estudios el alumno

1

no ha estudiado las ecuaciones en recurrencia‘’, vamos a tratar ésta adecuadamente

para obtener el valor de Z(n).

Supongamos que Z(n) = a”", donde « € Ry a # 0. Tendremos que a” es una so-
lucién de la ecuacién en recurrencia (5.10) si y solo si se tiene que a” = —a”~! o lo
que es lo mismo si y solo si a” + a1 = 4" 1(a+1) = 0,si ysolosia = —1. Lue-
go Z(n) = (—1)". Naturalmente c¢(—1)", es también una solucién (llamada solucién
general), cualquiera que sea la constante ¢, pero en nuestro caso, la condicién inicial
es que Z(0) = 1,luego 1 = Z(0) = ¢(—1)° = ¢, por lo que ¢ = 1 y la solucién es
Z(n) = (=1)".

Consecuentemente, hemos obtenido que D(n) —nD(n —1) = (—1)". Si dividimos por
n!, tenemos

D(n) Dmn-1) (=1)"
n! m—1r  nal (5.11)

Planteamos ahora la ecuacién (5.11) para sucesivos valores de 1, recordando quiénes
son D(2), D(1) y D(0) y obtenemos

'El nombre de recurrente obedece a que se acude a valores anteriores para ir obteniendo los suce-
sivos valores de la sucesion en cuestion, en este caso (Z(n)),. En general, una sucesiéon de numeros
a(0),a(1),a(2),...,a(n), ...y una ecuaciéon que relaciona a a(n) con sus predecesores en la sucesion, va-
lida para todos los enteros n mayores que algtn entero 7, se llama relacién de recurrencia. Cada término
de la sucesién se calcula a partir de los anteriores y por eso se necesitan uno (o varios, segtn la defini-
cién de la sucesién) valores iniciales. Aunque el procedimiento recurrente permite determinar cualquier
valor de la sucesion, es siempre deseable encontrar una expresion explicita de a(n) que permita calcular
directamente los valores.
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D(n) D(n-1) _ (-1)"
n! (n—1)! n!
D(n-1) Dn-2) _ (=1)"!
(n—1)! (n=2)!  — (n—-1)!
D(n-2) D(n-3) __ (=1)"2
(n—=2)! (n=3)1 — (n=2)!
D(n-3) D(n-4) _ (-1)"3
(n—3)! (n—4)t  — (n=3)!
b2 _ bl  _ 1
2! 1! - 2!
by) _ b  _  _1
1! 0! - i

D(0
-

Sumando estas igualdades se tiene que

D(n) _ (=1 + ((71)1171 +...+ % — % +1=%;/, (7(—1!)I<, de donde se obtiene la ecuaciéon

n! n! n—1)!

(5.8).
Una curiosidad mas

Aunque el alumno, a esta altura del curso, atin no ha estudiado las series de poten-
cias en Andlisis Mateméatico, queremos que observe una relacion interesante entre los
desarreglos de un ntimero n y el nimero e, base de los logaritmos neperianos.

( )

esa sucesion con cuatro cifras dec1males, es decir, sus valores paran = 1,2,3,4,...y

Vamos a fijarnos en la expresion de . Calculemos los siete primeros términos de

nos paramos enn = 7. Tendremos

2 10,5000
310,333

4 10,3750
5 10,3667
6 |0,3679

7 10,3679

D(n)
n!

males. Asi que por grande que sea 1 el error entre ( ) y 0, 3679 sera menor o igual que

Podemos ver que ya tenemos el valor de con una exactitud de cuatro cifras deci-

0,00005, ello nos estd indicando que lim;, D( ) = O 3678 ..., valor que coincide con
el de . Lo que hemos hecho, es justificar heurlst1camente que
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lim M = % =0,367879....

n—oo 1!

Cuando el alumno haya estudiado en Andlisis Matemaético las series, vera que el desa-
rrollo en serie de Taylor de e* es

©  xk
gk—

Para x = —1 vemos la similitud entre esta serie y =i 0 de modo que
D(n) 1
n e

lo que es un resultado sorprendente y maravilloso.



