Capitulo 4

Problemas de distribucion

En este tema nos centraremos en el estudio de diversas tipologias de problemas de dis-
tribucién. Distribucion de objetos entre destinatarios que también podemos considerar
de distribucién de objetos en cajas. En el tema anterior ya se han abordado problemas
de esta naturaleza y hemos visto como las combinaciones con repeticién nos sirven
para resolver problemas relativos a la distribucién de objetos iguales entre destinata-
rios (cajas) diferentes tanto cuando no hay restricciones relativas al ntimero de objetos
por caja, que se corresponde con CRE, como cuando en cada caja debe haber al menos
un objeto, que se corresponde con C,’{Z__l1 como vimos en el Teorema 3.8 del tema ante-
rior. Cuando los objetos son diferentes y los destinatarios o cajas son diferentes hemos
visto que las variaciones con repeticién nos eran de utilidad para su resolucién si no
hay restricciones sobre el niimero de objetos en cada caja. Para el caso en que tales res-
tricciones existan y también cuando los objetos son diferentes y los destinatarios son
iguales o bien en el caso de que los objetos son iguales y los destinatarios también no
tenemos, de momento, técnicas apropiadas para abordarlos. En este tema abordaremos
las técnicas necesarias para la resoluciéon de los problemas de distribucién de objetos
en cajas en cualquiera de los casos posibles y considerando también restricciones sobre
el namero de objetos en las cajas.

4.1. Aplicaciones entre conjuntos finitos. Objetos diferen-

tes en cajas diferentes no vacias

4.1.1. Aplicaciones entre conjuntos finitos

Sean los conjuntos X = {1,...,k} e Y = {1,...n}. Vamos a considerar las aplicaciones
que podemos establecer entre X e Y, f : X — Y. Todo elemento de X tiene que tener
imagen, pero no todo elemento de Y tiene por qué tener original y, ademds, un mismo
elemento de X no puede tener dos imégenes distintas. Por tanto,

FiX={1,..,k}>Y=1{1,...n
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es una k-lista (una lista con k posiciones o si se prefiere una k-upla) en la que en cada
posicién se sittia un elemento de Y = {1,...,n}; asi, en la primera posicién estd la
imagen de 1, f(1), en la segunda estard f(2) imagen del 2, etc. y desde luego cada
f(i) € {1,...,n}. Como dos originales distintos pueden tener la misma imagen, los
valoresde Y = {1,...,n} pueden estar repetidos o no en la k-lista

A

Ve arrarany

Por tanto, en total podemos construir n* = VR aplicaciones entre X = {1,...,k} e
Y =A{1,...n}.

Tiene sentido ahora preguntarse por el nimeros de aplicaciones que sean inyectivas,
sobreyectivas y biyectivas.

Aplicaciones inyectivas

Recordemos que cuando dos elementos distintos de X no pueden tener la misma ima-
gen (es decir, cuando si a # b, entonces f(a) # f(b)) se dice que la aplicacion es
inyectiva. Nos interesa saber cuédntas aplicaciones inyectivas hay entre X = {1,...,k}
eY={1,...n}.

Al ser la aplicacion f inyectiva no es posible la repeticion, luego cada aplicacion es una
k-lista donde no se repiten los elementos de Y. Caben dos casos, que n > k o bien que
n <k.

Sin < k, como en la k-lista debe haber en cada posicién un elemento de Y, y n < k,
necesariamente ha de repetirse algiin elemento, entonces dos elementos distintos de X
tendrian la misma imagen y f no seria inyectiva. Luego este caso no puede darse.

Por tanto, solo es posible que n > k. En esta situacién, para la primera posicién de
la k-upla tendremos n posibilidades, para la segunda ya solo habrd n — 1 posibilida-
des, para la tercera n — 2 y asi sucesivamente hasta la enésima posiciéon para la que
habré n — k + 1 posibilidades. En total tendremos V) = (nf—'k), aplicaciones inyectivas
posibles.

Aplicaciones biyectivas

Si ahora consideramos las aplicaciones biyectivasentre X = {1,...,k} eY = {1,...n},
estamos hablando de aplicaciones que son inyectivas (1 a 1) y tal que el nimero de
elementos de Y es igual al de X, n = k. Por tanto, tendremos V,f = P, = k! aplicaciones
biyectivas.
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Aplicaciones sobreyectivas

Finalmente nos interesamos por el ntimero de aplicaciones sobreyectivas que pueden
definirse entre X = {1,...,k} e Y = {1,...n}. Las aplicaciones sobreyectivas son
aquellas que no dejan ningtin elemento de Y sin original; es decir, todo elemento de Y
ha de ser la imagen de algtin elemento de X (o de mas de uno).

Cuando una aplicacién f deje sin original a algiin elemento de Y diremos que esa
aplicacion se “salta” ese elemento de Y.

Teorema 4.1 EI niimero de aplicaciones sobreyectivas, f : X — Y entre dos conjuntos finitos
con cardinales | X| = ke |Y| =nes

nF—Clin—1)+C2n—-2F-C3(n -3+ ...+ (=) 11 (1)k

Demostracién. Las aplicaciones sobreyectivas seran todas las aplicaciones menos las
que no son sobreyectivas y su ntimero serd consecuentemente

n* — |{f: X = Y/ f no es sobreyectiva}|.

Ahora bien, las aplicaciones no sobreyectivas se saltan al menos algtin elemento de Y:
el1oel2oel3, etc. Consideremos, los conjuntos:

Ay = {aplicaciones f : X — Y que se saltan el 1},
A; = {aplicaciones f : X — Y que se saltan el 2},
A, = {aplicaciones f : X — Y que se saltan el n}.

De este modo, el nimero de aplicaciones sobreyectivas sera
nk —|AJUAU...UA,|

Para la determinacion del cardinal |A; U A U. ..U A, | usamos el Principio de inclusion-
exclusion.

Una aplicacién que esté en A; no toma el valor 1 como imagen; es decir, en la k-upla
correspondiente, (f(1), f(2),..., f(k)), no estd el 1, por lo tanto, cada coordenada de
la k-upla puede tomar un méaximo de n — 1 valores. Concluimos que |A{| = (n — 1)k,
Este razonamiento es valido para el resto de conjuntos A;; es decir, para cualquier i €
{1,...,n} de modo que |A;| = (n — 1)* en cada caso. Naturalmente hay aplicaciones
que estdn en A1 N Ay y, en general, existen aplicaciones que estén en A; N Aj, coni # j,
i,j € {1,...,n}. Veamos el cardinal de estas intersecciones.

Lo vemos para A1y Ay.Si f € A N Ay entonces no tomard como imagenniel 1 niel 2,
luego |A1 N Ay| = (n — 2)*. El razonamiento sigue siendo el mismo para cualesquiera
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dos conjuntos A; y A; considerados, con i # j; luego [A;NA;| = (n—2)*sii # j.
Razonando del mismo modo, para las intersecciones de tres conjuntos tendremos |A; N
AjN Ay = (n—3)k, silos tres conjuntos son distintos entre s (i # j,i # ¢, # q). Y asf
sucesivamente podemos seguir considerando las intersecciones de cuatro conjuntos,

cinco, etc., hasta llegar a la intersecciéon de todos, cuyo cardinal serd |A1 N ... N A,| =
(n —n)k.

Ahora bien, ;cudntos A; hay?, pues C} = (}), todos con cardinal (n — 1)¥. ;Cuéntas
intersecciones A; N A;?, pues C2 = (4), todas con cardinal (n — 2)k. ;Cuéantas intersec-
ciones A; N A; N Ag?, pues C3 = (3), cada una con cardinal (n — 3)k. Y asi sucesiva-
mente, hasta llegar a Cﬂ’l intersecciones de n — 1 conjuntos A;, cada uno con cardinal
(n — (n — 1))k, pues para la interseccién de todos los A; se tendra que su cardinal es
|A1N... A, =0.

Por tanto, aplicando el principio de inclusién-exclusién se tiene que

[{f:X — Y/ f essobreyectiva}| = nF—|AjUAU...UA,|
= nf- [C%(n—l)k—C,%(n—Z)kJr...iC,Z’_l(n—(n—l))k}
n—1

= Y (-Dic(n-ik

i=0

Consecuentemente, el nimero de aplicaciones sobreyectivas de manera extendida es

nF—Cln—DF+C(n -2 = C(n=3)+...+ (—1)" (DK

4.1.2. Objetos diferentes en cajas diferentes no vacias

Ya hemos visto, en el tema anterior, que un problema general de distribuciéon de k
objetos diferentes entre n destinatarios o cajas diferentes se resuelve con el uso de las
variaciones con repeticién (VRK). Y observemos que acabamos de ver que este niimero
es también el de aplicaciones entre dos conjuntos finitos Xe Y, f : X — Y, donde |X| =
ke |Y| = n. Ello tiene sentido, pues cada posible distribucién de k objetos en n cajas se
corresponde con una aplicaciéon de X en Y, aquella que a cada objeto de X le asigna una
caja de Y. El lenguaje y técnica de las aplicaciones nos servira para analizar problemas
de distribucién de objetos diferentes en cajas diferentes en los que introducimos una
restricciéon adicional, la de que cada caja contenga al menos un objeto.

Veamos antes de formalizar la cuestién algunos ejemplos.

Ejemplo 4.2 ;De cudntas formas pueden ponerse tres anuncios diferentes en dos tablones di-
ferentes?
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El primer anuncio puede ponerse en el tabléon 1 o en el tablén 2. El segundo cartel,
andlogamente, puede ponerse en cualquiera de los dos tablones y lo mismo ocurre
para el tercer anuncio; por tanto, en total hay VR3 = 23 formas.

Podemos observar que estamos asignando a cada anuncio un tablén; es decir, estamos
construyendo una aplicaciéon f : A — T, que va del conjunto A de los anuncios al
conjunto T de los tablones, siendo A = {1,2,3} y T = {1,2}. cada colocacién es una
aplicacion concreta entre Ay T, asi (1,2, 1) indicaria que los anuncios primero y tercero
estdn en el tablén 1 y que el anuncio segundo esta en el tablén 2, escrito de otra manera:
(f(1),f(2),f(3)) = (1,2,1). El nimero de aplicaciones posibles es igual al nimero de
formas de colocar los anuncios y es, como ya hemos dicho, VR3 = 23. O

Ejemplo 4.3 ;De cudntas maneras pueden colocarse tres anuncios diferentes en dos tablones
diferentes si en los dos tablones debe haber algiin anuncio?

Como antes, las distintas posibilidades las codificamos en ternas, donde la primera
coordenada hace referencia al primer anuncio, la segunda al segundo anuncio y la ter-
cera al tercer anuncio. Los valores posibles para coordenada son 1 para el tablén 1 o 2
para el tablon 2; de este modo (1, 1,2) indicaria que los anuncios primero y segundo
estdn en el tablon 1 y que el anuncio tercero esté en el tablén 2. Pero ahora no pueden
salir ocho posibilidades porque no puede darse la terna (1,1,1) pues entonces no ha-
bria anuncios en el tablén 2, ni puede darse la terna (2, 2,2) porque entonces no habria
anuncios en el tablén 1. Consecuentemente hay 6 formas. [

Ejemplo 4.4 ;Cudntas formas hay de colocar 10 anuncios diferentes en 7 tablones diferentes
si todos los tablones deben tener al menos un anuncio?

Si no hubiese ninguna restricciéon sobre no dejar ningtn tablén sin anuncio (tabléon
vacio), el ntimero total de formas posibles seria VR%O = 710 Cada una de estas va-
riaciones es una 10-upla donde cada coordenada puede tomar 7 valores diferentes (el
del namero del tablén al que va ese anuncio). Pero ahora, ningtn tablén puede que-
dar sin anuncio; es decir, ha de existir al menos un anuncio en cada tablén o, lo que
es lo mismo, la aplicacién debe ser sobreyectiva. Tras haber analizado anteriormente
la situacion del nimero de aplicaciones sobreyectivas podriamos aplicar directamente
la férmula que nos da el nimero. En su lugar, vamos a desarrollar para este ejemplo
concreto el procedimiento realizado antes en general para los conjuntos X e Y de car-
dinales k y n respectivamente.

En el caso de que el primer tablén se quedara sin anuncios consideremos el conjunto

10
A1 = {(5=">) / las coordenadas no pueden tomar el valor 1 del primer tablén}.

Andlogamente, sean:
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10
Ay = {(5=" ) / las coordenadas no pueden tomar el valor 2 del segundo tablén}.

10
A3z = {(5=") / las coordenadas no pueden tomar el valor 3 del tercer tablon}.

Ay = {(:,—_,'121) / las coordenadas no pueden tomar el valor 7 del séptimo tablon}.
Es decir, en A; estdn las formas en las que el tablén i no tiene anuncio, para i €
{1,...,7}. En A; U Ap U... Ay estan aquellas variaciones para las que hay algun ta-
blén sin anuncio. Por tanto, la respuesta a la pregunta serd 7'0 — [A; U Ay U... U A7.
Ahora bien,

|Ar] = Ay = ... = |A7| = 6"

Por otra parte, A1 N A seréd el conjunto de las formas (variaciones) en las que los dos
primeros tablones no tienen anuncios; luego las coordenadas no pueden tomar ni el
valor 1 ni el valor 2 de los dos primeros tablones, por lo que las coordenadas solo
pueden tomar los cinco valores del 3 al 7 y, de este modo, |A; N Ay| = 5'° que es el
numero de distribuciones de los 10 carteles entre los 5 tablones restantes.

Analogamente pasa para el resto de intersecciones dos a dos. Para las intersecciones
tres a tres quedan cuatro tablones para distribuir los diez carteles, luego |A; N A; N

Ag =410 siendoi,j,g € {1,...,7},i #j,i#4q,j #q.

Y asi sucesivamente se van considerando las intersecciones de cuatro, etc. Para las in-
tersecciones seis a seis tendremos que sus cardinales son iguales a 1'°. Y finalmente
|A1N AN ...N Ay| = 0, porque no pueden estar todos los tablones vacios (sin carte-
les).

La solucién la obtendremos por el complementario, pero hay que determinar cuantas
intersecciones hay de cada tipo. Intersecciones dos a dos hay C2. Intersecciones tres a
tres hay C3. Y asf sucesivamente hasta seis conjuntos que habran C$. Por supuesto, con
un solo conjunto hay C} = 7 (los conjuntos Ay, ..., A7).

Por tanto, la solucion es
710 — Clel® + 2510 — 3410 | 4 (—1)6C811°,

Podemos observar que coincide con el nimero de aplicaciones sobreyectivas de

{1,2,...,10} en {1,2,...,7},

como era de esperar.
O

Podemos generalizar y preguntarnos por el ntimero de formas de poner k objetos dife-
rentes en 71 cajas diferentes sin dejar ninguna caja vacia, que denotaremos por f(k,n).
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Desde luego k > n, pues cada caja debe recibir al menos un objeto. Convenimos en que
f(k,n) =0sik < n.

Teorema 4.5 Dados k objetos diferentes y n cajas (o destinatarios) diferentes, el niimero de
formas de distribuir los objetos en las cajas, de modo que ninguna caja quede vacia, es

fln)=n*—Cln—1DF+C2(n—2)F —C(n—3)F +...+ (—1)" (D

Demostracién. Basta observar que las formas de distribucién de k objetos en n cajas

diferentes sin dejar ninguna caja vacia se corresponden con las aplicaciones sobreyec-
tivasde X = {1,2,...,k} en Y = {1,2,...,n}. En efecto, para una distribucién dada,
le hacemos corresponder la aplicaciéon que queda identificada por las imédgenes de los
elementos de X de modo que en la k-upla (f(1), f(2),..., f(k)) cada f(i) es el namero
de la caja en la que se coloca el objeto i, por lo que en dicha k-upla estan todos los valo-
res desde 1 hasta n; es decir, la aplicacion construida es sobreyectiva. Reciprocamente,
dada una cierta aplicacion sobreyectiva f : X — Y definida por (f(1), f(2),..., f(k)),
le hacemos corresponder la distribucioén de los k objetos en las 1 cajas dada de la si-
guiente manera: el objeto 1 lo colocamos en la caja cuyo valor sea f(1), el objeto 2 en
la caja cuyo nimero sea el valor de f(2), etc. Por tanto, como hay tantas distribuciones
posibles como aplicaciones sobreyectivas, en virtud del Teorema 4.1.1 concluimos que

flk,n) =n*—Cl(n — 1)k 4+ C2(n—2)k = CB3(n—3)k 4 ...+ (=1)* 1Cr (1)~
O

Nota 6 También podriamos haber hecho la demostracién directamente, siguiendo los
pasos del Ejemplo 4.4. Y es lo que te proponemos que hagas. [

4.2. Numero de Stirling de segundo tipo. Distribucién de

objetos diferentes en cajas iguales no vacias
Vamos a recordar las particiones de un conjunto.

Definicién 4.7 Dado un conjunto X, una familia {X; : i € 1} de subconjuntos de X se dice
que es una particion de X si verifica que:

1. Cada subconjunto de la familia es no vacio: X; # &, para cada i € I.
2. Los subconjuntos de la familia son disjuntos entre si: X; N X; = @, para i,j € 1, con
i #J.

3. La unidn de los elementos de la familia es X; es decir, U;jc1 X; = X.

Ejemplo 4.8 Sea X = {a,b,c,d,e, f,g}. La familin V = {{a,b,c},{d}, {e f,g}} es una
particion de X es una particion de X. Indica otras particiones posibles.
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En el caso de un conjunto finito, las particiones que se puedan considerar también
son obviamente finitas. Aqui nos interesaremos en conjuntos finitos X con cardinal
k. Evidentemente para un conjunto X dado se pueden definir distintas particiones. Y
obsérvese que, para cada particion, cada elemento del conjunto X solo pertenece a un
subconjunto de los que forman la particién.

Dado un conjunto X con cardinal |X| = k, queremos saber cudntas particiones pode-
mos hacer teniendo en cuenta el nimero de subconjuntos de la particién pero sin tener
en cuenta el cardinal de cada subconjunto de la particién.

Para razonamientos combinatorios a veces se consideran separaciones de un conjunto
en subconjuntos donde se agrupan sus elementos, pudiendo estar alguno vacio. Por
ejemplo, para un conjunto de objetos X = {a,b,c} se contabiliza {a,b,c} y @ como
una de las separaciones posibles, junto a las que conforman la particién conjuntista
de X en dos subconjuntos, que son: {{a},{b,c}}, {{b},{a,c}}y {{c}, {a b}}. Estas
separaciones ("particiones”) significan que: en la primera, todos los objetos estan en
una caja y la otra queda vacia; la segunda que en una caja esté el objeto a y en la otra los
objetos b y ¢ y andlogamente con las otras dos separaciones. De este modo, el nimero
de distribuciones posibles de los tres objetos (elementos) en dos cajas es 4, mientras que
el namero de particiones en dos subconjuntos de X es 3, porque la particion {{a,b,c} }
es la particién de un solo elemento del conjunto X.

Dado un conjunto X con k elementos. El nimero de formas en que estos k objetos dife-
rentes pueden distribuirse en n cajas iguales es el mismo que el ntimero de particiones
del conjunto de k elementos en n subconjuntos si ninguna caja puede quedar vacia.

Definicion 4.9 Sea X un conjunto finito, | X| = k. El niimero de particiones de X en n € IN
partes (no vacias) X1, Xa, ..., Xy, con1 < n < k, se denomina niimero de Sitirling de segundo
tipo y lo denotamos por S(k,n).

El ntimero de Stirling verifica la siguiente ecuacién de recurrencia:

S(k,n)=S(k—1,n—1)+nS(k—1,n), 2<n<k-1,

con valores iniciales S(k,1) = 1y S(k, k) = 1, para todo k.

Ejemplo 4.10 Para X = {a,b, c}, las particiones de X en dos subconjuntos, son tres:

{{a}, {b, i}, {{b},{a, i),y {{c} {a b)),

luego el miimero de Stirling S(3,2) = 3 que coincide con su expresion a través de la ecuacion
de recurrencia:
5(3,2) =5(2,1)+25(2,2) =1+2-1=3.

En términos de distribuciones, el naumero de Stirling, S(k, 1), es el niimero de formas
de separar k objetos diferentes en 7 cajas iguales, de modo que no quede ninguna
caja vacia.
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Ejemplo 4.11 Dado X = {a,b,c,d}, el niimero de particiones en dos subconjuntos serd
S(4,2) =5(3,1)+2-5(3,2) =1+ 2-3 =7 que se corresponde con las particiones:

= Formadas por dos subconjuntos de dos elementos cada uno: que son en niimero C5 /2 = 3,
ya que si formamos, por ejemplo {a, b} el otro subconjunto ha de ser {c,d} y cuando en
las C3 tenemos a {c,d} la otra parte es {a, b} y son:

{a,b}, {c,d}
{a,c}, {b,d}
{b,c}, {a,d}

» Formadas por dos subconjuntos, uno de cardinal 1y otro de cardinal 3, que son:

{a}, {bcd;
{0}, {acd)
{c}, {a,b,d}
{d}, {ab,c}
Ejemplo 4.12 Si queremos saber el niimero de particiones de un conjunto de 4 elementos en 3

partes, S(4,3), tendremos que S(4,3) = S(3,2) +3-5(3,3) = 3+ 31 = 6. Es decir, hay
seis particiones, de tres partres cada una, de un conjunto X cuyo cardinal es 4. Y son:

{a,b}, {c}, {d}
{a,c}, {b}, {d}
{b,c}, {a}, {d}
{c,d}, {a}, {b}
{bd}, {a}, {c}
{a,d}, {b}, {c}

Definicién 4.13 Sea X un conjunto finito, | X| = k. El niimero total de particiones de X lo
denominamos niimero de Bell de orden k y lo denotamos por By.

Se verifica obviamente que B, = Y _; S(k, n).

Ejemplo 4.14 EIl niimero total de particiones que admite el conjunto X = {a,b,c,d} serd
By =5(41)+5(4,2)+5(43)+S544) =1+7+6+1=15.

Es decir, {a, b, c,d} admite un total de 15 particiones.
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En general, no es sencillo calcular los nimeros de Stirling y Bell. Vamos ahora a deter-
minar una férmula explicita para el calculo de S(k, n), férmula que evidentemente nos
proporcionara el niimero de particiones de un conjuntoX de k elementos en n subcon-
juntos no vacios y que, por tanto, nos proporciona el nimero de formas de separar k
objetos diferentes en n cajas iguales, de modo que ninguna caja quede vacia.

Proposicién 4.15 El niimero de formas de separar k objetos diferentes en n cajas iguales, de
modo que no quede ninguna caja vacia, es

S(k,ﬂ) = % [nk _ C}q(n — 1)k + C%(n —Z)k o Cg(i’l _3)k 4.+ (_1)(n71)czfllk}

Demostracién. Hay una relacién entre f(k,n) y S(k,n) que se corresponde con la re-

lacién entre permutaciones y combinaciones en la teorfa elemental de Combinatoria.
Consideremos una distribucién (particién) de las que son contadas por S(k, 1), que es
una particién del conjunto X, con |X| = k, en n subconjuntos distintos. Hay n! maneras
de numerar las n cajas iguales para cambiarlas a cajas distintas. Por tanto, cada distri-
bucién (particion) considerada en S(k, 1) da lugar a n! distribuciones (particiones) del
tipo f(k,n). Luego

f(k,n) =n!S(k,n)

o bien S(k,n) = L f(k,n). Y teniendo en cuenta la expresién de f(k,n) dada en el
Teorema 4.5 obtenemos

S(k,n) = % [nk —Cln—1DF+Cn-2-Cmn—3)F+... + (—1)<"*1>cg*11k] .

O

4.3. Ntumeros multinomiales. Distribucién de objetos di-
ferentes en cajas con restricciones sobre el niimero

de objetos por caja

Los ntimeros multinomiales son una generalizacién de los nimeros combinatorios o
ntmeros binomiales y tienen utilidad en la resolucién de problemas combinatorios. En
particular, veremos problemas de distribucién relacionados con particiones ordenadas.

Recordemos que un ntiimero combinatorio (’;) puede interpretarse como el ntimero de
subconjuntos de p elementos que se pueden formar con un conjunto de m elementos
distinguibles. Desde un punto de vista de distribuciones de objetos, (’;1) representa
el nimero de formas de distribuir p objetos idénticos (indistinguibles) en m lugares
diferentes (distinguibles), m > p, poniendo como méaximo un objeto en cada lugar. La
equivalencia es clara pues en cada distribucién se trata de escoger un subconjunto de

p lugares de los m posibles, luego se trata de Clj, = (’r'f)
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Ejemplo 4.16 La cantidad de comités distintos de 3 personas (las tres con la misma categoria)
que se pueden hacer en un grupo de 10 personas es (130) = 120.

Ejemplo 4.17 La cantidad de formas en que se pueden distribuir tres cuchillos de cocina igua-
les (objetos iguales) en un cajon con diez posiciones vacias para cuchillos (cajas o destinatarios
diferentes) es C3, = () = 120,

Vamos ahora a complicar un poco la situacién permitiendo la repeticiéon de objetos.
Analizamos, en primer lugar, un caso particular.

Ejemplo 4.18 Tenemos 10 lugares diferentes para colocar 10 objetos, pero se repiten en tres
grupos distintos entre ellos pero iguales los objetos de un mismo grupo. Sean estas repeticiones:

4 se repiten entre si  (por ejemplo, 4 cuchillos de carne)
3 se repiten entre si  (por ejemplo, 3 palas de pescado)

3 se repiten entre si  (por ejemplo, 3 cuchillos de postre)

Si los 10 cuchillos fueran distintos tendriamos Py = 10! posibilidades. En este caso, saberos

que tenemos PR%3 B = % = 4200.

De manera general, si tenemos n lugares (n cajas distintas) donde se pueden colocar
n objetos distinguibles de los que se repiten n; entre si, otros n, también entre si, y
asi sucesivamente hasta otros 1 entre si, tal que n = ny + ny + ... + ny, el namero
de formas de colocar estos 1 objetos en los n lugares es, como sabemos a través de las

n

permutaciones con repeticion ;- - Numero que denotaremos por (,, ", ) y que

n!
!1’12 l.. 'le!
denominamos niimero multinomial:

n n!
nyng - - - Ny nilng! - my!

Ejemplo 4.19 Queremos conocer el niimero de formas en que se pueden colocar 90 estudiantes
en 7 aulas distintas, de forma que:
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El Aula tenga n; estudiantes

n;
1 10
2 10
3 12
4 12
5 12
6 14
7 20

Imaginemos que tenemos 7 etiquetas con el niimero de cada aula. Lo que tenemos que hacer es
asignar etiquetas a cada uno de los 90 alumnos de forma que se use 10 veces la etiqueta aula
1, 10 Ia etiqueta aula 2, etc. hasta 20 veces la etiqueta aula 7. Luego se trata del niimero de
distribuciones ordenadas de 7 etiquetas que se repiten 10,10,12,12,12,14, 20 veces. Por tanto,
el niimero de formas serd

90 B 90!
10,10,12,12,12,14,20) ~ (10!)2(12!)314!20!"

Vemos que el nimero multinomial tiene la interpretacion de ser el nimero de formas
de colocar n objetos en cajas diferentes (distinguibles); es decir, el niimero de particio-
nes ordenadas en conjuntos distinguibles (las aulas) de un conjunto X (los alumnos).

Si las cajas fuesen indistinguibles (iguales) también puede usarse el niimero multino-
mial en la forma que ilustramos seguidamente.

Ejemplo 4.20 Queremos conocer el niimero de formas en que se pueden colocar 90 estudian-
tes en 7 grupos, de modo que dos tengan 10 alumnos, tres tengan 12 alumnos, uno tenga 14
alumnos y uno tenga 20 alumnos.

El problema es muy parecido al del ejemplo anterior, pero antes teniamos 7 aulas diferentes y
ahora tenemos 7 grupos que no son distinguibles (no estdn numerados). Asi, al hacer un grupo
de 10 estudiantes no nos importa si es el grupo uno o el grupo dos, mientras que antes no era lo
mismo que 10 estudiantes estuviesen en el aula 1 o en el aula 2. Por tanto, ahora hay que dividir
por las permutaciones del niimero de grupos que se repiten, y asi tendremos que el niimero de
formas solicitado es:

1 90
2!131\10,10,12,12,12,14,20 )
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4.3.1. Teorema multinomial

Terminamos esta seccién generalizando el teorema del binomio de Newton. En lugar

de limitarnos a un binomio (x + y)", ahora consideraremos mas sumandos.

Teorema 4.21

n n n
(1 4+x+... +x)" = ). (n - " )xllxgz"'xkk'
ny+np+...+ng=n 1,827 e s Mk

Demostracion. Tenemos que

(x1+x0+...+x )" =(x1+x20+...+x) - (1 +x04+ ...+ xp) - (g Fx2+ ...+ xp).

-

n
Desarrollando el producto se obtiene una serie de sumandos, cada uno de los cuales es
un producto donde hay 1 veces x1, ny veces x, .. ., 1y veces Xy, conng +ny + ... +ny =
n, pues la suma de los exponentes de las indeterminadas debe ser n. Naturalmente
uno o més de un n; puede ser 0, lo que significa que en ese sumando no estardn los x;
correspondientes a los n; = 0; es decir, cada sumando tiene la forma:

xftxp? ok, siendong +mp 4. ny = n.

. . . n 7
Ahora bien, el coeficiente de cada x}'x3” - - - x;* es el nimero de veces que aparece

n ~
x{1xy? - - ¥, que a su vez es el ntimero de formas de escoger 11 veces x1, 11, veces X,

. . sz . n
..., Ny veces xj cuando se hace la multiplicacién; es decir ( " nz...nk)'

Por tanto,
n

(x14+x04+...+x)" = (
n+np+oAne=n \"H1 12,

ni,.np 103
X1 X5 Xy,
/”k) 1 72 k
O]

Ejemplo 4.22 El coeficiente de x*y?z2 en (x +y +2)7 s (35,) = sz = 210. Y el niimero
de términos (sumandos) es CR} = (3) = 36.

Ejemplo 4.23 Desarrollo de (x +y + z)>.

El miimero de sumandos lo constituye las combinaciones con repeticion de tres objetos (x,v,z)

tomados de dos en dos; es decir, CR? = (g) = 6. Tenemos:

2

2
(x+y+z) B niy,np,n3

( > xMxM2 53
ny+npy+nz=2

= (200)7 (02,07 (002)7
2,0,0 0,2,0 0,0,2
2 2 2
+<1, 1,0)nyr (1,0,1)szr (0,1,1)yz'
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Ejemplo 4.24 El coeficiente de xzyz3t en el desarrollo de (x +y + z +t)7 en el desarrollo de
(x+y+z+1)es(y151) =z = 420.

Ejemplo 4.25 Desarrollo de (x +y + z)*.

El miimero de sumandos serd CR3 = (2) = 15. Tenemos:

I’lzzn3

(x+y+z2)* = ( )
ny+ny+nz=4 ny, Nz, n3

= (4.00) (0:0)7 + (000)7
4,0,0 0,4,0 0,0,4

4 4 4 5
-|—<3/1/O>x y+(1,3,0)xy -I—...—|—(2,1,1)x yz.

4.4. Funciones generadoras. Distribucion de objetos igua-

les sometidos a ciertas restricciones

Las funciones generadoras (ordinarias) nos servirdn para resolver ciertos problemas
de distribuciones cuando los objetos a distribuir son iguales o indistinguibles y es-
tdn sometidos a algunas restricciones. Hay dos tipos de funciones generadoras, las
ordinarias que estudiaremos aqui y las funciones generadoras exponenciales que no
estudiaremos.

Definiciéon 4.26 Dada una sucesion ag, ay,as, . ..,a,, ... de niimeros reales se le asocia la ex-
presion:
2
g(x) =ap+mx+axx"+ ... +ax" +...

que se denomina funcién generadora ordinaria asociada a los a;.

Una funcién generadora se expresa como una serie de potencias, 0 como un polinomio
si la sucesion tiene un namero finito de términos no nulos o, equivalentemente, son

todos ceros a partir de un cierto a,.

Una funcién generadora no debe entenderse como una funcién que da un resultado,
g(x), para cada valor de x que se considere en su dominio sino como una represen-
tacion de los coeficientes, donde el significado de cada a; viene expresado por la
potencia x' de la que es coeficiente.

Hay problemas combinatorios a los que se le puede asociar una funcién generadora y
resolver el problema es equivalente a calcular un cierto coeficiente de esta funcién
generadora. Las funciones generadoras son ttiles cuando el problema no es sencillo
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de resolver usando las técnicas de la Combinatoria basica. Lo ilustramos con dos ejem-
plos, uno donde es mas facil resolverlo sin el uso de funciones generadoras y un se-
gundo donde el uso de las funciones generadoras permite resolver con comodidad un
problema que de otro modo seria mucho méas complicado.

Ejemplo 4.27 Supongamos que queremos distribuir siete bolas iquales en dos cajas distintas.

La situacion se puede traducir en resolver la ecuacion x +y = 7 con soluciones enteras no
negativas; por tanto, el mimero de posibles formas de efectuar la distribucion es CR5 = (g) =8.

Pero también podemos resolverlo haciendo uso de la técnica de asociar una funcién generadora.

A la caja 1 le asignamos el polinomio: g1(x) = 1+ x' + x? + ... + x7, donde los exponentes
de cada término del polinomio van a identificar a través del coeficiente el niimero de bolas que
puede haber en la primera caja; es decir en x° identificamos que la caja 1 estd vacia, con x* que

2

hay una bola en la caja 1, con x~ una bola en la caja 1, etc. Andlogamente hacemos con la caja

2, asigndndole el polinomio g>(x) = 1+ x' + x> + ... + x7 con la misma interpretacién entre
exponentes y niimero de bolas en la caja 2.

La funcion generadora del problema es:

g(x) =g1(x)g2(x) = (I+x+x+...+x)?
= 1+4+2x+3%+...+8x +...+x%

Al calcular el producto g1(x)g2(x) obtenemos el monomio x”

7

varias veces. Cada vez que obte-
nemos x’ serd el resultado de multiplicar un sumando de g1(x) donde aparece xP por otro de
¢2(x) donde aparece x” =P (por ejemplo, x en g1(x) y x® en g2(x)). Por ello, el coeficiente az
del término x” de g(x) es el mimero de formas que podemos distribuir las 7 bolas entre las dos

cajas. De ese modo, el coeficiente a; = 8 de g(x) nos da el resultado del problema.

Las funciones generadoras ordinarias son ttiles para resolver problemas de distribu-
cién de objetos iguales en cajas (sean indistinguibles o diferentes), pero especialmente
estd aconsejado su uso cuando hay restricciones relativas a los objetos.

Ejemplo 4.28 Lanzamos tres dados diferentes (rojo, azul y verde), ;de cudntas formas la suma
de los puntos obtenidos es 137

Observemos que es un problema de distribucion de 13 objetos iguales en tres cajas diferentes
(los dados) con las restricciones de que ninguna caja puede quedar vacia (cada dado al menos
puntuard un 1) y que en ninguna caja puede entrar mds de 6 (la puntuacion mdxima de cada
dado). Podemos resolverlo con las técnicas de la combinatoria bdsica y también con el uso de
funciones generadoras. Lo vemos de ambas formas.

El problema consiste en resolver la ecuacion x1 + xp + x3 = 13 con la restriccion 1 < x; < 6,

i € {1,2,3}. Como las soluciones buscadas han de ser enteras positivas, el niimero total de

soluciones posibles es (122) = 66. De estas debemos eliminar aquellas para las que x; > 6
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coni € {1,2,3}; es decir, la solucién serd 66 menos estas iiltimas. Sean A; = {x; > 6} para
i € {1,2,3}, lasolucion serd 66 — | A1 U Ay U Az|. Observemos que no es posible A;N A; # @,
i #jeij€ {1,2,3}, porque en ese caso se tendria una suma superior a 13; por tanto, se
trata de resolver estas tres ecuaciones: y1 +xp +x3 = 7cony; = x1—6 > 1, xp > 1,
x32>Lxi+yp+x3=7cony; =x2—6>1,x1>1,x3>1Lyx;+x2+y3 =7con
Y3 =x3—6>1,x1 > 1,xp > 1. En cada caso, el niimero de soluciones es (g) = 15. Luego la
solucion es finalmente 66 — 3 - 15 = 66 — 45 = 21.

Lo resolvemos ahora mediante funcion generadora. A cada dado le asignamos la misma funcién
g1(x) = g2(x) = g3(x) = x + 2%+ x° + x* + 27 + 25,

donde los exponentes de cada término del polinomio se corresponden con la puntuacion que
puede salir al lanzar el correspondiente dado. La funcién generadora serd g(x) = (x + x> +
x3 4+ x* + x° + x0)3, desarrollando obtenemos:

g(x) = x4+ 3x17 4 6x16 + 1021 + 151 4- 21x13 + 25412 - 2741 +-
+27x19 4+ 25x% + 2128 + 15x7 + 10x° + 62° + 3x* + 5.

El producto de los tres polinomios da x'3 cuando xPx9x" = x'3 0 lo que es lo mismo, cuando
p+q+r = 13; es decir, cada vez que la suma de los puntos de los tres dados es 13, luego
a13 = 21 es el niimero de formas posibles prequntado.

4.4.1. Calculo de los coeficientes de las funciones generadoras

Calcular los coeficientes de la funcién generadora es engorroso, por ello veremos aho-
ra como calcular explicitamente estos coeficientes sin necesidad de tener que hacer,
de manera extensiva, los productos indicados. Veremos algunos casos particulares de
ecuaciones combinatorias que son mds frecuentes en el cdlculo de los coeficientes con-
cretos de una funcién generadora.

Proposicién 4.29 Se verifica que:
1 (1+ax?)" = Sy (1) (ax?).

2. (g = Ko (C DDA

00 i— 1\ .0
3. ﬁ =12 (")

1_xn+1

4. 1+x+x24+... 41" = T

Demostracion.

El primer apartado es inmediato pues se trata de la aplicacién inmediata del Teorema
del binomio de Newton. Para el segundo y tercero, basta considerar las expresiones
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como potencias de exponentes negativos (por ejemplo, m = (14 x)™") y hacer

el desarrollo de McLaurin. El cuarto apartado se trata de la suma de una progresion
geométrica de razén x. 0]

Ejemplo 4.30 vemos algunos ejemplos del uso de los resultados anteriores.
C(1=a8)r = (D (—a®) =1 — 428 +6x10 — 4x? 4 12,

o =l x4 x4

—X

|

+
: m:1+2x+3x2+...+(i+1)xi+....

_ =

1
2
3. = =1—x+x2—...+ (-1 +....
4
5

. Desarrollo de ﬁ

(1—1x>4 - i(Hi_l)xi

6. Desarrollo de —

(14x)*
1 © A1\
-y ()
(14 x)* = i
3 /4 5\ » (6\ s
= (O) (1>x+(2)x (3>x +...
7. El coeficiente de x*! en el desarrollo deﬁ es (—1)7(731 Ha? = —(37) = —296010.

4.5. Particiones de un entero. Objetos iguales en cajas igua-

les

Sean € Z*, vamos a considerar el nimero de formas de escribir n como suma de
enteros, sin considerar el orden de los sumandos. Cada una de estas formas la deno-
minaremos una particién del entero n. Por ejemplo, 3 lo podemos escribir como 3 pero
también como 2 + 1y como 1 41 + 1. E1 4 podemos considerarlo como él mismo 4 pero
también como3+1,2+4+2,24+1+1y1+1+141.

Definicion 4.31 Dado n € Z* una particion de n es una sucesion finita de niimeros enteros
positivos A = (A, Ag, ..., Ay), conk,A; € ZF parai € {1,...,k}, tal que

)\12)\222/\]( y )\1+/\2+...+2\k:1’1.

Si A = (Aq, Ay, ..., Ag) es una particion de n, se denota por A + n.
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La condicién Ay > Ay > ... > Af nos permite garantizar que el orden no se considera;
es decir, que dos sumas que solo difieran en el orden de los sumandos se considera una
misma particion.

4.5.1. Diagrama de Ferrers

El diagrama de Ferrers se utiliza para representar una particion de un entero. Dado que
una particién A = n es una sucesion decreciente de enteros positivos Ay > Ay > ... >
Ak, con Zi'{:1 A; = n, el diagrama de Ferrers representa cada sumando A;, en orden
decreciente, como una fila de puntos con tantos puntos como sea el valor del sumando
en cuestion. Asi, la particién de 6 dada por (3,2,1),3+2 + 1 = 6 se representaria como
se indica en la siguiente figura.

Como podemos ver, cada sumando de la particién queda representada por una fila de
puntos, con tantos puntos como valor tiene el sumando. Las filas se colocan sucesiva-
mente de la de mayor sumando a la de menor sumando.

Ejemplo 4.32 Vamos a representar, mediante el diagrama de Ferrers, otras dos particiones de
6dadaspor:6 =4+14+1,6=2+2+2

Para una particién dada de un entero n € Z7, si en su diagrama de Ferrers inter-
cambiamos filas por columnas obtenemos una nueva particién de ese entero n que

denominaremos particién conjugada de la primera.

Ejemplo 4.33 Vemos tres ejemplos de particiones conjugadas.

1. La conjugada de la particion de 6 dada por 6 = 4 41+ 1 es la particion de 6 dada por
6 =3+ 1+ 141 como apreciamos en sus diagramas:
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2. La conjugada de la particion de 6 dada por 6 = 2 + 2 + 2 es la particion de 6 dada por
6 = 3 + 3 como se aprecia en sus diagramas:

3. La conjugada de la particion de 6 dada por 6 = 3 + 2+ 1 es ella misma. En los casos en
los que una particion coincide con su conjugada a la particion se le llama autoconjugada.

4.5.2. Funcidn de particion

Definicién 4.34 Para cada n € Z™ se considera el mimero de posibles particiones de n y se
representa por p(n), Se conviene en que p(0) = 1y que sin € Z~ entonces P(n) = 0. De
este modo se obtiene la funcion particion.

Ejemplo 4.35 Es ficil observar que:

1. p(1) =1

2. p(2) = 2; que se corresponde con las particiones: 2y 1+ 1.

3. p(3) = 3; que se corresponde con las particiones: 3;2 +1y1+1+ 1.
4. p(4) = 5; que se corresponde con las particiones:

4, 3+1, 24141, 1+1+4+1+1

2+2;
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5. p(5) = 7; que se corresponde con las particiones:

5 4+1, 3+1+1;, 2+1+1+1 14+1+1+1+1

3+2;, 24+2+1;

Definicion 4.36 Paran € Z™" se define py(n) como el niimero de particiones de n que tienen
k sumandos. Y se tiene que

p(n) = pr(n) + pa(n) + ...+ puln) = kzl pi(n).

Ejemplo 4.37 Para el niimero 5 tenemos que:

k | pk(5) particiones con k sumandos

2| pa(5)=24+1

3+2

3 p3(5)=2[3+1+1

2+2+1

4] py(5)=1|2+14+1+1

5| ps(5)=1[1+14+1+1+1

Y p(5) = p1(5) + pa(5) + p3(5) + pa(5) + ps(5) = 142424141 =7.

Notemos que, para cualquier n € Z* se tiene que p;(n) = 1 pues la particion es el
n

. . . Fb .
propio n, que p,(n) = 1 pues se trata de la particion 1 +1+...+1 y que también
pn—1(n) = 1 pues al tener n — 1 sumandos todos han de ser unos salvo el primero que
ha de ser 2.

Definicion 4.38 Para n € Z se define qx(n) como el niimero de particiones de n cuyo su-
mando mayor es k. Y se tiene que

p(n) = q1(n) + 4a(n) + ...+ guln) = ;Zlqkm).
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Ejemplo 4.39 Para el niimero 5 tenemos que:

k| qx(5) particiones cuyo sumando mayor es k
11qg1(5)=1{1+14+1+1+1
2| g2(5) =2 |2+2++1

2+1+1+1

31g3(5)=2|3+2

3+1+1

4)gu(5)=1]4+1

5|g5(5)=1]5

Y p(5) = q1(5) +32(5) + 43(5) + 44(5) + 45(5) =1 +2+2+1+1=7.

Observemos que existe una biyeccion entre particiones y particiones conjugadas y que

fijandonos en los diagramas de Ferrers tenemos que pi(1n) = qx(n).

Teorema4.40 Sean € Z* yk € Z" con1 < k < n. Se verifica que py(n) = pr_1(n —
1) + pp(n — k).

Demostracién. Dividimos las particiones de n con k sumandos en dos clases, las que

tienen 1 como sumando y las que no tienen a 1 como sumando. Sean ast:

A = {particiones de n con k sumandos que contienen al 1 como sumando}

B = {particiones de # con k sumandos que no tienen al 1 como sumando},

luego pi(n) = |A| +[B].

Veamos que |A| = pr_1(n —1).

En efecto, si tenemos una particién contada en px_1(n — 1) y le sumamos 1, tendremos
entonces una particién de n con k sumandos que tiene al 1 como sumando, luego estara
en A. Reciprocamente, si tenemos una particion de A y le restamos un 1 nos queda

una particién con k — 1 sumandos que suman n — 1, luego es una de las particiones
contadas en py_1(n —1).

Veamos ahora que |B| = px(n — k).
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En efecto, si tenemos una particiéon con k sumandosden —k: a; + ... +ax = n —k con
«; > 1y sumamos k a ambos lados tendremos

(a1 +1)+...+(ap+1) =mn, cona;+1>2, paracadai € {1,...,k}.

Obtenemos una particiéon de n con k sumandos que no tiene a 1 como sumando, luego
estd en B. Reciprocamente, si A; + ...+ Ay = n, con A; > 1, restando k en ambos lados
setiene (A —1)+...+ (A —1) =n—kyA; —1 > 1,luego es una de las particiones
contadas en py(n — k).

Concluimos, por tanto, que px(n) = pr_1(n — 1) + pr(n — k). O
Definicion 4.41 Paran € Z™ se define:
1. px(n) como el niimero de particiones de n con k o menos sumandos; es decir,
pr(n) = p1(n) + pa(n) + ...+ pr(n)

2. qx(n) como el niimero de particiones de n cuyos sumandos son menores o iguales que k;
es decir,

k() = q1(n) +g2(n) + ... + qe(n).
Ejemplo 4.42 Para 6 tenemos que p(6) = 11 que se corresponde con las siguientes particones:
6 5+1 4+1+1 3+1+1+1 241+14+1+1 1T+14+1+1+1+1

44+2 3+2+1 2+2+1+1

3+3 2+2+2

Y se tiene que:

ko Pe(6) 7k (6)

1 pi6)=1 qi(6)=1
2 Pa(6)=4 72(6)=4
3 p3(6)=7 m(6)=7
4 Pa6)=9 7qa(6) =9

Nota 43 Es interesante resaltar las siguientes propiedades:
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1. Sik > n, entonces pr(n) = pu(n).

2. (1) =p2(1) =p3(1) =... =1

3. Prln) = 7i(n).
Si A - n es tal que estd contada en pg(n), como pr(n) = p1(n) + pa(n) + ...+
pr(n), entonces A tendrd r sumandos con r < k. Sea F) su diagrama de Ferrers.
Le corresponde por biyeccién Fy/, diagrama de Ferrers de A’ F n. Como A tiene
r sumandos, para su conjugada en F)/ se ha cambiado filas por columnas, luego

la primera fila de F)/ tiene r puntos; es decir, su sumando mayor es r, por lo que
pr(n) = gx(n). Como ello es cierto para todor = 1,. .., k, tendremos que

pr(n) = p1(n) + p2(n) + ...+ pe(n) = 1 (n) + g2(n) + ... + qx(n) = ge(n).

4 Taln) = Fai(n) + 1.

Es inmediato pues solo hay una particién que tenga a n como sumando.

4.5.3. Objetos iguales en cajas iguales

Si tenemos n objetos iguales, podemos identificarlos con n unos. Si tenemos k cajas
iguales para colocarlos y no puede quedar ninguna caja vacia, tendremos una distribu-
cibndeltipo Ay + Ay + ...+ Ay =n,con Ay > Ay > ... > A > 1. Podemos considerar
que en cada caja se coloca un 1 (o un objeto) al menos, luego la solucién es py(n). Por
ejemplo, si queremos colcar 5 bolas iguales en 4 urnas iguales sin que ninguna urna
quede vacia, tendremos que hay p4(5) = 1 sola forma posible que se corresponde con
la particiéon 2 + 1 + 1 + 1. Del mismo modo, si queremos colocar 6 bolas iguales en tres
urnas iguales sin que quede ninguna urna vacia, tendremos que hay p3(6) = 3 formas
posibles, que se corresponde con las particiones de seis siguientes: 4 +1+1,3 +2 +1
y2+2+2

Por otra parte, hemos visto que p(n) = Y/, px(n); es decir, el nimero de particiones
de 1 es la suma del niimero de particiones de n con un sumando més el namero de
los que tienen dos sumandos, etc., hasta llegar a la particién con n sumandos. Cada
particiéon de n se puede considerar como una distribucién de n objetos iguales en n
cajas iguales. Asi, por ejemplo, p(5) = 7 = p1(5) + p2(5) + p3(5) + pa(5) + p5(5) =
1+2+4+2+1+1, donde con p;(5) indicamos que solo hay una distribuciéon de 5 de
la forma 1+ 1+ 1+ 141, que representarfa que habria una bola en cada caja. Del
mismo modo con p;(5) estamos indicando que hay dos descomposiciones de 5 en dos
sumandos, que son: 4 + 1y 3 + 2, que se corresponden, respectivamente, con que: 1)
en una caja hay dos objetos, en otra caja hay uno y el resto esta vacia; 2) en una caja hay
tres objetos, en otra hay dos y el resto de cajas estd vacia. En definitiva, p(n) es igual
al namero de formas de colocar n objetos iguales en n cajas iguales. Hemos visto como
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las funciones generadoras son ttiles para este tipo de problemas y con las particiones
de enteros tenemos otra forma de abordar este tipo de problemas.

4.6. Distribucién de k objetos en 7 cajas

Existen diversos tipos de estructuras de problemas de distribucién. Con la finalidad de
clasificar los los problemas de distribucién que hemos ido viendo se recogen en la tabla
siguiente algunas técnicas ttiles para su resolucion segtn la tipologia. No obstante, hay
que aclarar que para un mismo tipo de problema de distribucién existen distintas vias
de resolucién y que, por tanto, la tabla siguiente es solo orientativa. Por otra parte, la
tabla tampoco recoge todas las posibilidades, particularmente porque el apartado de
restricciones al niimero de objetos por cada caja (destinatario) queda abierto.

Objetos (K) Cajas () restricciones diferentes iguales
Sin restriccion VRﬁ S(k,n)
diferentes Ninguna caja vacia Apl. sobreyectivas S(k,n)
Al namero de objetos Coef. Multin. Coef. Mult.
por cada caja
Sin restriccion CRK /func. gen. func. gen./p(n)
iguales Ninguna caja vacfa (ﬁj) func. gen./ pi(n)
Al ntimero de objetos func. gen. func. gen.
por cada caja

4.6.1. Ejemplos

Ejemplo 4.44 Si queremos saber el niimero de formas en las que podemos poner tres carteles
diferentes en dos tablones diferentes, estamos ante un problema de distribucion de tres objetos
diferentes en dos cajas diferentes y no existe ninguna restriccion relativa a los objetos; por tanto,
el niimero es VR = 8. Si quisiéramos que ninguno de los dos tablones quedase vacio, el niimero
serd entonces f(3,2) =23 — Ci13 = 6.

Ejemplo 4.45 Supongamos que ahora que deseamos colocar 12 carteles diferentes en 5 tablones
diferentes y que todos los tablones debe tener al menos un cartel. En este caso, el niimero de
formas serd f(12,5); en general para k carteles diferentes y cinco tablones diferentes el niimero
serd f(k,5), pero con la condicién de que k > 5.
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Ejemplo 4.46 Si tenemos 5 tablones diferentes para colocar 12 carteles pero que se repiten en
tres grupos distintos entre ellos, de modo que hay del modelo 1 tres carteles, del modelo 2 hay
cinco carteles y del modelo 3 hay cuatro carteles. En este caso el niimero de formas distintas

para colocar los carteles es (3152 1)

Ejemplo 4.47 Supongamos que ahora queremos distribuir 12 carteles iquales en 5 tablones
diferentes, el niimero de formas serd igqual al de soluciones no negativas de la ecuacion

X1+x4+...+x5 =12,
que es CR? = C{2.

También podemos abordarlo haciendo uso de las funciones generadoras. La funcion generadora

asociada es

gx) = (I+x+22+..)°
1
(1—x)°

RIGRIAE e

El coeficiente ay, de x'? es (%g) = Cj2.

Ejemplo 4.48 Si quisiéramos que al distribuir los 12 carteles iguales entre los 5 tablones di-
ferentes, ningiin tablon quedara sin algiin cartel, entonces el niimero de formas posibles seria

(4)-

Ejemplo 4.49 Supongamos que ahora queremos distribuir 12 carteles idénticos en 5 tablones
diferentes pero de modo que en el primer tablon haya entre 2 y 4 carteles, en el sequndo y en
el tercero haya entre 1y 3, en el cuarto y quinto haya menos de 3. Se trataria de encontrar las
soluciones enteras de x1 + x2 + ... 4+ x5 = 12 con las restricciones siguientes: 2 < x1 < 4,
1 <x <31 < x3 <3, x4 <2yxs5 < 2. Podemos considerar para cada tablon Ia
funcion dada por g(x) = 1+ x + x>+ x3 + ... pero teniendo en cuenta las restricciones

correspondientes, asi tendremos las siguientes funciones:

tablon  funcién

x) = x2 4+ x3 4+ x4

1 31

2 x) = x4+ x2 + 13

oQ
N

14 x + x?

(x)
(x)
3 g3(x) =x+x%+ 27
4 84(x)
(x)

1+ x + x?

5 g5(x
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Tendremos la funcion generadora g(x) = (x> + x> +x*) - (x + 22+ x%)?- (1 + x + x?)%. La
solucion serd el coeficiente a1, de x'? de g(x).

Ejemplo 4.50 Si queremos saber cudntas formas hay de empaquetar 15 CD’s diferentes en 3
cajas idénticas, podemos pensar en el conjunto de los CD’s, A, cuyo cardinal es |A| = 15. Lo
que queremos es equivalente a conocer el niimero de formas de hacer una particion del conjunto
A en tres clases disjuntas o bien en dos (quedaria una caja vacia) o bien en una sola caja
(quedarian dos cajas vacias). Por tanto, la solucion es S(15,1) + S(15,2) + S(15,3).

Ejemplo 4.51 Si queremos embalar 15 CD’s diferentes para lo que disponemos de tres cajas
iguales, de modo que en cada caja haya al menos un juego, estaremos ante particiones del con-
junto formados por los CD’s en tres partes no vacias, por lo tanto se trata de S(15, 3).

Ejemplo 4.52 Si queremos embalar 15 CD’s diferentes para lo que disponemos de tres cajas
idénticas, de modo que en la primera caja haya cinco juegos, en la sequnda siete juegos y en la
tercera tres, se trata de ver cudntas particiones podemos hacer en un conjunto de 15 elementos en
clases disjuntas de siete, cinco y tres elementos cada una. La estructura del problema es parecida
a la del Ejemplo 4.46, pero ahora los destinatarios (las cajas en este caso) no son diferentes como
lo eran los destinatarios (los tablones) en el otro ejemplo. Por tanto, ahora hay que dividir por
las permutaciones.

Ejemplo 4.53 Si queremos distribuir 12 carteles iguales en 5 tablones idénticos, estaremos
ante las soluciones enteras no negativas de la ecuacion x1 + x2 + ... + x5 = 12. Pero debemos
tener cuidado porque hay una restriccion no explicita. Al ser los tablones iguales, por ejemplo,
la distribucion 1,3,4,2,2 es la misma que la distribucién 4,2,1,2,3, pues ambas nos indican
que en un tablon hay un cartel, en otros dos hay dos carteles, otro mds tiene tres carteles y el
que queda tiene cuatro carteles. Como los tablones son idénticos no podemos distinguir el lugar
de colocacion. Para resolver este problema basta imponer para el cdlculo un orden en los carteles
por tablén; de modo que fijamos x1 < xp < x3 < x4 < X5.

De aqui que x, = x1 +a, con a > 0. Tendremos que x3 = xp +b = x1 +a+b,con b > 0.
Para x4 tendremos x4 = x3+c¢ = x1+a+ b+ ¢, con c > 0. Finalmente

Xs =x3+d=x1+a+b+c+d,

con d > 0. Por tanto, nos quedard

xi+(xp+a)+ (v +a+b)+(x+a+b+c)+(x+at+b+ct+d) =
= bx1+4a+3b+2c+d
= 12
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Se trata entonces de conocer las soluciones enteras no negativas de esta 1iltima ecuacion, 5x1 +
4a + 3b + 2c + d = 12. Le asociamos la funcién generadora

g(x) = A+ +x0+. ) A+t ) A+ 20+
vande5en 5 van de 4 en 4 van de 3 en 3
A+ ) A3+ ).

van de 2 en 2

El coeficiente ayp de x'2 en g(x) es la solucion.

Ejemplo 4.54 Supongamos que ahora tenemos 15 CD’s iquales que queremos empaquetar en
3 cajas idénticas, de modo que en cada caja haya al menos un CD. La situacion inicialmente es
similar a la del Ejemplo 4.53. La ecuacién ahora es x1 + xp + x3 = 15. Pero ahora tenemos la
restriccion adicional de que cada caja debe contener al menos un objeto (CD).

Supongamos que tenemos ya un CD en cada caja. Para i € {1,2,3}, haciendo el cambio x; =
yi + 1 tenemos la ecuacion yq + yo +y3 = 12. Como las cajas son idénticas, como en el Ejemplo
4.53 hemos de poner la restriccion y; < yp < y3. Por tanto, yo = y; +a,cona > Oe
Y3 =Y2+b=1y;+a+b,siendob > 0. Tendremos

n+p+a)+(yi+a+b)=3y1+2a+b=12  conyy,a,b>0.

Sea la funcion generatriz
g) =1+ +x04+2"+.. ) 1+ +2+..) (T+x+ 2 +25+..))

La solucidn es el coeficiente ajy de x1? en g(x).

También podriamos haber aborrdado la cuestion haciendo uso de las particiones de un entero. Si
tenemos 15 objetos iguales (los CD’s), podemos identificarlos con 15 unos. Si tenemos 3 cajas
iguales para colocarlos y no puede quedar ninguna caja vacia, tendremos una distribucion del
tipo Ay + Ay + A3 = 15, con Ay > Ay > A3 > 1. Podemos considerar que en cada caja se
coloca un 1 (o un objeto) al menos, luego la solucion es p3(15) = 19.

Ejemplo 4.55 Supongamos que queremos embalar 15 CD’s iguales en 3 cajas idénticas de
modo que en la primera caja haya entre 5y 9 CD’s, en la sequnda entre 3 y 5 y que en la tercera
caja haya menos de 4. Tendremos x1 + x3 +x3 = 15,con 5 < x1 < 9,3 < xp <5y x3 < 3.
Tenemos como funcién generadora

g(x) = (X + a0+ ...+ )3+t 20 (1 4+ x + 22420,

Si las cajas fueran diferentes la solucion es

el coeficiente a5 de x'° en g(x). (4.1)
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Pero las cajas son idénticas, esta restriccion podemos identificarla requiriendo que x1 > xp >
x3. Examinando las soluciones de (4.1) que verifican la restriccion indicada. Obtendremos que
en este caso son las mismas 6 posibilidades que en (4.1), que se corresponden con

(7,5,3),(8,5,2), (8,4,3),(9,5,1), (9,4,2), (9,3,3).



