Tema 2

Sistemas de ecuaciones Ilineales y,

UNIVERSIDAD
FRANCISCO DE VITORIA

VINCE IN BONO MALUM




N>
. . X
Ecuaciones lineales

FRANCISCO DE VITORIA

e Una ecuacién lineal tiene variables(X,,...,X,)  término
independiente (b)y coeficientes (reales o complejos) &,,...,a,

ax +ax +---+ax =b

e Un sistema de ecuaciones lineales (o0 sistema lineal) es un
conjunto de varias ecuaciones sobre las mismas variables x;,....,

Xn



Forma matricial
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111 + @12T2 + - T A1pTy = lbl
< 21T + A22T2 + -+ + A2pTn = by
| O@m1T1 T Qm2T2 + - T AmpnTn = bim
a1; a2 ... Ain
21 aa ... oy ] .
A= es la matriz de coeficientes con m filas y n columnas
Um1 Om2 ... Amn
/ I ( by
T2 ba
X = _ . es el vector de incognitas v b = ) . es el término independiente.

\ :r.n \ b

Ax=Db



Aplicaciones de las ecuaciones lineales
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[FexTTret

by Bill Amend

[ AAAA! 1 CAN'T DO THESE
| MATH PROBLEMS ! wHY
AM I S0 STUPID?!

“IF 2%+ Y= &O AND
X+ 2Y =75, SOLVE
FoR X AND Y.”
HOW THE HECK DO I
FIGURE THAT ouT?/

[ \F TWo SHIRTS AND A
SWEATER COSTS $G0O,
AND A SHIRT AND Two
SWEATERS CoSTS $75,

WHAT DOES EACH
ITEM C05T?

J THE SHIRTS ARE
$15 AND THE
SWEATERS
ARE $30,

0000 1M Amend / Ot by Ursvaraal Prass Synccass wwa f0xtrot com

\ / come 8ack! You STl Y
| sTump, Paisk, | WAVEN'T ToLD ME Mow )
| 43\ Just weirD,” /\ To SoLve T PRogLem! /|

© 2008 Bill Amend
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Soluciones
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¢ Una solucion al sistema es una lista (s, s,...,
S,) que hacen que cada ecuacion se cumpla si
S,-.-; S, Se sustituyen por xi,..., X,

e No tiene porqué haber una unica solucion,
puede haber un conjunto de soluciones
(¢ejemplo?)

e Dos sistemas lineales son equivalentes si
tienen el mismo conjunto de soluciones



Soluciones: opciones |, oo
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“Inconsistent”

»

.

AT

No Solution

X

"Independent”

¥

JJJ

' . A

C

"Consistent"

— N

\

One Solution

-

X

"Dependent”

d
00 Solutions

« Buscad un ejemplo de un sistema de ecuaciones lineal con oo soluciones
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Representacion matricial | v
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e Ejemplo:
X, —2X,+X,=0
2X, —8X, =8
—4X, + 95X, +9x, =-9,

o MATRIZ DE COEFICIENTES 0 2 _8




Matriz aumentada
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X, —2X,+X,=0
2X, —8X, =8

—4X, + 95X, +9x, =-9,

Tamano de la matriz = nimero de filas x nimero de columnas

1
0
4

—2
2
5

1
—8
9

3x4

0
8
-9
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Resolver un sistema de ecuaciones | ...

FRANCISCO DE VITORIA

Ejemplo 1:
X, —2X,+X,=0

2X, —8X, =38
—4X, +5X, +9x, =-9
Procedimiento: transformar en un sistema de

ecuaciones equivalente que sea mas facil de
resolver
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Truco fundamental
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e Si tenemos una ecuacion y multiplicados AMBOS LADQOS de la ecuacion por el
mismo factor, el resultado de la ecuacion NO varia

X+2=4
(x 2) 2X+4=8
x(1) —=X—-2=-4
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Quée se puede hacer |, oo,

e Operaciones basicas:

Multiplicar una fila por una constante no nula.

Intercambiar una fila por la suma de esa fila mas un
multiplo de otra.

Intercambiar dos filas.

e Estas operaciones produciran matrices EQUIVALENTES
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La solucion debe indicar...

FRANCISCO DE VITORIA

e OBLIGATORIAMENTE:
El sistema es consistente o inconsistente
Hay una unica solucion o varias



Solucion | oo
X, —2X, +X, =0 12 1 0
2X, —8X, =8 0 2 -8 8
-4 5 9 -9

—4X, +5X%, +9%, =-9

4x, —8x,+4x, =0
—4X +5X%, + 9%, =9

—3X, +13x, =-9




Solucion... rvereD

IIIIIIIIIIIIIIIIII

X, —2X, +X, =0 1 -2 1 0
2X, —8X, =8 0 2 8 8
_3x, +13x,=-9 [0 -3 13 9




Solucion... rvereD
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X, —2X,+X,=0 1 -2 1 0
X, —4x,=4 0 1 -4 4
-3X,+13x,=-9 |0 -3 13 -9

3X, —12x, =12
—3X, +13%, =-9

X, =3 e Estoya sies sencillo



Forma triangular »
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e El nuevo sistema tiene una forma triangular

X, —2X, + X, =0 1 -2 10
X, —4x,=4 0 1 -4 4
X, =3 0 1 3

e NO hay un unico camino para llegar a la solucion,
pero unos son mas eficientes y faciles que otros



Remate final
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4x, =12
X, —4x,=4

_X3

-3

X, —2X,+X,=0

1
0
0

X, —2X, =—-3

-2 0

-3

1 0 16

0 1

3
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X, =29 1 0 0 29
X, =16 0 1 0 16
X, =3 00 1 3

¢Consistente 0 no? éUna Unica solucion o varias?



Comprobando la solucion | _ cuvesos
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(29)-2(16)+(3) =29-32+3=0
2(16) —8(3) =32—-24=8
—4(29) +5(16) +9(3) =-116+80+ 27 =-9




Prueba tl’l... UNIVERSIDAD
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1 — 2 1+ 4:1'3 — —3
2r1 —Txro +3r3 = =2
—EIl — Lo 1 TIS — —1
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X, —4X, =3
2X —3X, +2X, =1
oX, —8X, + /X, =1



Resuelve...
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1
-1/2

2 1
-4 8

71

2 1]
4 8

2 -3/2]




Mas formalmente
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Método de Gauss: buscamos generar matrices ESCALONADAS (eche

1 3 1 |-3) 1 3 1 |-3 1 3 1 |-3)
0 4 |-7|AESERIR g o 1|2 | —BEE 0 7 -1]12
2 -1 1| 6| L0 -7 -1|12) 0 0 1|2
hasia aql:i ana) 2
1 3 1 | -3} (1 3 1 | -3 1 0 1 3
- rr FF.F F-3F.F,F
LT 0 -7 0|14 ———=1 0 1 0 |-=2 ——== 0 1 0 |=2
0 0 1]2) Lo o 1|2 0 0 2 |
(L0 AN
AhBE L1 g 1 ~2 = {x,=-2
o0 i]2) lw=2

Definicion: Una matriz se dice que es escalonada si se puede frazar una escalera (ver ej. 3)

descendente tal que
1. Cada peldano tiene altura 1
ii. Debajo de la escalera todos los términos son cero

iii. En cada esquina de un peldafio hay un 1 y encima de este 1 solo hay ceros

on form)
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Definiciones
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e Una matriz rectangular esta en forma escalonada reducida si esta en forma
escalonada y ademas cumple:

e La entrada principal de cada fila no nula es 1
La entrada principal de de una fila no nula es la primera entrada no nula por la izquierda

o Cada 1 que corresponde a una entrada principal es la Unica entrada distinta de cero en su

columna
2 —3 2 1 0 0 29
0 1 —4 8 0 1 0 16
0o 0 0 3 0 0 1 3

; Esta alguna de ellas en forma escalonada reducida? ;Cudles son las entradas principales?



Ej emplos UI;JI\E:IDAD

Escalonadas No escalonadas
> o7 5 01281 5 19 35 —1]
0 Opm7 9 0 020
0 0 016 ‘ ) (0 0 ()

0 000 -

0 0 000 0 =5 4 i

, 0 00 o

00 0 L .

ﬂﬂﬂ]. (0056 0 —1], ) )

‘ 3 2 =5 4

000 0/2/3 o 4 -7 0 1 3 4
0000 0], 020 5],

0000 0 000 0 0= 2 3]
Ejemplos de matrices escalonadas reducidas.

(01 000 =57
00010 4 10 5 —6 11]‘1]3
00001 =5 013 4| o omm|
(00000 0]
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e Una posicion pivote de una matriz es una entrada de la matriz original que
corresponde a una entrada principal de en una forma escalonada de dicha
matriz.

e Una columna pivote de una matriz escalonada es una columna que contiene
una posicion pivote.
e Las variables que corresponden a columnas pivote de la matriz se denominan

variables principales.
Las demas son variables libres.
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Ejemplo | owesew..,
5 8 9
A=10 6 7
1 23
(5 8 9]@/5) [1 8/5 9/5]¢-1) [1 8/5 9/5]
=10. 6: 7 -0 6 7 — 6 7 11/6)—>
|1 2 3 |1 2 3 (R 2/5 6/5]
Paso 1 Paso 2 Paso 3
1 8/5 9/5] 1 8/5 5] [1 8/5 9/5]
0 1 7/6|(-2/5—>|0 1 7/6 -0 1 7/6
0 2/5 6/5| () 0 0 11/15jd5/11) (0 O E |
Paso 3 Matriz escalonada
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7 9
4 2
9 3
715 9
4

9
7/5
-29/5

6 4
7 B
6 2
5 6
6
9/5
-53/
3

5796 4
A=[7 4 2 7 8
MRS L 75 95
5 0 —29/5 —53/5
" 0 -11/5 -57/5
1 715 915
/577 1 53/29
s | - 0 -11/5 -57/5
2 y
= 75 9/5
6/5 4/57(-8) o2
5 A58 S O B S
6 2 | ()

6/5 415
~7/5 12/5 |(-5/29) >
-18¢5 2215
6/5  4/5

7/29 -12/29 [11/5) >
-18/5 22/5 | ®

6/5  4/5
7129 —12/29 -

—89/29 —154/29((-29/214)
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Meétodo de Gauss con matrices escalonadas
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1. Seleccionar la columna distinta de cero que se encuentre mas a la izquierda en la
matriz. Es una columna pivote.

2. Seleccionar como pivote (para definir los multiplicadores) una entrada distinta de
cero en la columna pivote. Si es necesario se intercambiaran dos filas.

3. Usar operaciones elementales para hacer ceros debajo del pivote

4. Tapar la fila y la columna que contienen al pivote y repetir los pasos 1 a 3 en la
submatriz que queda. Repetir este proceso hasta que no haya mas filas distintas de
cero por modificar.

Con este algoritmo llegamos a una matriz escalonada a partir de la matriz original. Si
queremos obtener la Unica matriz escalonada reducida equivalente a la matriz original
hay que efectuar un paso mas:

5. Comenzar por el pivote situado mas a la derecha trabajando a hacia arriba y a la
izquierda, crear ceros por encima de cada pivote. Si un pivote no es 1, dividimos la
fila por el valor del pivote.
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3 -3 40
PO I R B
‘ 5 -4 8 1

3 =2 =23 16

Apliquemos el método de Gauss. Cada vez eligimos como pivote al elemento el mas iz-
quierdo y el mas alto. En el primer paso usamos como pivote el elemento A4, ; = 3.

" 3 -3 4 n‘l R Py 3=3 40
a—=3Mm 17 g
-1 1 =7 3] Ri-—=k |0 0 =% 3
_
{ i =4 5 1‘ 0 1 _: 1
oo mm 01 =27 16
En el segundo paso tenemos que intercambiar dos filas.
(3 =3 4 07 (3 =3 4 07
0 1 i _ 0 4
Ha+s Ry 3 RBy—=Hs E
0 0 =% 3 0 -3 3
|01 =27 16 | |0 —% 15 |
Y un paso mas:
i -3

g
&
F
= o o) a2
—

4 07
31
17 )
0 =% 3
00|

Ahora la matriz es escalonada, r=3, p1=1. pp =2, p3 = 3.



Aplicado a sistemas de ecuaciones
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1 =200 5|=3
n o100 =2| 4
0o oo0o1 4] 2
o000 0f 0

La matriz es escalonada reducida. Podemos utilizar la primera ecuacion para despejar la
incognita r;, la segunda ecuacion para despejar x5 v la tercera para xy:

r = 213 = hr; = 3
Ty = 2re, 4+ 4:
{ T, = —dr, + 2.
La solucion general es i i
2Ty = DTy = 3
Ia
= 2rs + 4
—dr, + 2
- Iﬁ -




Ataca estos ejemplos (Gauss) | ., oo
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X +3x,-x,+x,=1

=2x,+ X, +2x,=7

W

IE—I_,,:'DJ

N —x+x=1

2y +X,+x,=0

W

2, -2, +2x5, =3
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Otras aplicaciones del método de Gauss
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e Calculo de la matriz inversa  (a|) —S2= (| A")

e Ejemplo:
2 3 4 2 3 41 0 0
4 3 2 4 3 2|10 1 0
010 01 0(0 0 1

En primer lugar, por simplicidad en las operaciones, vamos a intercambiar las filas 2 y 3:

2 3 4100
0O 1 0(0 0 1
4 3 2|0 10

Hacemos 3% f = 3% f- 2:12 f (y dejamos el resto igual):

2 3 4 1 0 0
0 1 00 0 1
0 -3 -6|-2 10




/“"‘/i}%\/a y 7
/ /;,‘f} g (3:7 ﬁ;f’
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Continua(:ién... UNIVERSIDAD
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Ahora 3% f = 3% f + 4-27 f (estos dos pasos se podrian haber resumido en una sola operacion, 32 f = 32
f-2-12 f+ 3.2% f, no se ha hecho por claridad al ser el primer paso):

23 4|1 00
01 0|0 01
0 0 -6|-2 13

Ahora hacemos 17 f= (12 f)/2 y 3% f = (37 1)/(-6):

1 4% 2% 0 0
01 0|0 O 1
00 1\ % -% -X%
Y, por ultimo, hacemos la operacion 12 f=12f- (3/2)- 2°f- 2.3 f.
100|-% K -k
0 10| 0 0 1
00 1| Y% -% -%
Con lo que la inversa es:
-% K -k
0 0 1

Kok -k
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Ejercicio | ouvesos
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e Crea tu propio enunciado para una matriz 3x3, calcula la matriz inversa
mediante este método



Meétodo de Cramer | owvesos
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Ejemplo
Resolver el sistema de ecuaciones por el método de Cramer
X1 +x: 4+ x5 = 10

2x; + x4+ x5 =11
x1+5x: + x3; =18

detM =4 # 0

Las incognitas se calculan como se expresa a continuacion:

11 1 1 11
det 1 1 det| 2 1 det| 2 1
B 5 1/ . 1 Vo, 1 5 _
1= T 1 1, '~ T 1 1, “%~ T 1 1\
det(z 1 1) det(z 1 1) det(}l 1 l)
1 5 1 1 5 1 1 5 1

S5e¢ puede emplear el método de Cramer en sistemas indeterminados,
teniendo ciertas precauciones. Veamoslo con un ejemplo.



Meétodo de Cramer

™

UNIVERSIDAD
FRANCISCO DE VITORIA

S D= ju, vy Wy

SiD=0

u; vy W

Uz V3 Wy

by vy wy uy by wy
by vy W uy by Wy
20, x= by vy W v u; bW
D D
by vy Wy uy by wy
ha vawal#z Do [Uph,wae|z=0 o
by vyws ug b w
by vy Wy uy by wy
¥ by vewy|=0v [ughywy|=0 ¥
h;vyws us hywy

T =

1 ¥1 by
g Vg ha
L LE

uy vy b,
uy va by
ujz vy b

u; v by

g2 Vg ha

3 V3 by

D

El sistema es compatible determinade

# [, El sistetna es incompatible, sin selucion

=0, El sistema es compatible indeterminado



Aplicacion del método de Gauss al rango de :\\:

una matriz
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e Podemos descartar una linea si:
e Todos los coeficientes son ceros
e Hay dos lineas iguales
e Una linea es proporcional a otra
o Una linea es combinacion lineal de otras

L 1 2 -1 3 -2
e Ejercicio:

21 0 1 1

2 4 -2 6 -4

00 0 0 0




OtrOS ej emplos UNIVERSIDAD
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Ejemplos:

(3162 )

A%1203 4] rg(A) =2

(231 _

B_693] rg(B) =1
21 3 5 4

o1 43 -5 B

€=lo 0 2 1 4 rg(C) =4
0001 0
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e Inventa ejercicios de tamano minimo 5 x 5 y calcula el rango de la matriz



) ™ ® \\\ |
Ejercicio | ouvesos
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e Discutir los siguientes sistemas para los distintos valores de K

X+y+ho =
Ix+(k-1)y+z=k
x+y+-=Fk+1

2x+ iy =4
b < Ax-3y=35
3x+y=-54




