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Funciones vy tipos de funciones
Matriz cuadrada

Matriz diagonal

Matriz identidad

Traza de una matriz

Matriz transpuesta

Suma de matrices

Producto de matrices

Determinante de una matriz

Sistema de ecuaciones HOMOGENEO



UNIVERSIDAD

FRANCISCO DE VITORIA

Funcion




N>
. X
Estructura algebraica |, oo

FRANCISCO DE VITORIA

e Sea £ un conjunto no vacio, una funcion 7
f:ExE—E

se llama ley de composicion interna (operacion) sobre £. Ademas, la
imagen A a,b) se llama el operado de avy b.

e Es usual representar las operaciones internas con algunos simbolos
especiales, en vez de letras, como *, A, 1, entre otros.

e Por definicion, si * es una ley de composicion interna sobre £, entonces es
cerrada sobre £, es decir, se cumple que

Va,beElaxbecE]
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e Si * es una ley de composicion interna sobre £, se dice
que (£*) posee una estructura algebraica.

e Una estructura algebraica es una r+tupla (a,,4,,...,a,),
donde &, es un conjunto dado no vacio, y {&,,...,d,} un
conjunto de operaciones aplicables a los elementos de
dicho conjunto.

e Si * es una ley de composicion interna sobre £, se dice
que *:
Es asociativa: para cualesquiera elementos del grupo no importa
el orden en que se operen las parejas de elementos, mientras no

se cambie el orden de los elementos, siempre dara el mismo

resultado. _
Si Va,b e E secumple (axb)*c =a*(b*c)
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e Si * es una ley de composicion interna sobre £, se dice
que *:
o Posee elemento neutro o elemento identidad (cominmente
denotado como g, letra inicial de la palabra alemana einheit, que
significa "unidad"): existe un elemento que al ser operado con

cualquier otro, no lo modifica (como el cero en la sumao el 1 en
la multiplicacion). La unicidad del elemento neutro es facilmente

demostrable. SideeVacEtalquea*e=e*a=a
o Tiene elementos opuestos o inversos: todos los elementos

del grupo tienen un elemento opuesto (o inverso), con el que al

operarse dan por resultado el elemento neutro e. El elemento

inverso de uno dado es Unico.

SiVvaecEAndbeEtalguea*b=b*xa=e
en cuyo casoseescribea™ =b
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e Si * es una ley de composicion interna sobre £, se dice
que *;
o Es conmutativa: para cualesquiera elementos del grupo no
importa el orden de los elementos siempre dara el mismo

resultado.  Sjva,be Esecumpleaxb=Dbx*a
e Un elemento / es absorbente por la izquierda si 7 * a =
hy lo es por la derecha si @ * A = A para todo a. Se dice
que es el elemento absorbente si lo es por la derecha y
por la izquierda.
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e Un elemento g es idempotente si g * @ = g para todo a.
e Un elemento a es involutivo si g * g = e para todo a.

e Un elemento a es central si conmuta con todos los elementos de £, el
conjunto formado por todos los elementos centrales se llama el centro de £

y se denota por (E).
o ({E),*) es un subgrupo de (£*).

C(E)={acE[ab=ba,vbeE|
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e Si G es un conjunto no vacio y * es una operacion
interna definida sobre G. Se dice que (G,*) es:
Un semigrupo si * es asociativa.
Un monoide si es un semigrupo con elemento neutro.

Un grupo si es un monoide que cumple la propiedad de los
inversos, es decir, (G,*) es un grupo si * es cerrada, asociativa,
posee elemento neutro y cada elemento tiene inverso.

Un grupo abeliano o grupo conmutativo si es un grupo y se
cumple la conmutatividad. En el caso de que no sea un grupo, se
dice que la estructura algebraica es conmutativa.
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e Notaciones:

e La notacion multiplicativa ®.
Operacion: *, x, e, llamada producto.
Elemento neutro: 1.
Elemento inverso: x — 1.
e La notacion aditiva @.
Operacion: +, llamada suma.
Elemento neutro: 0.
Elemento opuesto de un elemento x del grupo: -x.
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e Si (G*) es un monoide, se tieneque & = e y para n
natural, con n2> 1: .
a =ax*a

a" =axa*xa*..*a
|

J

¥
N Veces a

e Si ademas cumple con la propiedad de los inversos, los
exponentes negativos se definen como:

a"=(a?)

13
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e Teorema 1. Si (G,*) es un grupo, en general se tiene

que
(a*b)* =b**a™ (1)
@) =a @)
o Demostracion. @) A (12)_1
(a*b)(axb)* —e @) =(a?) e
(a o b)* (b‘l o a‘l): q * (b % b‘l)* q = (a‘l)_l * (a‘l * a)
—a*e*a " - ((a‘l)_l *a‘l)*a
—a*xa* —e*a
=45 =da

FRANCISCO DE VITORIA
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e Notar que si el grupo es abeliano se puede escribir
(a*b)*=atxb™
e En caso contrario se debe respetar (1) del teorema 1.

e Si el grupo es finito, su orden se denota por o(G) y
corresponde a la cardinalidad como conjunto.
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e Cuerpo: En algebra, un cuerpo es una estructura algebraica en la cual las
operaciones de adicion, substraccion, multiplicacion, y division (excepto la
division por cero) se pueden realizar y las reglas asociativas, conmutativas y
distributivas valen, las que son familiares de la aritmética de numeros
ordinarios

o Los numeros reales (R), los niUmeros racionales (Q), o los numeros complejos (C), son
ejemplos de cuerpos
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Un anillo es una estructura algebraica formada por un conjunto y dos
operaciones que estan relacionadas entre si, mediante la propiedad
distributiva, de manera que generalizan las nociones de numero,
especialmente en el sentido de su “operabilidad”.

En un anillo se tienen un conjunto no vacio A4, y dos operaciones binarias + y e.
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e Un anillo es un triple (A4,*,°), lo cual es una estructura algebraica en la cual A
es un conjunto no vacio y *,°: Ax A — A son dos operaciones binarias
definidas sobre A que satisfacen las condiciones siguientes:

o (A*) es un grupo abeliano.
e (A?°) es un semigrupo.
o La operacion ° es distributiva respecto a la operacion *. Esto es, para todo g,b6 € A
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e Cuando (A4,°) es un monoide se dice que A es un anillo unitario o anillo
con unidad que representaremos por 1 (elemento neutro del producto).

e Cuando (A4,°) es un semigrupo conmutativo, se dice que A es anillo
conmutativo o anillo abeliano.

19
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e Para trabajar con una notacidon mas familiar, el anillo (4,+,¢), en el cual:

o El neutro de (4,+) se denota 0, y para todo x € 4, a su inverso (para la operacion +) se
denotara —x.

o Si la operacion e posee neutro en A4, éste se denotara por 1y se dice que (A4,+,¢) es un
anillo con unidad.

e Si x € Aposee inverso para la operacion e, éste se denotara por x 1. Si ¢ es conmutativa,
(A,+,°) se llamara anillo conmutativo.

20
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e El ejemplo mas sencillo y representativo de estructura de
anillo se encuentra en (Z +,¢), el anillo de los enteros.
Este anillo tiene unidad y es conmutativo.

e Por similitud con (Z+,¢), cuando tratemos con un anillo
unitario cualquiera, en general se refiere a la suma y al
producto como primera y segunda operacion,
respectivamente, y se utiliza el 0 y el 1 como neutros
respectivos.

Para abreviar la notacion, se escribe ab en lugar de g » b.
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e Los axiomas de anillo son una abstraccion del comportamiento de los
numeros enteros respecto de las operaciones aritméticas elementales: la

suma y el producto.

e Otra clase importante de anillos abelianos unitarios finitos es (Z,+,¢) el
anillo de los enteros modulo r.

22
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e Sea (A+,¢) un anillo, entonces:
o (VWxeA)ODex=xe0=0.
o (VxyeA) —(xey)=(=x)e*y=xe(-)).
o (VXyeA)(=x)s(=y)=xeyV.
e Si el anillo posee unidad, entonces (Vxe A) —x=(—1) e x= xeo (—1).
e La ley de simplificacion es otra propiedad importante que cumplen los

numeros enteros, es decir, para todo a,b,c € Z* = Z— {0} se verifica ab =
ac= b=_c

23
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e Si(G*)y (FL) son dos grupos. Se dice que una aplicacion f: G— Fes un

24

homomorfismo de grupos si para todo ay b en G se satisface que a *
b) = fa) L fb). Si, ademas de ser homomorfismo,

e fes sobreyectiva, entonces Fes un epimorfismo.

e fes inyectiva, entonces fes un monomorfismo.

e fes biyectiva, entonces Fes un isomorfismo.

e G = F, entonces fes un endomorfismo.

e G = FYy biyectiva, entonces fes un automorfismo.
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Para un homomorfismo de grupos f: G — Fse define el nicleo de fcomo
el conjunto NV, = F1({€}), donde € es el elemento neutro de ~

e El ndcleo de un homomorfismo esta formado por los elementos cuya imagen es el neutro.
kerr= N:={xe G| x) = €}
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Imagen de i [ editar]

El conjunto de todos los elementos de [ que son la imagen de algan elemento de (3 se llama la imagen de la aplicacion, y se denota lm(tp) 0 :p(G)_E Formalmente:
Im(yp):{he H:h=p(g), paraalgin g € G}

La imagen de (p es un subgrupu de H

El nucleo o kernel | editar]

El conjunto de todos los elementos de ( cuya imagen es el elemento identidad de [ se llama nucleo (kernel) de -

ker(p) : {g € G : p(g) = 1x}

El nucleo de ¥ es un subgrupo normal de G. El nucleo es importante porque no solo determina qué elementos tienen por imagen la identidad, sino también qué elementos
tienen la misma imagen:?

Dadoa € G — p(ao k) = p(a) vk € ker(yp)
vaaue p(ao k) = p(a) * p(k) = p(a) x 1g = p(a)

Los conjuntos de todos los elementos que comparten una misma imagen son las clases laterales del nicleo.
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Teorema. Si /: G— Fes un homomorfismo de grupos, si e es el elemento
neutro de Gy ademas € es el elemento neutro de £, entonces se cumple

e fle)=¢ ()

f(xt)=[f(x)]" @)

Demostracion.
(1) (2)
Flore)= 100L £(e)  Fle)=em Flenxt)= £() L ")
f(x)=f(x)L f(e)=f(x)Le' f(x)a f(x?)soninversosentresi
¢ [

f(x?)=[f(x)]"

FRANCISCO DE VITORIA
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e Teorema. Sea /: G— Fes un homomorfismo de grupos, con e el elemento
neutro de Gy € el elemento neutro de £, si V.= {e} entonces fes inyectiva.

e Demostracion.

f esinyectiva

28
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e A recordar:

Un homomorfismo que es también una biyeccion tal que su inversa es también un
homomorfismo se llama isomorfismo; dos objetos isomorfos son totalmente
indistinguibles por lo que a la estructura en cuestion se refiere.

Un homomorfismo de un conjunto a si mismo se llama endomorfismo, y si es también un
isomorfismo se llama automorfismo.

Un homomorfismo que es sobreyectivo se llama epimorfismo.

Un homomorfismo que es INY@CEIVO se llama monomorfismo.



Es biyectiva, luego tiene reciproca
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1—a
Z2—e
3-b
4 -t
5-g
D—=cC
7 —=h
8-d
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Automortfismo L T
57 6] 67 57 11 2t ot 7
3- 4' 4- 31! 3i 4‘ 41. 3-
1* ' 0 1 5° 6" 6° 5°

graph itself, the graph flipped left-to-right, the graph flipped up-down, and the graph flipped left-to-right and up—dnﬁ.rﬁ: r.es.pe.cti;.rely: illustrated above.
More generally, as is clear from its symmetry,

An example for a graph with four
w) automorphisms. For instance,
interchanging vertices 2 and 4 as

well as 5 and 7 produces the
same drawing.
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Clave para entenderlo
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Resumen grafico | . cusme...
g1—> f f g1—>
g2——> A ~ B A >~ B g2——> C
(a) Monomorphism (b) Epimorphism
f .
A > A A ) B
< f

(c) Endomorphism (d) Isomorphism
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Ejemplo 1.
Sea h: (R,+) — (IR — {0}, -), se define h(z) = 3*. Vemos que
hiz+y) = 35,
Y
h(z)h(y).

Asi h es un homomorfismo. Por otro lado, se tiene que

dh(x)
dx

= In3-3° > 0. Vz € R,

esto significa que h es creciente estrictamente y por lo tanto inyectiva, asi que
h es un monomorfismo.
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Considerar el grupo de los nimeros reales con la suma (IR, +, 0) y el grupo de los niimeros
reales con el producto (R — {0}, .. 1). ;Eslaaplicacion f : (R.+,0) = (R — {0}.-.1). con

flx) = e*, un homomorfismo de grupos? ;Es un epimorfismo? ;Es un monomorfismo?
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e Con estructuras algebraicas, grupos, anillos y homomorfismos se trabajara
mas en:

o MATEMATICAS DISCRETAS



