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20.1 CONSIDERACIONES

GENERALES

a experiencia nos dice que a lo o

largo del movimiento de un sis- -~ SN
tema material se producen situaciones —~ <)

en las que existen cambios bruscos en
el campo de velocidades de sus parti-
culas. Tal es el caso de la pelota que
golpea contra el suelo y sale rebotada.
En un instante muy corto y casi sin des-
plazamiento de las particulas, éstas han
pasado de tener unas velocidades, a te-
ner otras completamente distintas.
Pretendemos elaborar un modelo matematico que dé cabida
al analisis de estas discontinuidades. Comencemos estudiando
el caso de una particula sola para generalizarlo rapidamente a
un sistema cualquiera. Consideremos una particula de masa m
sometida a una fuerza F. La ecuacion de su movimiento viene

dada por ;
av Fig. 20.1 La teoria de percusiones se
L W =F= mdv =Fdt encarga de elaborar el modelo matema-
.. , . T tico que estudia los cambios bruscos del
Si integrasemos los dos miembros de esta ecuacion a lo largo campo de velocidades de un sistema ma-
del movimiento real entre los instantes zo y 71 tendriamos terial.
rr
mvy; — mvgy = / F dt 20.2
Y10

Si tenemos 7y y 71 muy proximos y F se mantiene finita en
este intervalo de tiempo, la integral del segundo miembro de
(20.2) es una cantidad pequena y v; es muy proxima a vg. Esto
es lo que normalmente ocurre a lo largo de un movimiento sin
discontinuidades. No obstante, las discontinuidades de v que
la experiencia nos ensefna, ocurren en tiempos muy cortos. La
ecuacion (20.2) exige que durante el tiempo 77 — 7o el valor de
F se haga muy grande, del orden de k/(z; — ). De esta forma
podemos dar entrada matematica a la causa de la discontinui-
dad. Decimos entonces que la particula se encuentra sometida
a una percusion cuando se somete a una fuerza infinitamente
grande durante un tiempo infinitamente pequeno.

La percusion se representa con un vector P que es igual a la
integral del segundo miembro de (20.2). No obstante, como esta
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Fig. 20.2 La aplicacion de una per-
cusion P a una particula se manifiesta en
un cambio brusco de su velocidad.

integral no se va a poder efectuar, la valoracion de P se hace
a través del efecto que produce que es la variacion de la canti-
dad de movimiento expresada en el primer miembro. Tenemos

entonces
P = Amv 120.3

Si durante el tiempo #; — 7o, la particula estuviese sometida
a varias fuerzas, alguna de las cuales no se hiciera infinitamente
grande en dicho intervalo, al efectuar la integracion (20.2), su
efecto no seria tenido en cuenta y podria prescindirse de ella
en el analisis de la discontinuidad. Asi por ejemplo, al lanzar
una pelota pesada contra la pared, ésta se encuentra sometida
a su peso y a las fuerzas de reaccion procedentes de la pared.
Mientras aquél se mantiene finito a lo largo de la discontinui-
dad, éstas se hacen infinitamente grandes en el corto tiempo
que dura la misma. En su analisis se puede entonces prescindir
del peso.

Otra circunstancia que debemos poner de relieve es que al
mantenerse la velocidad acotada durante el tiempo de discon-
tinuidad, el avance de la particula es infinitamente pequeno.

Teniendo en cuenta estas observaciones, establecemos las
siguientes hipotesis logicas:

e En el analisis de la discontinuidad no se consideran fuer-
zas que no se hagan infinitamente grandes en la misma.

e Durante el tiempo que dura la discontinuidad se considera
que las particulas no han sufrido desplazamiento.

20.2 ECUACIONES
GENERALES

C onsideremos ahora un sistema material. Sobre cualquie-
ra de sus particulas actuara una resultante P, de las
percusiones exteriores directamente ejercidas sobre ella y otra
resultante P; de percusiones interiores. Ambas proceden de las
fuerzas F. y F; infinitamente grandes que han actuado sobre la
misma en un tiempo corto. La ecuacion (20.3) para la particula

seria
P.. +P;, = Amv 20.4

Al sumar para todas las particulas, como las P; son iguales
y de signo contrario, nos queda para el sistema

P, =AZmv =AM vg 20.5
La ecuacion (20.4) que se verifica para cada particula pone

de manifiesto que en el sistema material existen, en el momen-
to de la discontinuidad, tres sistemas de vectores deslizantes,
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SISTEMA MATERIAL SOMETIDO A PERCUSIONES 20.3

el de las P,., el de las P; y el de los Amv, siendo la suma de
los dos primeros equivalente al tercero. Ahora bien, las P; for-
man un sistema nulo, luego hay que establecer la equivalencia
del primero con el tercero. La ecuacion (20.5) ha establecido
la igualdad de resultantes. Nos falta por establecer la igualdad
de momentos que puede hacerse respecto a cualquier punto del
espacio, sea fijo o movil, con tal que las velocidades v se con-
sideren respecto a ejes galileanos. Podemos entonces establecer
la ecuacion de momentos

>ra P.y = AXra mv = AH

donde H es el momento cinético respecto al punto donde se
toman los momentos. Si este punto es el centro de masas, la
ecuacion (20.6) se puede poner también en la forma

2rA PU\- = AH(; = Ah(; 20.7

donde hg es el momento cinético de velocidades relativas a ejes
de direcciones fijas que pasan por el centro de masas y en este
punto coinciden los momentos cinéticos Hg y hg de velocidades
absolutas y relativas.

Las ecuaciones (20.5) y (20.6) son las tnicas que nos su-
ministra la mecanica newtoniana. La ecuacion de la energia,
en general, no es aplicable, porque el trabajo realizado por las
fuerzas que generan la percusion no es nulo ni se conoce facil-
mente, puesto que es una fuerza infinitamente grande que actia <
durante un camino infinitamente pequeno.

Los problemas de percusiones son mas sencillos de resolver
que los que tratan de determinar el movimiento a lo largo del
tiempo, pues en ellos el problema general es el de conocer un
estado cinético del sistema a partir de un estado de entrada y
esto se resuelve siempre mediante ecuaciones lineales y algebrai-
cas. Sin embargo, la determinacion de un movimiento conlleva
la resolucion de un sistema de ecuaciones diferenciales que lo
normal es que no sean ni siquiera lineales.

Los problemas en los que aparecen percusiones son de tres !
clases:

e Problemas en los que se aplican percusiones conocidas.
e Problemas en los que se introducen ligaduras bruscamente.

e Problemas de choques.

El primer tipo es el que se tiene cuando en un momento
determinado, en el que se conoce el estado cinematico del siste-
ma, se aplica un sistema de percusiones P conocidas. Se trata
de determinar el estado cinematico que aparece inmediatamen-
te después de aplicar las percusiones. Es un problema que se
resuelve siempre con las ecuaciones (20.5) y (20.6) aplicadas al
sistema entero o a determinadas fracciones del mismo adecua- . . . L

. 5 : . Fig. 20.3 El primer problema tipico
damente elegidas. Por supuesto, al fraccionar el sistema pueden de percusiones es el de calcular el nuevo 1
aparecer como exteriores percusiones que antes eran 1nteriores, estado cinematico del sistema cuando se
igual que pasaba con las fuerzas. le aplican percusiones conocidas.
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El segundo tipo de problema se presenta cuando en un ins-
tante dado del movimiento del sistema se introducen brusca-
mente ligaduras que antes no habia; por ejemplo, cuando a una
placa que va deslizando sobre un plano se le fija uno de sus pun-
tos y se pone a girar alrededor de €l. En estos problemas apare-
cen tantas percusiones de ligadura desconocidas como grados de
libertad coacciona dicha ligadura. Estas percusiones desconoci-
das son incognitas que se agregan a las que ya tiene el problema
en si, con objeto de calcular el nuevo estado cinematico del sis-
tema. Aunque parece que el niimero de incognitas aumenta, no
ocurre asi, pues si bien es cierto que cada coaccion introducida
por la ligadura lleva consigo una incognita, también es cierto
que en el estado cinematico de salida hay un valor menos que

%’TQ"E—% calcular al estar impedido por la ligadura. Nuevamente se re-
suelven los problemas con las ecuaciones (20.5) y (20.6).

Fig. 20.4 El segundo problema tipi- Finalmente, el tercer problema en el que aparecen percusio-
co depercusiones s el de calgularcl gue- nes se nos presenta cuando dos sélidos chocan entre si y ambos
vo estado cinematico del sistema cuando . i 5 "
se introducen ligaduras de forma brusca. tienen cambios bruscos de sus estados cinematicos. El proble-

ma no puede resolverse solamente con las ecuaciones (20.5) y
(20.6), sino que se necesita siempre una informacién adicional.
Imaginemos, por ejemplo, dos solidos libres que sufren un cho-
que sin rozamiento en un punto de sus superficies. El conoci-
miento del estado cinematico de salida de cada sélido supone
seis incognitas que son las tres componentes de la velocidad de
uno de sus puntos y las tres componentes de la velocidad de
rotacion. Como hemos de determinar el movimiento de dos sé-
lidos, ya tenemos doce incognitas, mas el valor de la percusion
mutua sufrida ortogonalmente a las superficies de ambos, que
hacen un total de trece incognitas, cuando las ecuaciones (20.5)
y (20.6) para cada solido solamente nos dan un total de doce
ecuaciones.
Hay pues, una indeterminacién que suele salvarse defi-
niendo un parametro empirico que es el coeficiente de resti-
| tucion e del choque. Dicho coeficiente depende de la natura-
7 leza de ambos solidos y se define como

_(Vi-v9)-n

o 20.8

e =

donde n es el vector unitario ortogonal al plano tangente comun
que ambos solidos tienen en el momento del choque, v'| y v/g
son las velocidades de salida de los puntos de contacto de ambos

Fig. 20.5 El tercer problema tipico solidos y v1, v son las velocidades de los mismos puntos a la
de percusiones es el de calcular el nue- entrada en el choque.
vo estado cinematico de dos slidos que Cuando e = 0 se dice que el choque es perfectamente inelés-

chocan.

tico'y cuando e = 1 el choque es perfectamente elastico. En este
ultimo caso, como se demostrara en Mecanica Analitica, hay
conservacion de la energia total de ambos sélidos a través del
choque, por lo que la ecuacion (20.8) podria sustituirse por la
ecuacion de conservacion de dicha energia. No obstante, dado
que la energia lleva términos cuadraticos en la velocidad. esta
sustitucion no es buena por la existencia de soluciones parasitas.
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20.5

Cuando los choques se efectian entre cadenas de solidos so-
metidos a ligaduras, siempre queda el recurso de ir aplicando
las ecuaciones a determinadas fracciones del sistema de solidos,
pero ello hace aparecer como incognitas las percusiones de li-
gadura existentes entre los diversos solidos, lo que puede llegar
a ser sumamente engorroso. En estos casos estan especialmen-
te indicados los métodos de Mecanica Analitica que tendremos
ocasion de ver.

EJEMPLO 1

Un disco homogéneo de radio ¢ y masa m gira alrede-
dor de su centro O que permanece fijo con velocidad angular
o. En un instante dado se fija bruscamente un punto M de
su periferia y se libera el O con lo que pasa a girar alrededor
de M.

Se pide:

1°) Averiguar la nueva velocidad o’ con la que girara alrede-
dor de M.

2°) Calcular la energia cinética perdida.

Si se realiza de nuevo la operacion inversa, es decir, se fija
de nuevo O vy se libera M, calcular:

3°) La nueva velocidad o alrededor de O.
4°) La nueva energia cinética perdida.

El disco va a sufrir una percusion en M. Si tomamos momentos
respecto a este punto, la percusion no dara momento y por tanto
se conservara el momento cinético respecto al mismo a traves de la
discontinuidad que establece la percusion.

Estableceremos la ecuacion.

Momento cinético en M antes = Momento cinético en M después.

Para calcular el primer momento cinético aplicamos el teorema
de Koenig

Hy =mavy + Ihyo

y como antes de la percusion vy = 0 nos queda
Hy = Ioo = ma“w/2

Después de la percusion el disco gira respecto a M, luego su mo-
mento cinético lo podemos calcular como solido con punto fijo

I“IA\] = [\/({)’ =3ma- (’)//2
Tenemos entonces
2 / 2 r /" ’
ma - w/2 =3ma 0 /2= o =w/3

La energia cinética perdida vale

. 1 5 1 5
Tp =5 I — 5 IM0™™ =
2
1 5 5 5 W° 1 5 5
= -ma o —-ma — = —ma-o°
4 - 9 6

Fig. 20.6 Si un disco gira alrededor |
de O y se frena bruscamente en M, apa- ‘
rece en este punto una percusion P des-
conocida.




