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1. Sea (2,4, P) un espacio probabilistico y sean dos sucesos A, B € «/. Razonar si es siempre cierta

la siguiente afirmacion:
P(AnB)> P(A)+ P(B) — 1.

(Examen parcial de 2017)

Solucion: S1, esta afirmacion siempre es cierta. Para probarlo observemos que, para cualquier par

de sucesos A, B € of se verifica
P(AUB) <1,

o expresado de otra forma,
—P(AUB) > —1,

y también que
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(AN B),

de donde, despejando, obtenemos que
P(ANnB)=P(A)+ P(B)— P(AUB) > P(A)+ P(B) — 1.

c.q.d.

2. Consideremos una sucesién infinita de tiradas de un dado de parchis. Para cada i € INT definimos el
suceso
A; = en la i-ésima tirada sale 5.

Utilizando las operaciones bésicas de conjuntos (uniones, intersecciones y complementaciones), expresar
los siguientes sucesos en funcién de la sucesién de conjuntos {A4;}, n:

(a) S = el resultado 5 ocurre en infinitas tiradas.

(b) I = el resultado 5 ocurre en todas las tiradas excepto, a lo sumo, en una cantidad finita de ellas.

Qué relacion existe entre los conjuntos S e I7

Solucion: Observemos que dado cualquier elemento del espacio muestral, w € §2, se tiene que

(a)
weSeVnelNT 3 i>n taq. weAi@)wGﬂ(UAi).
n=1 \i=n

-1 ().
n=1 \i=n

Luego



weleInelNT tq. V i>n wGA,-@wEU(ﬂAi).

n=1 \i=n

Luego
o0 o0
=/ <ﬂAi>
n=1 \i=n
Notese que siempre se verifica I C .S, ya que si sucede I, es decir, si el resultado 5 ocurre en todas las

tiradas excepto, a lo sumo, en una cantidad finita de ellas, entonces necesariamente el resultado 5 ocurre
en infinitas tiradas, y por tanto ocurre el suceso S.

La inclusién contraria (S C I) solo se da bajo determinadas condiciones. .
. Sea Q un conjunto infinito numerable, y sea &7 = P(2). Definimos la funcién P : &Z — IR tal que, para
cada A € &,
0 si A finito,
P(A) =
1 si A infinito.
Puede ser P una probabilidad sobre <77

Solucién: No, P no puede ser una funcién de probabilidad, ya que no verifica los axiomas de
Kolmogorov.

Lo demostraremos por reduccion al absurdo.
Supongamos que P fuese una probabilidad.

Observemos que, dado que €2 es un conjunto infinito numerable siempre podemos encontrar un con-
junto A € P(2) que tenga infinitos elementos, y que ademds verifique que A¢ también tenga infinitos
elementos.

Para tales conjuntos se tendra que

por lo que se tendria que
PQ)=P(AUA)=PA)+P(A)=1+1=2>1,

lo que contradice el axiioma (iii) de Kolmogorov (P(f2) = 1).
De este modo hemos llegado a un absurdo, por lo que P no puede ser una funcién de proba-
blidad.

Observacién: Para fijar ideas podemos considerar, por ejemplo, que 2 = INT y que A es el conjunto
de los numeros pares, por lo que A€ seria el conjunto de impares.

Ambos conjuntos tienen infinitos elementos, por lo que se tendria P(A) = P(A°) = 1 y en consecuencia
P(IN') = 2, lo cual evidentemente es absurdo.

No obstante es importante que senalar que, encontar un contraejemplo en el que no se cumplan las
condiciones para que P sea probabilidad no nececesariamente implica que nunca pueda serlo.

. Demostrar que para cualquier a € IR, el conjunto (—oc,a| es un elemento de la o-dlgebra de Borel,
definida como
B(R)=0{(a,b) CIR : a<b}.



Solucidn: Observemos en primer lugar que, para cualquier b € IR, el conjunto (—oo,b) es un boreliano
oo re e ) ) ) )
ya que puede expresarse como una uniéon numerable de intervalos abiertos:

oo

(—o0,b) = | J (b —n,b).

n=1

Una vez probado esto, basta observar que cualquier intervalo de la forma (—o0,a] es una intersecién
numerable de conjuntos del tipo (—oo, b):

(—o0,a] = ﬁ <—oo,a—|— %) .

n=1

Luego, efectivamente, para todo a € IR,
(—o0,a] € B(IR).

c.q.d.

Observacion: otra posibilidad para demostar este resultado de manera mas directa, es tener en cuenta
que la interseccién numerable de una unién numerablede borelianos es también un boreliano, y que el
el intervalo (—o0, a] puede expresarse como

(ool = () U <a—k,a—|—%> N (—oo,a+%>.

n=1k=n n=1

. Consideremos un espacio probabilistico (2,47, P) y dos sucesos A, B € & tales que P(A) = 1/3 y
P(B)=1/2.

Calcular P(A°N B) en las siguientes situaciones:

(a) Si Ay B son incompatibles,
(b) Si A C B,

(c) SiBCA,

(d) Si P(AnB) =1/8,

(e) Si P(AU B°) = 3/4.

Solucion:

(a)

A, B incompatibles = B C A°= A°“NB =B = P(A°NB)=P(B) =

N | =

(b)

AC B= P(A°N B) = P(B/A) = P(B) — P(A) =

N —
W
| =

(c) Esta situacién no puede darse con los datos del problema, ya que
BC A= P(B)<P(A),

vy en nuestro caso se tiene que



(d)
P(A°NB) = P(B/A) = P(B/(BN A)) = P(B) - P(ANB) =

(e) Por la leyes de Morgan se tiene que (AU B¢)¢ = A°N B. Luego

P(A°NB)=1-P(A°NB)=1-PAUB°) =1-—
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