SOLUCIONES CAPITULO 5
Ejercicio 1

La tasa del codigo es

1
R=-.
2
La distancia minima d,,;, = 4, y una posible tabla de sindromes es

e S
0000000070000
1000000011101
0100000071011
001000001110
0001000070111
0000100071000
0000010070100
0000001070010
000000010001
000000110011
000001010101
0000011070110
0000100171001
0000101071010
0000110071100
1000001011111

Ejercicio 2
a) La tasa del codigo es R = 2/3

b) La representacién esquemética se muestra en la figura

C(O)
BO) [g]
D
] cOe
B[]
D
CcA

c) El diagrama de rejilla se muestra en la figura



Y[¢] P[€+1] Etiquetas P[] Y[£+1] Etiquetas

Y7 (e 11]001 V3 Y7 11]110
e 01]100 e 01001
s 10[010 s 10[111
ba 00[111 s 00]010
Ve (U 11{010 P2 7 11111
e 01/111 e 01/010
b 10/001 b 10[100
ba 00[100 s 00]001
¥s V3 11]000 (1 Y3 111101
" 01/101 o 01000
" 10/011 1 10[110
o 00[110 bo 00]011
(o V3 11]011 Yo V3 11]110
e 01]110 b 01011
" 10/000 " 10[101
o 00[101 bo 00]000

d) Minima distancia del c6digo DX, = 4.

min

Ejercicio 3

a) Secuencia decodificada con salida dura

\)

| =
—_

’lﬁg = [01] [ ]

b) Secuencia decodificada con salida blanda

¢ |0
Bl(]1 1

| N
— W

2



23.0379 [ 20.5967 | [30.2232
[7.1436 |
15.3085 34.0121 0.5858 0.8788 26.9567 9.6265 35.0632

Y3 =[11] @ [ ] ® @ ® [ ] [ ]

11.8388 13.5865 5.7069

29.8379 31.5567 34.1832 35.9301
12.9179 ]11'8388[ 15.9967 ]13_5865[ 31.1032 | [ 22.0901

P2 = [01] @ ®

Y1 = [10] @

20.1465

17.6285

26,2121 : 076 36.1432 39.6101
20.9036 17.6285 6.060 1588 20. 8. 5.11
. 20,1432 20.3701 06

o = [00]

® < & <
20.81 0.0936 3.7485 1.9058 8.5588 3.0665 0.2269 10.9125

(0] (1] ¥[2] ¥(3] 4] (5] ¥[6] ¥[7] (8]

Ejercicio 4

a) Para el cédigo bloque

i) La distancia minima del codigo es d,i = 2.

ii) Es posible obtener una posible matriz en forma sistemética tanto por el principio como

por el final ) i ) )
, |1 0|10 , |1 0|10
Gl__Olll_’GZ__ll()l_

iii) La matriz de chequeo, para cada caso seria
[1 11 0] [1 0]1 1]
Hl__0101_’H2__0101_

iv) Las tablas de sindromes para cada matriz serian

e S e S
0000j]00 0000100
1000{10 10007]10
010011 010001
0001j01 000111

b) Para el cédigo convolucional

i) La representacion esquemaética se muestra en la figura




ii) El diagrama de rejilla se muestra en la figura Se pueden obtener las etiquetas a partir de
la tabla siguiente:

BO] BW | BOW -1 BO—1]|cOp] oW c@[ O
1 1 1 1 1 1 0 1
0 1 1 1 0 1 1 0
1 0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 1 0 0
1 1 1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

Y[l Yl£+1] Etiquetas
Vs D3 11]1101
Y3 = [11] s 01]0110
P 10/1010
Wo 00/0001
2 Y3 110000
¥2 = [01] Yy 01]1011
W 10[0111
Yo 00[1100
=[10 U1 s 11]0001
Y1 = [10] Ws 01/1010
s 10(0110
Wo 00[1101
Yo = [00] Yo V3 11[1100
V[{] V[l +1] s 01]0111
N 101011
o 00[0000
iii) La minima distancia del cédigo es DX, =3
iv) La secuencia decodificada es
(1012345
Bl(|1 01110

Las métricas acumuladas (camino superviviente en negrita) en cada estado durante el
algoritmo de Viterbi son

W2l PB4
¢s=[1,1]| 3 5[3]0[6 3[5[6[4 -
Wy =10,1] 2 6[43[5 20435 -
br=[1,01| 0 6435 o653 -
wo=1[0,0]| 3 3[5/2]4 3[5/614 6]4]3|5




Y3 =[11]@ @ °
1/}2 = [01]. o
0]
¢1 = [10]. ]
3
o = [00] ‘
¥[0] ¥[1] ¥[2] ¥[3] ¥[4]

c¢) En el caso del cédigo bloque la probabilidad de error es

Po=c(l-e) +Z ()= a-a

Con el cédigo convolucional

P.orc ) (i) e (1—e)3 e,

e=1

Ejercicio 5
a) Para el cédigo bloque

i) Los valores que ofrecen las méximas prestaciones (d;, = 3) son

ii) La tabla de sindromes es

e S
00000(000
10000|111
01000]101
00100{100
00010010
00001]001
10001110
00011011

iii) Las palabras decodificadas son

bo — 007 b1 — 01, b2 =11

b) Para el cédigo convolucional

i) La representacién esquematica y el diagrama de rejilla del cédigo se muestran en la figura



ii) La secuencia codificada es

10 11\12 13 14 15
1 0/0 0 0 O

m |0 34567
Clm] | 1 0 101

| oo

1 2 4 9
11 0 0

iii) Las prestaciones con salida dura son

P.~c

o
I =8
[\V)

WEEERS

donde ¢ es la tasa de error binario asociada a una constelacion 4-QAM

1 1, 1
‘5‘@( No/2>_5Q< No/2>

Con salida blanda

iv) La secuencia decodificada es

Ejercicio 6
a) Los dos c6digos son sistemédticos, uno por el principio y otro por el final.

b) La distancia minima del c6digo 1 es d,,;, = 3, y por tanto tiene la capacidad para detectar
patrones de hasta d = 2 errores y corregir todos los patrones de hasta t = 1 error. Para el
codigo 2 la distancia minima es d,.;, = 2, y por tanto puede detectar hasta d = 1 error, y
corregir los patrones de t = ( errores.

c¢) Las palabras decodificadas son



Ejercicio 7
a) La tasa del cédigo es R = %, y la representacion esquematica es

11]110

cog v =[1]
B¢ 00011 11]101
cMY
c@1y o1|000|111
0

P[] Ple+1]
00]000

b) El diagrama de rejilla se muestra también en la figura de arriba. La distancia minima es

H
Dmin

= 3.

c¢) La secuencia codificada es
C[m/] =101 010 111 000 | 000 000

Los 6 ultimos bits corresponderian a la parte de la cabecera de ceros transmitida tras la
secuencia de bits de informacion.

d) Si, es una secuencia posible en este codificador, correspondiente al fragmento

Blm]=---11011000 - -
siempre y cuando se transmita después de B[m] = ---01 o de B[m] = - - - 11 (es decir, partiendo
del estado ¥y = 1).
e) Ahora el convolucional es
1/10
BW[y 0]11
D
C1 1)01
Yo =0
o=t 0000 we+1]
La secuencia decodificada es
¢ |01 2345
BlJjo 01 011



Y1 =[1]e@

Yo = [0]
¥ YI7]

Ejercicio 8

a) Se presentan los resultados cédigo a c6digo.

1) Para el primer cddigo, la tasa de codificacién es R = %

y la distancia minima es dos.

2) En el segundo cédigo, la tasa de codificacién es R =
dos.

(S

, v la distancia minima es también

3) En el tercer codigo, la tasa de codificacion es R = %, y la distancia minima es dos.
b) El primer cédigo no es lineal. El segundo c6digo si es lineal, y su matriz generadora es
Gy=[01010].
El tercer codigo es lineal y su matriz generadora puede ser por ejemplo (no es la inica opcién)

10100
G3:[01111]'

¢) Los tnicos cédigos que pueden ser sistematicos son los codigos C; y Co.

d) Para aumentar la distancia minima, se puede cambiar la segunda palabra por 11111, con lo
que se tendria una distancia minima de cinco.

e) En el caso del codigo Cs es la segunda, 01010, y en el cédigo C3 hay dos palabras con la misma
verosimilitud, 01111 y 11011, por lo que se puede decidir cualquiera.

Ejercicio 9
a) El diccionario del cédigo es

b; C;

000]000000
001]001011
010{010101
011]011110
100({100110
1011101101
110(110011
1111111000

N OO T W N = O,




La matriz de chequeo de paridad es

H:

O ==
—_ O =
=)
o O =
O = O
_ o O

y la distancia minima es d,,;, = 3.

b) La probabilidad de error del cédigo es

6
6
Pe:142]-_ 4 € (1 — 6—e
- ()00

BPSK
c = Q mwn .
24/ No/2

¢) El diagrama de rejilla del convolucional (y su representacion esquematica)

donde

111
¥s = [11]
P = cOg
B
D D

— cMe
o | iU
Yo = [00

1]W] 0[00 [ +1]

d) La probabilidad de error es

6
6

P.~c E ()56 (1—e)%,
e

e=2

donde ¢ es la tasa de error binario asociada a la constelacion BPSK (o 2-PAM), en este caso

1
ff:@(m)

El resultado tiene en cuenta que para este convolucional D
en z = 3 transiciones sobre la rejilla.

H

man

= 4, y dicha distancia se alzanza

e) La secuencia de bits transmitidos es
C'lm] = 100110 110011
La secuencia decodificada puede ser cualquiera de las siguientes:

B[] =100 110, B[] = 001 110, o B[¢] = 010 110



f) La secuencia codificada es
Clm] =01 11 01 00 00

por lo que la secuencia recibida sera
R[m] =11 11 01 00 00

La secuencia decodificada dada esta secuencia recibida es

B[t] = 100

wg = [01] [ ]

Ejercicio 10
a) La representacién esquemética y el diagrama de rejilla del c6digo se muestran en la figura

1/101

O

B[]

@]b[f] 0[000 [ +1]

b) Si, ya que la primera de las salidas es una réplica de la entrada.
c¢) La secuencia transmitida mds verosimil es

10 11 12 13 14
1 1 0 0 1

m"
/

Clm7]

01234567389
1110111100

10



y la secuencia decodificada es

'I/JQ = [01] [ ]

1/}1 = [10] [ ]

Ejercicio 11

a) El diccionario del codigo es

z‘bi‘ C;
0] 01]000O0
110111

y la distancia minima d,,;, = 3.

b) La representaciéon esquemadtica se muestra en la figura

11



Las ramas que salen y llegan al estado todo ceros del diagrama de rejilla se muestran en la
figura

Y[l Y+ 1] Etiquetas
Vo U 111]1110
Vg 011|0110
¥s  101]1010
Uy 001|0010
Vs 110[1100
Yo 010/0100
" 100/1000
Yo 000/0000

Py o 000[1111
Ve 000[1011
Vs 000[0111
N 000[0011
V3 0001100
Vo 000[1000
N 000[0100
Yo 000[0000

H =2

min

La distancia minima del codigo es D

c¢) La tasa del c6digo concatenado es R = %, y su diagrama de rejilla

1/0001
Y1 = [111]
01111
1/1110
Yo = [000
0= 1}/)[6] 0/0000  [¢+ 1]

El cédigo concatenado tiene mejores prestaciones que cada uno de los coédigos por separado,
ya que su distancia minima es mucho mayor, por lo que puede corregir hasta 3 errores en cada
bloque de 8 bits codificados.

En cuanto a ancho de banda, como la tasa del cédigo concatenado es menor, el ancho de banda
para transmitir la misma informacion es 4/3 veces mayor que la requerida con el cddigo bloque
(en este, la tasa binaria final es 3 veces la tasa binaria de informacién, mientras que en el
concatenado es 4 veces la tasa binaria de informacién).

d) El cédigo equivalente seria

12



G(D)=[1+D,1+D,1+D,D]

Ejercicio 12

a) El Cédigo A es un cddigo lineal porque se puede comprobar que cualquier combinacién lineal
de palabras del codigo es otra palabra codigo. El Cédigo B no lo es, ya que hay combinaciones
lineales de palabras del cédigo que no forman parte del codigo. Por poner un ejemplo,

b; + by = 01111 no esta en el codigo.

El Cédigo A no es un codigo sistematico, ya que ni los dos primeros ni los dos ultimos bits
de la palabra codificada c; se corresponden con los dos bits de la palabra sin codificar b;. En
cambio, el Codigo B si es sistemadtico, ya que los dos ultimos bits de la palabra codificada se
corresponden en todos los casos con los dos bits de informacién.

En cuanto al ntimero de errores que puede corregir cada cédigo
Para el Cédigo A: t =1 error.

Para el Cédigo B: t = 0 errores.

b) La matriz generadora y la matriz de chequeo de paridad del Cédigo A son
1 1]1 0 0
S
1 1]0 0 1

c¢) La tabla de sindromes es

e S
000007000
10000111
01000101
00100100
000107010
00001]001
00110110
00011]011

13



Las palabras decodificadas son

Ejercicio 14

a)

b)

)

Las matrices generadoras son

Gi=[1|11],Gy=

o O =
O = O
_ o O
—_ =
g
|
1
—_
o
—

Las capacidades de correccion de los cédigos son

e Cddigo 1: d,;, = 3, detecta d = 2 errores, corrige t = 1 error
e Codigo 2: d,ni, = 2, detecta d = 1 errores, corrige t = 0 errores

e Cdédigo 3: di, = 3, detecta d = 2 errores, corrige t = 1 error
Por tanto, el cédigo 3 es mejor que el cédigo 2.

Si se concatenan los codigos 1 y 2, tendremos un cédigo de tamano k = 1, n = 4, en el que las
palabras codificadas tienen la forma siguiente

k| C1 | C1+C2
0] 000 [ 0000
1111 | 1111

La distancia minima pasa a ser d,,;, = 4, lo que permite aumentar en uno la capacidad de
deteccion del codigo 1, y es mejor que la del codigo 2.

Si ahora se concatenan los codigos C2 y C3, el tamano del cédigo serd k = 3 y n = 4 La matriz
generadora es

11010101
10110101
00011011

La distancia minima del cédigo es de nuevo d,.;, = 4, por lo que la concatenacion mejora los
codigos por separado.

La tabla de sindromes es en este caso

e S
00000 | 000
10000 | 100
01000 | 010
00100 | 001
00010 | 011
00001 | 101
11000 | 110
01001 | 111

14



La decodificacién seguird los siguientes pasos:

1.- Célculo del sindrome: s = rH” = 001
2.- Identificacién del patrén de error (tabla): s = 001 — e = 00100
3.- Correccién del patréon de error: ¢ =r+e = 11011 =c3

4.- Decodificacién (diccionario del cédigo): ¢ = ¢z — b=bs =11

Ejercicio 16
a) La matriz generadora en polinomios en D y la representacién esquemética son

G<D):{1 D 1 0}.

0 1 D1

@ cOg

BO[g] BO[g -1
D cMg
c@g

B[y BM[—1]
D c®g

@
b) La secuencia codificada es

C[m] = 1010 1011 0011 0010 0000

La probabilidad de error aproximada es
°. /8
Pe ~~ e (1 — 8—e
exc ; (z) e (1—¢g)

c¢) Para obtener la palabra decodificada hay que aplicar el algoritmo de Viterbi.

En la figura se muestra la métrica de rama para este calculo, resaltando los caminos super-
vivientes (linea mds ancha) y la solucién final (en doble trazo).

15



y en la tabla las métricas acumuladas en cada estado, resaltando la del camino superviviente,
y presentando los valores de los bits decodificados.

(=1 (=2 (=3 | peq
vs | [1] [2]/5/3/6 B0 =0
(2 2/5/[1]/4 B(O)[l] _
s [4]/5/5/5 S =0
Yo 1/5/3)a af2yrys | BUM=E

La solucién es A
Bm]=1001
Ejercicio 17

a) Para el primer codigo

Para el segundo codigo
8
8
P~ ¢(1—¢e)8 e
c E (e) e (1—¢g)

b) El cddigo concatenado tiene la representacion esquemética y el diagrama de rejilla que se
muestran en la figura

1/1010
¢3:[171]
cOg
P2 =1[0,1]
—[1,0
BO Y1 = [1,0]
Yo = [0,0]
0/0000
Ejercicio 18
a) La matriz generadora es
01 010
Gy,=|(1 00 11
00101



En ese caso, como el nimero de errores que se pueden corregir son
dmin
t = =0
2

Ninguno de los dos codigos es sistematico, porque ni los primeros k bits ni los dltimos k bits de
las palabras codificadas se corresponden a los k bits de las palabras sin codificar (siendo k = 2
para el cédigo C; y k = 3 para el cédigo Cy). Eso se traduce en que las primeras k columnas o
las ultimas k columnas de la correspondiente matriz generadora forma una matriz identidad.
Se puede ver que esta condiciéon no se cumple para ninguno de los dos codigos.

para los dos codigos, C; v Cs.

El diccionario del cédigo concatenado es

bl(Cl) CZ(C = Cl + Cz)
00 00000
01 01111
10 10110
11 11001
Y la matriz generadora
10110
G= {O 1 11 1}

El c6digo concatenado es un codigo sistematico: los dos primeros bits de las palabras codificadas
son iguales a los bits sin codificar, o lo que es lo mismo, las dos primeras columnas de la matriz
generadora son una matriz identidad. El cddigo corrige todos los patrones de

t = 1 error.

La matriz de chequeo de paridad es

11
H=|11
0 1

o O =
o = O
_ o O

Y la tabla se sindromes

00000 | 000
10000 | 110
01000 | 111
00100 | 100
00010 | 010
00001 | 001
00011 | 011
00101 | 101

Ejercicio 19

a)

La matriz generadora es
GD)=[1+D, 1+ D* 1+ D+ D*1,s.

Y el diagrama de rejilla

17



P2 =[0,1]

Y1 = [1’ 0}

Yo = [0,0]

La probabilidad de error sera

donde € = 10~* en este caso.

b) Para decodificar la secuencia hay que aplicar el algoritmo de Viterbi

18



Ejercicio 20

a)

c)

La tasa del codigo

4

R=_-

7

La matriz generadora

1111111
1110000
G= 1011010
0111100

el cédigo puede detectar patrones de hasta
d = 2 errores

y corrige todos los patrones de
t =1 error

Se trata de un cédigo perfecto ya que tiene la minima redundancia necesaria para corregir un
error, lo que significa que cumple la condicién

~ (n N (7
Z "] = 2" en este caso = + =14+7=28
J 0 1

J=0

La matriz de chequeo de paridad es

H=

[ )
==
O = =
(S —
oo~
o~ o
_ O O

Y la tabla se sindromes
e S

0000000 | 000
1000000 | 011
0100000 | 101
0010000 | 110
0001000 | 111
0000100 | 100
0000010 | 010
0000001 | 001

La decodificacién basada en sindrome consiste en los siguientes pasos

e Ciculo del sindrome
s=rx H=111

e Identificacién del patrén de error (en la tabla de sindromes)

s = 111 — e = 0001000

e Correccién de los errores
c=r+e=0110011

e Decodificacién (a través del diccionario

)
¢ > b=1101
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Ejercicio 21

a) La representacion esquematica es la de la figura

El diagrama de rejilla parcial es el de la figura

11]110
111

¥n] 00/000 Pln+ 1]

b) La matriz generadora es
G=[1+D 1+D*> 1+D+D?

La representacion esquematica es la de la figura

¢) Se aplica el algoritmo de decodificacién, que es el algoritmo de Viterbi. El resultado de la
aplicacion del algoritmo se muestra en la figura

20



Por tanto, la secuencia decodificada se obtiene del camino superviviente resaltado, siendo

A

BO] =1, BO[1] =0, BO[2] = 1.
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