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ALGEBRA LINEAL
Matematicas e Informética
APellidOS Nombre N°® Matricula
EJERCICIO 1 (2.5 puntos)
En el espacio vectorial )%, se consideran los siguientes subespacios
X—=2z+2t=0
S=L({(-2,2,3,-3),(1,-2,-1,2),(1,0,-2,1)}) y T:<x-y+3t-5z=0
X+2y+4z=0
a) Obtener la base mas sencilla del subespacio S y las ecuaciones implicitas de S.
A partir del sistema de generadores de S buscamos la base mas sencilla de S:
- 1
1 0 -2 1F+(F+F)l 0 -2 1”1 0 -2 1_3510 i 11 0
1 -2 -1 2 1 -2 -1 2 0 -2 1 1 01 - ——|=>B.= ,
2233_)0000_)0000_) 2212
B B 0 0 O 0 1
X 1 1
0
Luego las ecuaciones paramétricas de S seran: 4 =a ) +b _l y eliminando los parametros a y b obtendremos
z - 2
t 1 1
2
1 O0ix 10 X
) o 0 1ly 01 y 4x+y+2z=0
las ecuaciones implicitas de S: - = Ecs. Implic. de S
-2 -3z 0 Ojz+2x+3y 2x-y-2t=0
1 -4t 0 O t-x+3y

b)  Obtener una base del subespacio S+T.

Como S+T=L{Bs u Bt} buscamos, a partir del sistema de generadores Bs LU Bt de S+T, una base de S+T. Para ello

previamente necesitamos una base de T. Para obtener una base de T necesitamos resolver el sistema homogéneo dado por
las ecuaciones implicitas de T:

X—-2Z+2t=0 1 0 -2 20 1 0 -2 2|0 10 -2 2
Xx-y-5z+3t=0=11 -1 -5 30|>|0 -1 -3 1|0|->|0 1
X+2y+4z=0 1 2 4 00 0 2 6 =20 00 0 O

0
0
0
2 -2 2 -2
1
=q + =B_=
P 0

X=2a-20 X
=-3 -3 =31
N Y a+ﬂ:> Y X ,
Z=q b4 1 1 0
t=4 t 1 1

Observaciones:
e Tiempo: 3horas.
® No estd permitido el uso de dispositivos electrénicos.
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B 1 0 -2 1 1 0 -2 1 1 0 -2 1
L]0 1 -1/2 -1/2 0 1 -1/2 -1/2| |0 1 -1/2 -1/2
2 -3 1 0 0 -3 5 -2 00 7/2 -7/2
BT
-2 1 0 1 0 1 -4 3 00 -7/2 7/2
10 -2 1 1 0 0
01 -1/2 -1/2 0 2 0
- = BS+T = ' ‘
00 1 -1 2| -1 1
0 0 0 0 1 -1)\-1
c) Obtener ecuaciones implicitas y una base del subespacio SNT.
ix Y Z :8 }Ecs. Implic. de S
’ X = - =
Ecs. Implic. de SN T: 4
X—22+2t=0 ,
Ecs. Implic.de T
y+3z-1t=0
Para obtener una base de ST resolvemos el sistema homogéneo dado por las ecuaciones implicitas de ST .
4 1 2 0}0 4 1 2 010 4 1 2 0]0 4 1 2 0]0
2 -1 0 =20 0 -3 -2 4|0 0 3 2 4j0 01 3 -10
— — —
1 0 -2 2|0 0 -1 -10 8|0 01 3 -10 0 0 -7 7|0
0 1 3 -10 0 1 3 -10 00 -7 7|0 00 -7 7|0
4 1 2 010 4 0 -1 1|0 4 00 010 x=0 X 0
01 3 -10 01 0 2|0 010 2|0 y==2a |y -2
- - - = = =a
001 -10] oo 1 -1o| |o o 1 [0 Z=a z 1
0 0 0 0/0 0 0 0 0|0 000 010 t=« T 1
0
-2
=B. _=
ST 1
1
d)  Obtener un subespacio suplementario de T.
2 -2 1)(0 2 -2 1)(0
-3 1 O[]1]|-3 1 . 01
B, = , — B, = A, , = Suplementario de T-L ,
1 0 Amvgamv: . R 0110 1 0 0110
0 1 0)10 0 1 0)10
e) Responder a las siguientes cuestiones razonadamente: ¢Es S+T suma directa?. ;Son ST y S+T suplementarios?

S+T NO es suma directa ya que ST no es el s.v. trivial {(0,0,0,0)}. ST y S+T NO son suplementarios ya
que SNT < S+T y ST = {(0,0,0,0)}.

EJERCICIO 2 (1.5 puntos)
X, 1 0 1
a) Eliminar los pardmetros en la siguiente ecuacion paramétrica en Z;: ﬁ =« 9 + 4 9 +y 9
X; 0 0] 0]
X, 1 1 0
101x] (101 x
000 1000 x :{_f
009x| 1009 x_| - [x=0
11 0x, 01 1x,+x




0001111
b) Dado el cédigo lineal C cuya matriz de paridades |0 1 1 0 O 1 1}, ;Cuéles lalongitud del cadigo C? ;Cual es
1 010101
la dimensién de C? ;Cuéantas palabras tiene el codigo C? Razona si C es un cddigo lineal capaz de corregir un error.

00
11

—_ =

0 1 11
Longitud(C) =7, Dimensién(C)=7—rango[0 0 01 J 7 —3=4. Nimero de palabras de C = 2* = 16. La

1 010101

matriz de paridad del codigo lineal C tiene todas las columnas distintas y distintas de la columna toda de ceros, por
tanto, C es un codigo lineal capaz de corregir un error.

EJERCICIO 3 (2.5 puntos)
Sea f: R* — R? laaplicacion lineal que verifica:
1 1 1 1
1 1 1 0
0 1 0 1
f =|-1],f =|0]|,f =0 |f =11 . Sepide
0 0 1 1
-1 0 -1 2
0 0 0 1
a) Determinar la matriz de f respecto de las bases candnicas y las ecuaciones que definen f.
0 1 1
1 1 0
1 1 0
fI o |=f|2|-f| |=|0|-|-1]=|1],
0 0 0
0 -1 1
0 0 0
0 1 1
0 0 0 0
f = f —f = 1
1 1 0
0
0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 -1
0 1 0 1 0
f =f - f - f =/1|-|-1|-]|1|-|1|=| 0
1 1 0 O 1
-1 1 0 2
0 1 0 0 0
Xl
1 00 - A 1 00 -1 y Y= X — X,
Por tanto, M, @Fﬁfy_ 111 0=y, |=|-11 SRR e Rt
-1 10 2 y,) -1 : Y, ==X + X, +2X,
X

4
b) Determinar el nlcleo de f, dando la dimensién y las ecuaciones implicitas y paramétricas del subespacio.

Xl
1 00 -1 0

X
Ecs. Implicitasde kerf: | =1 1 1 O 2 1=1 0. Para obtener las ecs. Paramétricas del kerf hay que resolver
X
-1 10 23 (o
X4

el sistema dado por las ecuaciones implicitas del kerf:

1 0 0 -10 1 0 0 -10 1 0 0 -10
-111 0/0|—-»|0 1 1 -20|—>|0 1 1 10| B aEcs. Par. kerf = dimkerf =1
-1 1 0 2|0 01 0 1]0 0 01 -20

c) Determinar el subespacio imagen de f. Comprobar la formula de las dimensiones para aplicaciones lineales.
1 0)(0) (-1 0)(0) (-1
mf=LJ| 1|22} ot=Lilo||1]| 0 [t=R°
-1/11)10 2 1/10 2



La férmula de las dimensiones para aplicaciones lineales aplicada a f es: dimkerf +dimImf =dimR* =4y como
dimkerf=1y dim Imf=3 se verifica la formula.

d) Razonar si f es monomorfismo, epimorfismo o isomorfismo.

La aplicacion f es epimorfismo ya que Im f =RR*, pero no es monomorfismo, ya que ker f = {(0,0,0,0)}. Por tanto,
no es isomorfismo, ya que no es monomorfismo.

EJERCICIO 4 (2 puntos)
X

Dada la proyeccion ortogonal ps: R*— R, siendo el subespacio vectorial S =<| y [: X—y+2z=0}, se pide:
z

a) Hallar una base ortonormal de S.

Aplicamos el proceso de ortogonalizacion de G-S a una base cualquiera de S, por ejemplo a Bs = {(1,1,0), (2,0,-1)}:

1
u=|1
0
2 1 1 1
0 1 Por tanto, BO™N = i 1 i -1
2 ’ 1 ' L ’
-1)10 \/E 0 \/§ -1
=0 |-———~5-1|=|-1
1) (1
-1 0 -1
1(,/1
0)\0

b) Hallar la matriz de ps respecto de las bases canonicas de R3.

Método 1: ampliamos la base ortonormal de S, obtenida en el apartado a), con un vector ortogonal a S, de forma que
tengamos una base ortonormal de R? formada por dos vectores de Sy uno de S*:

1 1 1 1

BSORN =J_— |1 -1 —>B§;N = i 1 i -1 ,i —1 |} . Por tanto,

1
\/EO,\/é—l \/501\/5—1\/62

1

1 ! 1 !
Ps| —=|1||=—=|1
\/E 0 2 0
1 1 V3 V2 0
1 l 3 3 1 3 3 3 3 3 3
Ps E -1 :_3 -1 :>MPS(B(]$RNIB(]:R)=% \/é _\/5 0 :>MPS(B(]:R lBéR ):MPS(B(]?RNIB(]:R )C(BiR IB§RN)
-1 -1 0 2 0
. 1 0
Ps| —=|-1]|=|0
\/E 2 0
Por tanto,

3 V2 0 3 V2 0)(V3 V3 o0
M, (B B =M, (B, B ICB B0 = | VB 2 0|C(B5 B) =B 2 0|2 2 2|
0 2 0 0 2 off1 -1 2

-2



Meétodo 2:

1 1
ps(x,y,z>=<(x,y,z),%(1,1,0)> = (1) +<(x ! 1)>i3 -
1 1 SX+Yy-22 5 1 -2)\(x
:%(x+y) 1 +%(x—y—z) -1 =% X+5y+2z |==| 1 5 2|y
0 -1 —2X+2y+22 -2 2 2 )\z
5 1 -2
Por tanto, MPS(B(];RSIB(];RB):% 1
-2 2

¢) Teniendo en cuenta la relacion que existe entre los subespacios vectoriales 5y 5+ con los subespacios propios
asociados a los autovalores de ps, diagonalizar ortogonalmente el endomorfismo ps .
Sabemos que los autovalores de cualquier proyeccién ortogonal son 1 y 0, con multiplicidad de 1 igual a la
dimension del subespacio sobre el que se proyecta y, multiplicidad de 0 igual a la dimension del ortogonal al que se
proyecta. Luego, ps tiene el autovalor 1 con multiplicidad 2 y, el autovalor 0 con multiplicidad 1. Ademas, se

verifica que los subespacios propios asociadosapsson S, , =S y S, = S*. Luego, una base ortonormal de

R? formada por autovectores de ps es la base obtenida en el apartado anterior, es decir,

1 ' 1 . 1 !
Bawowee =1 | 1 | 5| 1| —=| 1| ¥
2 3 6
V2 0 -1 V6 2
1 00
M, (BYe: Boes) = 0 1 0|=C(BY B )M, (BY B (BB ) =
0 00
V3 V3 o0 5 1 -2) (V3 V2 1
=%J§ 2 21 s 2%\/5 2
1 -1 2 -2 2 2 0 —/2 2
EJERCICIO 5 (1.5 puntos)
0
Obtener las ecuaciones del giro G\;” ‘R > R? de angulo o=mt/3 y direccion y sentido dados por el vector v=| 0
-1

Tomamos una base ortonormal de R® formada por el vector V y dos vectores del plano ortogonal a V, y con la misma
orientacion que la base canénica.

0)(0) (1 0 01

BN =41 0 ,|1[,/0]}, |0 1 0]=1.Portanto,
-1)10)1\0 -1 00
0 0
G| 0 |=1] 0
-1 -1
0 0 0 1 0 0 1 0 O
GZ|1|=cos(5)| 1|+sen(%)| 0 :MGG,(BORN,BORN)z 0 cos(z) -sen(2)|=|0 1 -¥&
0 0 1 0 sen(%) cos(%) 0 £ 1
0 0
G| 0 —sen(—) 1|+cos(%)| 0
1 1
0 0 1)1 0 030 0 1
ASh M. (B.B,)=C(B™ BIM,, (B™ B™)C(B,B™)=| 0 1 00 + -£|0 1 0=
-1 0 0)lo % 1 1 0 0






