Lenguaje matematico, conjuntos y niimeros

Prueba Objetiva Calificable

Ejercicio 1

Sea U = Z el universo de las variables x e y. Consideramos las proposiciones:
p; Va Jy tal que 2z + y = 22
q; JyVx tal que 2z +y = 22
r; Yy dz tal que 2z + y = 22

Se tiene:

a) py q son falsas.

b) p y r son falsas.

¢) q y r son falsas.

Ejercicio 2

Sea (G, L) un grupo conmutativo de elemento neutro e. Sea un elemento fijo a € G, a # e. Se define en G la
operacion x mediante x xy = z L a L y. Se tiene:

a) No existe elemento neutro de x en G.

b) Todo elemento de G tiene simétrico respecto de *.

c¢) Ninguna de las otras dos opciones.

Ejercicio 3 En el conjunto N*, se consideran las siguientes relaciones:

aRb siysélosi a<b+1
adb siysélosi a4+ bespary aes miltiplo de b

a) R y 8 son relaciones de orden en N*.
b) Sélo R es relacién de orden en N*.
¢) Ninguna de las otras dos opciones.

Ejercicio 4 Sean A y B dos conjuntos tales que card(A) = 5 y card(B) = 3. El ntimero de aplicaciones
sobreyectivas de A a B es:

a) 180.

b) 160.

c) 150.

Ejercicio 5 Sean un conjunto arbitrario A y f: A — A cualquier aplicacién inyectiva. Consideramos los
enunciados siguientes:
1) f es biyectiva.
2) Si A es un conjunto finito entonces f es biyectiva.
3) Si A es un conjunto numerable entonces f es biyectiva.
Se tiene:
a) Los tres enunciados son verdaderos.
b) Sélo los enunciados de 2) y 3) son verdaderos.
¢) Ninguna de las otras dos opciones.



Soluciones

Ejercicio 1

La proposicion p es verdadera pues Vo € Z Jy € Z tal que 2z + y = 22. Basta observar que si z es cualquier
nimero entero entonces y = 22 — 2z es también un nimero entero.

La proposicion g es falsa pues no existe ningiin nimero entero y tal que la igualdad 2x 4+ y = 22 sea verdadera
para todo z € Z.

La proposicion r es falsa pues si y es cualquier niimero entero, el nimero x cumpliria z = 222—_?’ y no es cierto
que para todo entero y, x sea un numero entero. Por ejemplo, para y = 21 no existe ningun entero = tal que
2z 4y = 22.

La opcién correcta es la c).

Ejercicio 2
La opcién correcta es la b).
Veamos que * tiene elemento neutro. Buscamos un elemento n € G tal que

THxkN=N*T =T

para todo z € G.
De
xxn=xzlaln=zl(aln)=x

para todo x € G se deduce que

aln=¢e,esdecr,n=a",

siendo a~! el simétrico de a para L. Para ese valor de n se tiene
nxr=a'lalz=(a'Lla)le=cloz==x

para todo z € G.
Busquemos el simétrico de cualquier x respecto de x. Buscamos y € G tal que

m*y:y*m:a_l.

Dexzxy=xz_laly=a""' seobtienequealy=z"'La !yportantoy =a 'Laz"! La"!. Comprobamos que
y*r = a~ L. En efecto, yxz = (a~' L2z ! La"!) L a Lz y teniendo en cuenta que (G, L) es un grupo conmutativo
se obtiene que yxx =a 'laz ' l(a ' La)le=atlolelz=a"tl(z7 ' La)=atle=0a"l.

Ejercicio 3
La opcién correcta es la a).
En efecto, en N* se tiene
aRb <= a<b+1 <<= a+1<b+1 < a<bd

Por tanto, la relacién R es una relacién de orden en N*.

La relacién 8 es también una relacion de orden en N*.

Reflexiva: Para todo a € N* aSa pues a + a = 2a es par y a = 1 - a es multiplo de a .

Antisimétrica: Para todo a,b € N*, si a8b y bSa, entonces a es miltiplo de b y b es miltiplo de a, esto es, a = kb
y b = ha con k,h € N*. Por tanto a = hka, es decir, hk = 1 y como k,h € N* resulta que h = kK = 1. En
consecuencia, a = b.

Transitiva : Para todo a, b, c € N*| si a8b y bSc, entonces a+b y b+ ¢ son pares y a es miltiplo de b que a su vez
es multiplo de ¢. Por tanto (a+b) 4+ (b+c¢) =a+ (b+b) + ¢ = a+2b+ c es par y en consecuencia a + ¢ es par.
Por otro lado, a = kb y b = he con k, h € N*. En consecuencia, a = (kh)c y a es multiplo de ¢. Por tanto, aSc.

Ejercicio 4

La opcién correcta es la c).

Sabemos que existen 3° = 243 aplicaciones de A a B y supongamos que B = {c, d, e}. Veamos cuantas aplica-
ciones no son sobreyectivas.

Son las aplicaciones donde la imagen de A, el conjunto f(A), sélo consta de un elemento o aquellas tales que el
conjunto f(A) consta de exactamente 2 elementos.

Hay obviamente 3 aplicaciones tales que f(A) sélo consta de un elemento, una por cada elemento de B.



;Cudntas aplicaciones hay tales que f(A) = {¢,d}?

Son todas las aplicaciones sobreyectivas del conjunto A al conjunto B’ = {¢,d}, y éstas son todas las aplica-
ciones posibles de A a B’ salvo dos, f1 y fo, tales que f1(A) = {c} v f2(A) = {d}. Es decir, hay 2° — 2 = 30
aplicaciones tales que f(A) = {c,d}. Andlogamente hay 30 aplicaciones tales que f(A) = {c,e} y otras 30 tales
que f(A) ={d,e}.

En consecuencia el nimero de aplicaciones sobreyectivas de A a B es:

243 -3 —-30—-30 - 30 = 150

Ejercicio 5

La opcién correcta es la c).

Por el teorema 5.14, sabemos que si A es un conjunto finito toda aplicacién f: A — A inyectiva es también
sobreyectiva. Por tanto el enunciado de 2) es verdadero. Los enunciados de 1) y 3) no son verdaderos. Basta
considerar la aplicacién f: N — N tal que f(n) = n? que es inyectiva y no es biyectiva.



