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Introduccidn

@ Queremos un conjunto en el que las ecuaciones de la forma
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tengan siempre solucién
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Introduccidon

@ Queremos un conjunto en el que las ecuaciones de la forma
Z2 + N O

tengan siempre solucién
@ Ademads nos gustaria que ese conjunto contuviese R como subconjunto ...
@ y que las operaciones que hacemos con los niimeros reales sigan teniendo validez
@ como pasa con los nimeros racionales y los niimeros reales
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Raices cuadradas

o Calcular las raices cuadradas de un nimero a equivale a resolver la ecuacién

zZ- =a

< Retroceder » Avanzar



Raices cuadradas
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z=a

@ A la hora de plantear este problema tenemos que reflexionar sobre:
e ;En qué conjunto estd a?
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Raices cuadradas

o Calcular las raices cuadradas de un nimero a equivale a resolver la ecuacién
z=a

@ A la hora de plantear este problema tenemos que reflexionar sobre:
e ;En qué conjunto estd a?
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Raices cuadradas

o Calcular las raices cuadradas de un nimero a equivale a resolver la ecuacién
z=a

@ A la hora de plantear este problema tenemos que reflexionar sobre:
e ;En qué conjunto estd a?
e ;Ddnde busco la solucién o soluciones?

e Sia=4
e en el conjunto N de los nimeros naturales tengo una solucién, z = 2
e en el conjunto Z de los nimeros enteros tengo dos soluciones, z =2y z = —2
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Raices cuadradas

o Calcular las raices cuadradas de un nimero a equivale a resolver la ecuacién
z=a

@ A la hora de plantear este problema tenemos que reflexionar sobre:
e ;En qué conjunto estd a?
e ;Dénde busco la solucién o soluciones?
e Sia=4
e en el conjunto N de los nimeros naturales tengo una solucién, z = 2
e en el conjunto Z de los nimeros enteros tengo dos soluciones, z =2y z = —2

e Sia=2:
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Raices cuadradas

o Calcular las raices cuadradas de un nimero a equivale a resolver la ecuacién
z=a

@ A la hora de plantear este problema tenemos que reflexionar sobre:

e ;En qué conjunto estd a?

e ;Dénde busco la solucién o soluciones?
e Sia=4

e en el conjunto N de los nimeros naturales tengo una solucién, z = 2

e en el conjunto Z de los nimeros enteros tengo dos soluciones, z =2y z = —2
e Sia=2:

e en el conjunto Q de los nlimeros racionales no hay solucién
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Raices cuadradas

o Calcular las raices cuadradas de un nimero a equivale a resolver la ecuacién
z=a

@ A la hora de plantear este problema tenemos que reflexionar sobre:
e ;En qué conjunto estd a?
e ;Ddnde busco la solucién o soluciones?

e Sia=4

e en el conjunto N de los nimeros naturales tengo una solucién, z = 2

e en el conjunto Z de los nimeros enteros tengo dos soluciones, z =2y z = —2
e Sia=2:

e en el conjunto Q de los niimeros racionales no hay solucién

e en el conjunto R de los niimeros reales hay dos soluciones, z = V2 y z = —/2
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Raices cuadradas en R

@ Si a es un ndmero real, tenemos tres posibilidades:
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Raices cuadradas en R

@ Si a es un ndmero real, tenemos tres posibilidades:
@ a es positivo,

e a es nulo,
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Raices cuadradas en R

@ Si a es un ndmero real, tenemos tres posibilidades:
@ a es positivo,
e a es nulo,
@ a es negativo

@ Si a es positivo, sabemos que la ecuacién

zZ-=a
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Raices cuadradas en R

@ Si a es un nimero real, tenemos tres posibilidades:
@ a es positivo,
e a es nulo,
@ a es negativo

@ Si a es positivo, sabemos que la ecuacién
z=a

@ tiene exactamente dos soluciones \/a y —+/a que son las dos raices cuadradas de
a, la primera positiva y la segunda negativa
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Raices cuadradas en R

@ Si a es un nimero real, tenemos tres posibilidades:
@ a es positivo,
e a es nulo,
@ a es negativo

@ Si a es positivo, sabemos que la ecuacién
z=a

@ tiene exactamente dos soluciones \/a y —+/a que son las dos raices cuadradas de
a, la primera positiva y la segunda negativa

@ Si a =0 la ecuacidn tiene solo la solucién nula, decimos que la dnica raiz
cuadrada de O es 0
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Raices cuadradas en R

Si a es un nimero real, tenemos tres posibilidades:
@ a es positivo,
e a es nulo,
@ a es negativo

Si a es positivo, sabemos que la ecuacién
z=a

tiene exactamente dos soluciones v/a y —y/a que son las dos raices cuadradas de
a, la primera positiva y la segunda negativa

Si a = 0 la ecuacidn tiene solo la solucién nula, decimos que la lnica raiz
cuadrada de O es 0

Si a es negativo la ecuacién no tiene ninguna solucién!!
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Raices cuadradas de nimeros negativos

@ Si a es un ndmero real y negativo, podemos escribirlo asi: a = —|a|, es decir:
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Raices cuadradas de nimeros negativos

@ Si a es un nimero real y negativo, podemos escribirlo asi: a = —|a|, es decir:
@ el producto de un nimero positivo por —1
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Raices cuadradas de nimeros negativos

@ Si a es un nimero real y negativo, podemos escribirlo asi: a = —|a|, es decir:
@ el producto de un nimero positivo por —1
e Construimos un conjunto en el cual z> = —1 tenga dos soluciones
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Raices cuadradas de nimeros negativos

@ Si a es un nimero real y negativo, podemos escribirlo asi: a = —|a|, es decir:
@ el producto de un nimero positivo por —1

e Construimos un conjunto en el cual z> = —1 tenga dos soluciones

@ esas dos soluciones se denotan /iy —i.
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Raices cuadradas de nimeros negativos

Si a es un nimero real y negativo, podemos escribirlo asi: a = —|a|, es decir:
el producto de un nimero positivo por —1

Construimos un conjunto en el cual z2 = —1 tenga dos soluciones

esas dos soluciones se denotan i/ y —i.

Asi, en ese conjunto z2 = —9 tiene dos soluciones que son 3iy —3i
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El conjunto C

@ Definimos nuestro nuevo conjunto asi:

C:={x+yi, x,yeR, i?=-1}
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El conjunto C

@ Definimos nuestro nuevo conjunto asi:

C:={x+yi, x,y eR, i?=-1}

@ Los elementos de este conjunto se llaman niimeros complejos
@ / se llama unidad imaginaria, x es la parte real e y la parte imaginaria
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El conjunto C

Definimos nuestro nuevo conjunto asi:

C:={x+yi, x,y eR, i?=-1}

Los elementos de este conjunto se llaman nimeros complejos
i se llama unidad imaginaria, x es la parte real e y la parte imaginaria

El nimero complejo 3 — 5/ tiene por parte real 3 y por parte imaginaria —5, lo
escribimos asi:
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El conjunto C

Definimos nuestro nuevo conjunto asi:

C:={x+yi, x,y eR, i?=-1}

Los elementos de este conjunto se llaman nimeros complejos
i se llama unidad imaginaria, x es la parte real e y la parte imaginaria

El nimero complejo 3 — 5/ tiene por parte real 3 y por parte imaginaria —5, lo
escribimos asi:

Re(3—5i) =3, Im(3 —5/) = =5
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El conjunto C

Definimos nuestro nuevo conjunto asi:

C:={x+yi, x,y eR, i?=-1}

Los elementos de este conjunto se llaman nimeros complejos
i se llama unidad imaginaria, x es la parte real e y la parte imaginaria

El nimero complejo 3 — 5/ tiene por parte real 3 y por parte imaginaria —5, lo
escribimos asi:

Re(3—5i) =3, Im(3 —5/) = =5
Si la parte imaginaria es nula el nimero es real: 3, —6, \/7, ™
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El conjunto C

Definimos nuestro nuevo conjunto asi:

C:={x+yi, x,y eR, i?=-1}
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El conjunto C

Definimos nuestro nuevo conjunto asi:

C:={x+yi, x,y eR, i?=-1}
Los elementos de este conjunto se llaman nimeros complejos

i se llama unidad imaginaria, x es la parte real e y la parte imaginaria

El nimero complejo 3 — 5/ tiene por parte real 3 y por parte imaginaria —5, lo
escribimos asi:

Re(3—5i) =3, Im(3 —5/) = =5

Si la parte imaginaria es nula el nimero es real: 3, —6, \/7, ™

Si la parte real es nula el ndmero se llama imaginario puro: —2i, 0, v/5i
el unico nimero real e imaginario puro a la vez es el cero.
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El conjunto C

Definimos nuestro nuevo conjunto asi:

C:={x+yi, x,y eR, i?=-1}

Los elementos de este conjunto se llaman nimeros complejos

@ / se llama unidad imaginaria, x es la parte real e y la parte imaginaria

El nimero complejo 3 — 5/ tiene por parte real 3 y por parte imaginaria —5, lo
escribimos asi:

Re(3—5i) =3, Im(3 —5/) = =5

Si la parte imaginaria es nula el nimero es real: 3, —6, \/7, ™

Si la parte real es nula el ndmero se llama imaginario puro: —2i, 0, v/5i
el unico nimero real e imaginario puro a la vez es el cero.

Se dice que el nimero complejo x + yi estd expresado en forma bindmica.
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Suma y producto

@ Sean dos nimeros complejos z = a+ bi, w = c + di
@ se define la suma como

z+w=(a+c)+(b+d)i

@ y el producto
zw = (ac — bd) + (ad + bc)i

Los nimeros complejos se suman agrupando partes reales e imaginarias y se
multiplican teniendo presente que % = —1.
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El plano complejo

@ Un nilimero complejo z = x + yi puede representarse geométricamente si se toma
el eje de abscisas para la parte real y el eje ordenado para la imaginaria.

o Es decir, hay una identificacién entre el nimero complejo x + yi y el vector
(x,y) de R?
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Practica con la suma y el producto

—%i, v=—12—i w=—1+3i

1
:3—2. = —
ez i, u >
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Practica con la suma y el producto

1
5—%, v=—12—i, w=—1+3i

@ zZ—u= Z4+w=

e z=3-2i,u=
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Practica con la suma y el producto

1
E—Zi, v=—12—i w=—1+3i

@ zZ—u= Z4+w=

e z=3-2i,u=

@ uv = zwW =
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Practica con la suma y el producto

1
z=3-2i, UZE_%I’ v=-12—j, w=-1+3i
zZ—Uu= zZ+w=
uv = zw=
Re(zv)= Re(uw)= Im(zu)= Im(zw —uv) =
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Conjugacion y médulo

@ El conjugado del nimero z = a+ ib es a — ib,
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Conjugacion y médulo
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Conjugacion y médulo

@ El conjugado del nimero z = a+ ib es a — ib,
@ sedenotaz=a—ib
@ Se cumple:
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Conjugacion y médulo

@ El conjugado del nimero z = a+ ib es a — ib,
@ sedenotaz=a—ib
@ Se cumple:

e z=1=z
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Conjugacion y médulo

@ El conjugado del nimero z = a+ ib es a — ib,
@ sedenotaz=a—ib
@ Se cumple:

e z=1=z

e zZz+wW=Z+4+WwW
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Conjugacion y médulo

@ El conjugado del nimero z = a+ ib es a — ib,
@ sedenotaz=a—ib
@ Se cumple:

e zZ==z
e zZz+wW=Z+4+WwW
e ZW =2ZWwW
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Conjugacion y médulo

El conjugado del niimero z = a+ ib es a — ib,
sedenotaz=a—ib

z y Z son simétricos respecto al eje de abscisas
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Conjugacion y médulo

El conjugado del niimero z = a+ ib es a — ib,
sedenotaz=a—ib
Se cumple:

NI

o =z

Fw=z+w

w=Zw

N

N

z y Z son simétricos respecto al eje de abscisas
El médulo del nliimero z = a+ ib es v/ a2 + b2,
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Conjugacién y médulo

El conjugado del niimero z = a+ ib es a — ib,
sedenotaz=a—ib
Se cumple:

NI

o =z

Fw=z+w

w=Zw

N

N

z y Z son simétricos respecto al eje de abscisas
El médulo del nliimero z = a+ ib es v/ a2 + b2,
se denota |z| = v/a? + b?
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Conjugacién y médulo

El conjugado del niimero z = a+ ib es a — ib,
se denotaz=a—ib
Se cumple:

0 zZ=17z

e zZz+wW=Z+4+WwW

e ZW =2ZWwW
z y Z son simétricos respecto al eje de abscisas
El médulo del niimero z = a+ ib es Va2 + b?,
se denota |z| = Va2 + b2
Se cumple:
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Conjugacién y médulo

El conjugado del niimero z = a+ ib es a — ib,
se denotaz=a—ib
Se cumple:

0 zZ=17z

e zZz+wW=Z+4+WwW

e ZW =2ZWwW
z y Z son simétricos respecto al eje de abscisas
El médulo del niimero z = a+ ib es Va2 + b?,
se denota |z| = Va2 + b2
Se cumple:

e |z| =V2zz
Jﬁ
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Conjugacién y médulo

El conjugado del niimero z = a+ ib es a — ib,
sedenotaz=a—ib
Se cumple:

NI

o =z

Fw=z+w

w=Zw

N

N

z y Z son simétricos respecto al eje de abscisas
El médulo del niimero z = a+ ib es Va2 + b2,
se denota |z| = Va2 + b2
Se cumple:

o |z| =VzZ

° |z =z
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Conjugacién y médulo

El conjugado del niimero z = a+ ib es a — ib,
sedenotaz=a—ib
Se cumple:

NI

o =z

Fw=z+w

w=Zw

N

N

z y Z son simétricos respecto al eje de abscisas
El médulo del niimero z = a+ ib es Va2 + b2,
se denota |z| = Va2 + b2
Se cumple:

o |z| =VzZ

° |z| =z|

° |zw| = |z]|w]|
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El inverso

@ Sea z = a+ ib es un niimero complejo no nulo (a # 0 o b # 0),
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El inverso

@ Sea z = a+ ib es un niimero complejo no nulo (a # 0 o b # 0),
@ buscamos su inverso respecto del producto; es decir, un w € C tal que
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El inverso

@ Sea z = a+ ib es un niimero complejo no nulo (a # 0 o b # 0),
@ buscamos su inverso respecto del producto; es decir, un w € C tal que
zw = 1.
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El inverso

@ Sea z = a+ ib es un niimero complejo no nulo (a # 0 o b # 0),
@ buscamos su inverso respecto del producto; es decir, un w € C tal que
zw = 1.

@ ;Cémo encontrarlo?
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El inverso

Sea z = a+ ib es un nilimero complejo no nulo (a # 0 o b # 0),
buscamos su inverso respecto del producto; es decir, un w € C tal que
zw = 1.

i Cémo encontrarlo?

En la igualdad (a + bi) w = 1 multiplicamos por el conjugado de z:

(a—bi)(a+ bi)w=1=a-— bi,
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El inverso

Sea z = a+ ib es un nilimero complejo no nulo (a # 0 o b # 0),
buscamos su inverso respecto del producto; es decir, un w € C tal que
zw = 1.

i Cémo encontrarlo?

En la igualdad (a + bi) w = 1 multiplicamos por el conjugado de z:

(a—bi)(a+ bi)w=1=a-— bi,
y despejamos:

1

B 32+b2(a_bi)
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El inverso (2)

@ lgual que para los niimeros reales utilizaremos cualquiera de las dos expresiones
siguientes para el inverso de z:
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El inverso (2)

@ lgual que para los niimeros reales utilizaremos cualquiera de las dos expresiones
siguientes para el inverso de z:

1 _
w=—-—=2zZ 1
z
Una f d -1
) na rorma compacta € expresar z €s
-1_ 2
|2[?
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El inverso (2)

@ lgual que para los niimeros reales utilizaremos cualquiera de las dos expresiones
siguientes para el inverso de z:

1
w==-=z"1
z
@ Una forma compacta de expresar z7! es
-1_ %
IRER
@ Observamos que
Re z Im(—2z2)
1\ _ =il
Re (z ) = W7 Imz EE
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Argumento de un complejo

e Dado z = x + yi # 0, se pueden encontrar valores de § € R tales que

cosQZ; : senf = 4
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Argumento de un complejo

e Dado z = x + yi # 0, se pueden encontrar valores de § € R tales que

c059:L : senf = 4

@ Por ejemplo, si z =1+ 1,

cosf = —senf

S

una solucién posible es 6§ = 7 /4.
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Argumento de un complejo

e Dado z = x + yi # 0, se pueden encontrar valores de § € R tales que

cosHZL : senf = 4

@ Por ejemplo, si z =1+ 1,

cosf = —senf

S

una solucién posible es 6§ = /4.
@ Entonces

1+i:ﬁ<cos%+sen%)
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Argumento principal y dngulo polar

@ Hay muchas elecciones de 6 ya que las funciones seno y coseno son periddicas de
periodo 2.
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Argumento principal y dngulo polar

@ Hay muchas elecciones de 6 ya que las funciones seno y coseno son periddicas de
periodo 2.

@ Cada uno de esos valores se llama argumento del nimero complejo
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Argumento principal y dngulo polar

@ Hay muchas elecciones de 6 ya que las funciones seno y coseno son periddicas de
periodo 2.

@ Cada uno de esos valores se llama argumento del nimero complejo
e El argumento principal de z es el tnico que pertenece al intervalo (—, 7).
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Argumento principal y dngulo polar

Hay muchas elecciones de 8 ya que las funciones seno y coseno son periddicas de
periodo 2.

Cada uno de esos valores se llama argumento del nimero complejo
El argumento principal de z es el (nico que pertenece al intervalo (—m, 7).
El que esta en el intervalo [0, 27) se llama angulo polar.
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Argumento principal y dngulo polar

Hay muchas elecciones de 8 ya que las funciones seno y coseno son periddicas de
periodo 2.

Cada uno de esos valores se llama argumento del nimero complejo
El argumento principal de z es el (nico que pertenece al intervalo (—m, 7).
El que esta en el intervalo [0, 27) se llama angulo polar.

Geométricamente, el dngulo polar de z corresponde al dngulo, medido en sentido
contrario a las agujas del reloj, que forma con el eje de abscisas el vector que
representa a z.
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Argumento principal y dngulo polar

Hay muchas elecciones de 8 ya que las funciones seno y coseno son periddicas de
periodo 2.

Cada uno de esos valores se llama argumento del nimero complejo
El argumento principal de z es el (nico que pertenece al intervalo (—m, 7).
El que esta en el intervalo [0, 27) se llama angulo polar.

Geométricamente, el dngulo polar de z corresponde al dngulo, medido en sentido
contrario a las agujas del reloj, que forma con el eje de abscisas el vector que
representa a z.

La expresién z = |z|(cos @ + i sen 0) se llama forma trigonométrica de z.
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Argumento principal y dngulo polar

Hay muchas elecciones de 8 ya que las funciones seno y coseno son periddicas de
periodo 2.

Cada uno de esos valores se llama argumento del nimero complejo
El argumento principal de z es el (nico que pertenece al intervalo (—m, 7).
El que esta en el intervalo [0, 27) se llama angulo polar.

Geométricamente, el dngulo polar de z corresponde al dngulo, medido en sentido
contrario a las agujas del reloj, que forma con el eje de abscisas el vector que
representa a z.

La expresién z = |z|(cos @ + i sen 0) se llama forma trigonométrica de z.
Si 0 es un valor del argumento de un nimero complejo z, entonces
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Argumento principal y dngulo polar

Hay muchas elecciones de 8 ya que las funciones seno y coseno son periddicas de
periodo 2.

Cada uno de esos valores se llama argumento del nimero complejo
El argumento principal de z es el (nico que pertenece al intervalo (—m, 7).
El que esta en el intervalo [0, 27) se llama angulo polar.

Geométricamente, el dngulo polar de z corresponde al dngulo, medido en sentido
contrario a las agujas del reloj, que forma con el eje de abscisas el vector que
representa a z.

La expresién z = |z|(cos @ + i sen 0) se llama forma trigonométrica de z.
Si 0 es un valor del argumento de un nimero complejo z, entonces

e —0 es un valor del argumento de Z.
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Argumento principal y dngulo polar

Hay muchas elecciones de 8 ya que las funciones seno y coseno son periddicas de
periodo 2.

Cada uno de esos valores se llama argumento del nimero complejo
El argumento principal de z es el (nico que pertenece al intervalo (—m, 7).
El que esta en el intervalo [0, 27) se llama angulo polar.

Geométricamente, el dngulo polar de z corresponde al dngulo, medido en sentido
contrario a las agujas del reloj, que forma con el eje de abscisas el vector que
representa a z.

La expresién z = |z|(cos @ + i sen 0) se llama forma trigonométrica de z.
Si 0 es un valor del argumento de un nimero complejo z, entonces
e —0 es un valor del argumento de Z.

e 7+ 0 es un valor del argumento de —z.

< Retroceder » Avanzar



Practica con el argumento

o Calcula el argumento principal y el dngulo polar de

ez=1-i, zn=—i zz=6++3I,
0 z=1-+3i, zz=-3-3i, zg=-—/3+3i
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Las potencias

@ Las conocidas férmulas

cos(a + ) = cosaccos f — sen asen 3,
sen(a + ) = senawcos B + cosasen 8

tienen la siguiente consecuencia:
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Las potencias

@ Las conocidas férmulas

cos(a + ) = cosaccos f — sen asen 3,
sen(a + ) = senawcos B + cosasen 8

tienen la siguiente consecuencia:
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Las potencias
@ Las conocidas férmulas

cos(a + ) = cosaccos f — sen asen 3,

sen(a+ ) = senaccos 3 + cos acsen 8

tienen la siguiente consecuencia:

@ Dados z y w en forma trigonométrica
z = |z|(cosf + isen @), |w]|(cosp + isen)
su producto es
zw = |z||w| (cos(0 + ¢) + isen(f + ¢)) .

Es decir, que el argumento del producto es la suma de los argumentos
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Las potencias
@ Las conocidas férmulas

cos(a + ) = cosaccos f — sen asen 3,

sen(a+ ) = senaccos 3 + cos acsen 8

tienen la siguiente consecuencia:

@ Dados z y w en forma trigonométrica
z = |z|(cosf + isen @), |w]|(cosp + isen)
su producto es
zw = |z||w| (cos(0 + ¢) + isen(f + ¢)) .

Es decir, que el argumento del producto es la suma de los argumentos
o En particular,

22 = |z|?(cos(26) + i sen(26)),

z" = |z|"(cos(nf) + isen(nf)), neN
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Formula de De Moivre. Notaciéon de Euler

@ € Ry neZ, se tiene que
(cos @ + isen )" = cos nf + isen nf.

(Donde para n negativo se entiende potencia —n del inverso).

< Retroceder » Avanzar



Formula de De Moivre. Notaciéon de Euler

@ € Ry neZ, se tiene que
(cos @ + isen )" = cos nf + isen nf.

(Donde para n negativo se entiende potencia —n del inverso).
@ Adoptamos la notacién

Vo eR, €% :=cosh+isend
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Formula de De Moivre. Notacion de Euler

@ € Ry neZ, se tiene que
(cos @ + isen )" = cos nf + isen nf.

(Donde para n negativo se entiende potencia —n del inverso).
@ Adoptamos la notacién

Vo eR, €% :=cosh+isend
@ Que simplifica la expresion de las potencias

iON" __ _n_inf
(re)—re o
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Practica con las potencias

o Calcula el argumento principal de

wi=—i, wo = —1+V3i

e Calcula el médulo y el angulo polar

ws=(1+1)8 w=(14V3i)?

@ Resuelve la ecuacién z2 =1+ .
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Y para terminar...

Apunta tus resultados de los ejercios propuestos:
z+w=..., Im(zu)=...,

El argumento principal de z; es ...
Repasa el apéndice de ndmeros complejos de los apuntes (pagina 204)
Haz los ejercicios 1, 2 3 y 4 de la pagina 214.

Algunos de estos resultados tendras que escribirlos en un cuestionario de Moodle
que se abrirad el dia 22 por la tarde.
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