() DMATIC ANALISIS COMPLEJO
ETSI INF (UPM) G. MATEMATICAS E INFORMATICA

EJERCICIOS Y PROBLEMAS
TEMA 1: LOS NUMEROS COMPLEJO

1. Compruebe que para cualquier z € C se verifica:
Rez = Im(iz)
Im z = — Re(iz).

2. A;Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas para dos ntmeros complejos cua-
lesquiera z1 y 227

a) Re(Az1 + puz2) = A Rez; + pRe zo, donde A\, € R.
b) Im(Az1 + pze) = A Imz; + plm 2o, donde A\, p € R
¢) Im(z1 — z2) = —Im(z2 — 21).

d) Re(z12z2) = Rez Re 29.

e) Im[(z1 — 22)?] = — Im[(22 — 21)?].

3. Dado z € C, pruebe las siguientes afirmaciones:
Si Rez > 0= Re(1/2) > 0.
Silmz>0=Im(1/2) < 0.

4. Calcule en forma binomica:

a) i3(1+14)? b) (34 3i)? c) 1+1i4 d)1+ :
272 N
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Solucion: a)2. b)18i. ¢) —1/4. d)1/2—1i3/2. €)5/13% —12i/13%. f) —2/5—6i/5.

5. Calcule i2, 3, ¢4, %k, j4h+1 j4k+2 o j4k+3

,con k € N. Deduzca de ello ¢" para cualquier n € N.
1 sin =4k
i sin=4k+1
keN
—1 sin=4k+2

—i sin=4k+3

Solucién: i" =

6. Utilizando el ejercicio anterior calcule

8 144%™
i V2
(Sugerencia para el tltimo ejercicio: utilice la forma exponencial o determine primeramente

2
141
(%))
Solucion: a)8 —10i. b) —i. c¢)i. d)i.
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. Pruebe que si (2)

2 = 22 entonces z es un nimero real o es un namero imaginario puro.

. Pruebe que si A € R se verifica que |z — A\| = |z — \|, Vz € C.

. Demuestre que para cualesquiera 27, z9 € C se verifica

|21 + 22” + 21 — 22” = 2(|a” + [z2]).

Calcule

1424
—2—1

a) ‘ b) |(T+4)(2—6i)(4i —3)| c)

Solucion: a)1. b)20v/5. ¢)5v5/2. d)1/(x?+1).

Halle Arg z, arg(; 4 9r/4) # y determine la forma exponencial de z en los siguientes casos:

a)z:?)?ﬂ- b) z=—-100 c) z=—-8+8i d)z:—\/g—i

3 3 .
Solucion: a) 0, 2w, z= T & 2 = 227 giendo k € Z. b) m, 7w, z = 100e"".

¢) 3m/4, 3r/4, z =8V2eB™/4 d) —bn/6, Tr/6, z = 2e~T/6,

Calcule la forma binomica de:

a) [\/§<COSQ;T+isen2;T>]6 b) (?Jri\f)m ¢) (;ijw;&)m d)(\/—i}?ir\/?z

Solucidn: a) —4 —i4y/3. b)64. ¢) —32. d)1—iV/3.
Calcule las siguientes raices complejas

a) (~1+iV3)Y2 b)) (=83 o (-D)Y*  a) 1'/8

2 2

d) £1, %6, £%2 + Y2, £Y2 V2,

Solucidn: a) + (%2 + %) . )20, £V3 i, ¢) £ 2 4 i, 32— 2

Resuelva las siguientes ecuaciones, donde x, y € R:

a) i(x +iy) =z + 1+ 2yi.

b) 2% —y? + 2zyi = —ix +y.

¢) Vat+y?=1-2zx+yi.

Solucion: a)x =—-2/3, y=—-1/3. bjx=0ey=00y=—-1. c)z=1/3ey=0.
Encuentre las soluciones de 23 +8 = 0 que estan dentro del recinto del plano complejo definido
por |z — 1] < 2.

Solucion: 1+ iv/3.

1+iv3
1—1iv3

Dado el ntimero complejo zg = , se pide:



a

b

Expresar zg en forma exponencial y binémica.
Probar que zy es una solucion de 2% = z.
c

d

Hallar las otras tres raices cuartas de zg.

) Hallar todos los nimeros complejos que son raices cuartas de si mismos.
Solucion: a) zg = ei2m/3 — —% + L@ c) — 29, £20i. d)0, 1, 2o, Zo.

17. Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 22(2—22%) =2.

b) 23— |22 =

c) Zizoik—zp peN
d) z=2""1, neN

Solu?z'o’n: a) + \J/i(cosg +iscng), :tf/i(cosg fz'scng). b) 0, 1, f% +i§, f%
c¢) e257/P con k=0,1,...,p— 1.
d)lsin=1; todoz €R si n=2;y 0, e2km/n con k=0,1,...,n—1,sin>2.

18. Describa y represente cada uno de los siguientes conjuntos hallando: interior, puntos aislados,
adherencia, acumulacién y frontera. Determine, en cada caso, si se trata de un conjunto
abierto, cerrado, compacto, conexo o conexo por poligonales.

1. {z€C: |z—2+4+14 <1} 2. {ze€C: |22+ 3] > 4}

3.{z€C: |z—2z1| <|z— 23]} con 21,20 € C 4. {ze€C: |z—4| <|z|}

5. {z€C: |z—-1|< |z —i|} 6. {z€C: Im(z+5) =3Re(z)}

7. {z € C: Re(z+3) =0} 8. {zeC: Re(2?)=a},cona R
9. {zeC:Im (%) =0} 10. {z€C: |z—i|=Imz+ 1}

11. {z€C: |z—-1]=|z2—-1]} 12. {zeC:4<|z—1|+ ]2+ 1] <8}
13. {z€C: z=4i" conn=12,...} 4. {ze C\{0}: 0<Arg(z) <m/2}

15. {zeC: z=(-1)"(1+i)=L conn=1,2...}
19. Pruebe que la ecuacion de una recta en el plano complejo es de la forma
woz + wopz + a =0,
siendo wg € Cy a € R.

20. Demuestre que todo disco en C es un conjunto convexo, y por tanto conexo por poligonales.



