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TEMA 1: INTRODUCCION AL ALGEBRA LINEAL

1.1 VECTORES. ESPACIO VECTORIAL

1.2 CONCEPTOS ESPECIFICOS DEL ESPACIO VECTORIAL: COMBINACION LINEAL,
DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL, SISTEMA GENERADOR Y BASE

1.3 SUBESPACIOS VECTORIALES

1.4 APLICACIONES LINEALES

1.5 MATRICES Y DETERMINANTES

1.6 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

1.7 DIAGONALIZACION

1.8 FORMAS CUADRATICAS

1.9 HOJAS DE EJERCICIOS

1.1 VECTORES. ESPACIO VECTORIAL
R™ es el conjunto de todos los vectores con n componentes. Ademas, R" es un
espacio vectorial.

Ejemplo 1: Dados dos vectores de R3

2 -8
u= < 0 ) = (2,0,-5), v= (2,3) =(-8,2.3,—-1)
-5 -1

y A = 3,1 un escalar. Calculamos

-6
u+v=(20-5+(-823-1) =(-623,-6) = (2,3>
-6

6,2
—15,5

Como podemos ver, podemos sumar vectores y multiplicarlos por un escalar. El
resultado vuelve a ser un vector. Esta es una definicién intuitiva de espacio vectorial.

Definicion de Espacio Vectorial: Es un conjunto no vacio VV de elementos llamados
vectores, donde se puede definir una suma interior y un producto por escalares. El
producto de un escalar por un vector también es un elemento del espacio vectorial.
Ademas, se tienen que cumplir las siguientes propiedades.

Dados tres vectores u, v y w cualesquiera y dos escalares a y 8 se tiene:

Propiedades de la suma de vectores:
1. Lasumadeuywv,denotada poru + v, esunelementodeV.
2. u + v = v + u.Propiedad Conmutativa.
3. (w+v) +w=u+ (v + w).Propiedad Asociativa.




4,
5.

Existe un vector nulo (cero) 0 en V talqueu + 0 = u.
Para cadau enV, existe un vector —uenV tal queu + (—u) = 0. (Elemento
simétrico).

Propiedades del producto por escalares:

1.
2.

v1 e

au es un elementode V.

a(u + v) = au + av. Propiedad Distributiva respecto a la suma de
vectores.

(a+B)u = au + Pu. Propiedad Distributiva respecto a la suma de
escalares.

a(fu) = (ap)u.

lu = u.

0 -u = 0 El resultado de multiplicar el escalar nulo por cualquier vector es el
vector nulo.

a-u = 0. El resultado de multiplicar cualquier escalar por el vector nulo es el
vector nulo.

a'(—u) = (—a) u = —(a-u). El producto de un escalar por el opuesto de
un vector es igual al producto del opuesto del escalar por el vector y es igual al
opuesto del producto del escalar por el vector.

Sia-u=0=>a=0o0u =0.Siel producto de un escalar por un vector es el
vector nulo, o bien es nulo el escalar, o bien es nulo el vector.

Notese que para que un conjunto de vectores sea espacio vectorial se tienen que dar
dos condiciones, que la suma sea interna (es decir, que la suma de dos vectores del
conjunto de como resultado otro vector del conjunto) y que el producto de un vector
del conjunto por un escalar sea otro vector del conjunto.

EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES:

R, R?, R4, ..., R"
Polinomios de grado menor o igual que n.
Matrices de un orden dado.

1.2 CONCEPTOS ESPECIFICOS DEL ESPACIO VECTORIAL: COMBINACION LINEAL,
DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL, SISTEMA GENERADOR Y BASE

COMBINACION LINEAL:
Una combinacion lineal de unos vectores dados {v4, V5, ... v,,} es el resultado de sumar
dichos vectores multiplicados previamente por escalares arbitrarios {k4, k5, ..., k,}.

kyvq + k,vy + -+ + kv, (Combinacioén lineal de n vectores dados).

Existen infinitas combinaciones lineales de unos vectores dados, tantas como formas
de elegir los escalares.

kivi + kv + -+ kv, =x

x es el vector resultante, siendo {ky, k5, ..., k,,} sus coordenadas.



Si todos los escalares que eligiéramos fueran nulos, entonces x = 0.

9 1
Ejemplo: El vector w = ( 2 > es combinacién lineal de los vectores u = <2> %
-3 3

4
V= < 0 >, ya que w se obtiene como: w = u + 2v.

T (e (3)-2)

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL:

Definicién intuitiva de independencia lineal: Diremos que un conjunto de vectores
{v1,v2,v3,...,v,} € R" es LINEALMENTE INDEPENDIENTE si ninguno de ellos se
puede escribir como combinacién lineal de los demas. En caso contrario, el conjunto
de vectores serd LINEALMENTE DEPENDIENTE.

Ejemplo 1: Sean v4,V,, V3 y V4 los siguientes vectores de R3.

(oo

En este ejemplo, el conjunto formado por los tres primeros vectores es linealmente
independiente, ya que hagamos lo que hagamos, jamads podremos escribir ninguno de
ellos como combinacidn lineal de los demas. Sin embargo, el vector v, si se puede
escribir como combinacion lineal de los demas.

Vy = 9171 + 5172 + 4"!73

Por tanto, globalmente, el conjunto de vectores es linealmente dependiente. La
dependencia e independencia lineales son propiedades de un conjunto de vectores, no

de un vector concreto.
-4 -8
V= 2 |,vp = 4
1 2

Vy = 2171

Ejemplo 2:

Como se puede observar, el vector v, es dos veces V4, lo que quiere decir que v4 se
puede escribir como combinacidn lineal de v4, y por consiguiente, en este caso, el
conjunto de vectores es linealmente dependiente.

Ejemplo 3:



2
n=( ) m=|
0 -3

Estos vectores son linealmente independientes ya que hagamos lo que hagamos, no
podemos escribir ninguno de ellos como combinacién lineal del otro.

Definicion formal (DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL): Diremos que un
conjunto de vectores {vq, V3, V3, ..., V,} € R™ es LINEALMENTE DEPENDIENTE si la
ecuacion vectorial ky vy + ky - vy + k3 - v3 + -+ k,, - v,, = 0 tiene al menos una
solucién distinta de la trivial (k; = 0), es decir, si k; # 0. Andlogamente, diremos que
el conjunto es LINEALMENTE INDEPENDIENTE si la ecuacién vectorial anterior tiene
una unica solucion, la trivial, es decir, siky =k, = k; ==k, =0.

Por tanto, dos o mas vectores son linealmente dependientes si existe alguna
combinacion lineal de ellos que teniendo los escalares no todos nulos dé como
resultado el vector nulo.

Propiedades de la dependencia e independencia lineal:
1. Un conjunto de vectores linealmente independiente no puede contener al
vector nulo 0.
2. Un conjunto de vectores linealmente independiente no puede contener dos
vectores iguales ni dos vectores proporcionales.

SISTEMA GENERADOR Y BASE:
Definicidn (SISTEMA GENERADOR): Un sistema generador de un espacio vectorial es

cualquier conjunto de vectores tales que todo vector del espacio sea combinacién
lineal de ellos.

Definicidon (BASE): Una base de un espacio vectorial es cualquier sistema generador
cuyos vectores sean linealmente independientes.

EJEMPLOS DE BASES:
e EnR?: {eq e} ={(1,0),(0,1)}. Base candnica de R?.
e EnR3:{eq, e, e3} =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Base candnica de R3.
e EnR™
{eg, €y, €3, ..., e,) = ((1,0,0, ...,0), (0,1,0, ...,0), (0,0,1,0, ... 0) ... (0,0, .....,0, }.
Base candnica de R".

Definicion (COORDENADAS): Supongamos de V es un espacio vectorial y B =
{v,,v,, V3, ..., v, } €s una base. Cualquier elemento v del espacio V se escribe de forma
unica como combinacion lineal de la base. Siv = a,v1 + @,V + azvz + - + a, Vv,
se dice que a4,a5, @3, ..., A, son las coordenadas de v en la base B.

Nétese que en la base candnica, las coordenadas de un vector son sus componentes.



Ejiemplo: Si tenemos el vector (7,5) en R?, las coordenadas de este vector en la base
canodnicason 7y 5, yaque (7,5) = 7(1,0) + 5(0,1).

TEOREMA DE LA BASE: Todas las bases de un mismo espacio vectorial tienen el mismo
numero de elementos.

Definicién (DIMENSION): La dimensién de un espacio vectorial es el nimero de
elementos de cualquiera de sus bases.

TEOREMA: Dado un espacio vectorial de dimension n, cualquier conjunto de n
vectores que sea linealmente independiente es sistema generador y, por tanto, base.
Asimismo, cualquier conjunto de n vectores que sea sistema generador es linealmente
independiente, y, por tanto, es base.

1.3 SUBESPACIOS VECTORIALES

Definicion (SUBESPACIO VECTORIAL): Es un subconjunto del espacio vectorial que
sigue siendo un espacio vectorial. La condicidon necesaria y suficiente para que un
subconjunto V' de vectores sea un subespacio vectorial es que a;v{ + @,V
pertenezca a V siempre que v¢ y v, pertenezcana V' y a; y @, sean escalares.
Nétese que:
e El vector nulo 0 pertenece a todos los subespacios de un espacio V.
e Un espacio vectorial V tiene como subespacios, entre otros posibles, al
conjunto {0}, formado sélo por el vector nulo, que se llamara subespacio nulo.
El mismo espacio IV es un subespacio de si mismo. Los demds subespacios de V,
distintos de V' y {0}, se llaman subespacios propios.

EJERCICIOS:

1. En el espacio vectorial R3 se consideran los subconjuntos:
S1={(x1,%2,%3) /%1 + X2 + x3 = 1}
S2 = {(x1,x2,x3)/x1 + X2 + x3 = 0}
53 = {(xll 0, le)}
a) Averigiiese cuales de los subconjuntos son subespacios vectoriales de R3.
b) Dese una base de cada uno de los subespacios.

Solucion

Para que los subconjuntos anteriores sean subespacios se tienen que dar dos
condiciones, que la suma sea interna y que el producto de un vector del
subconjunto por un escalar sea otro vector del subconjunto.

Sy ={(x1, %2, %3) /%1 + x5 + x3 = 1}

No es un subespacio ya que si sumamos dos vectores de este subconjunto
(xq,x5,x3) y (x1', x5, x3"), el resultado es



(1, %9, x3) + (21", x3", x3") = (%1 + x1, %3 + x5, %3 + x3")

X1+ x1+x,+x;+x3+x5 =0 +x,+x3)+ () +x +x3)=1+1=2+#1.
Luego, no se cumple la condicion de que la suma sea interna.

S2 = {(x1,x2,x3) /%1 + X2 + x3 = 0}
(x4, X2, %3) + (x1, %2, x3") = (1 + x7, X5 + x5, X3 + x3")
! ! ! !/ !/ !

X1+xi+x x5 +x3+x3" = +x+x3) F(xy +x, +x3)=0+0=0
Luego, en este caso si se cumple la suma interna.

a(xy, Xz, x3) = (axy, axy, axs)

ax, +ax, +axz=alx; +x,+x3) =0

Por tanto, el producto por escalares también se cumple.

Al cumplirse ambas condiciones podemos afirmar que el subconjunto anterior si
es un subespacio.

A continuacidn, tenemos que calcular una base de este subespacio.
X1 +x,+x3=0>x; = —xy — X3
Por tanto, el vector genérico es (—x, — x3, X3, x3), donde
(—x, — x3,%5,%3) = x,(—1,1,0) + x5(—1,0,1).

Por consiguiente, una base de este subespacio es {(—1,1,0),(—1,0,1)}, y su
dimensién es 2, ya que la base estd compuesta por dos vectores.

S3 = {(xl' O' le)}

Ejemplos vectores de este subconjunto serian (2,0,4), (4,0,8), (5,0,10), etc.
Entonces tenemos que comprobar que sumando dos de ellos, nos da otro vector
de la misma forma.

(x,02x) + (,0,2y) = (x+y,02x +2y) = (x +v,0,2(x + y))

Esto nos demuestra que si se cumple la suma interna, ya que la suma de dos
vectores del subconjunto nos da como resultado otro de la misma forma.

a(x,0,2x) =(a-x,a-0,a-2x) = (ax,0,2ax)



Acabamos de demostrar que también se cumple el producto por escalares. Es
decir, si multiplicamos un escalar por un vector del subconjunto, nos da otro de la
misma forma.

Luego, al cumplirse ambas condiciones, podemos afirmar que el subconjunto que
estdbamos estudiando si es un subespacio.

A continuacién, tenemos que calcular una base de este subespacio.
En este caso, el vector genérico viene dado por el enunciado del ejercicio,
(x1,0,2x;) = x,(1,0,2). De modo que una base del subespacio seria {(1,0,2)}, y
su dimensién seria 1 al estar la base compuesta por un Unico vector.
Indicar si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales del espacio
vectorial apropiado en cada caso. Ademads, en caso de que lo sean, dar una base.
a) S;={(x,y) ER*:x=06y = 0}
b) S, ={(x,y,z) e R3:x+y+ 2z =0}
Soluci6n
a) S;={(x,y) ER>:x=06y =0}
El subconjunto anterior no es un subespacio vectorial ya que la suma no es
interna. Por ejemplo, si tomamos los vectores (1,0) y (0,1), ambos estan dentro
de ese subconjunto, pero su suma: (1,0) + (0,1) = (1,1) no lo esta.
b) S, ={(x,y,z) ER3:x+y+2z=0}
y,2)+ &y, 2)=x+x,y+vy',z+2")
A continuacién, comprobamos que la suma es interna
x+x'+y+y' +2(z+z)=x+x"+y+y +2z+27
=(x+y+22)+(x'+y'+22)=0+0=0
Ahora tenemos que comprobar que se cumple el producto por escalares.
a(x,y,2z) = (ax,ay, a2z)
ax+ay+a2z=a(x+y+2z)=a-0=0
Luego, se trata de un subespacio vectorial.
X+y+2z2=0=>x=-y—2z

De ahi, obtendriamos un vector genérico que seria:

(x,y,z) =(—y—2z,v,z) =y(-1,1,0) + z(—2,0,1)



Luego, una base del subespacio seria {(—1,1,0),(—2,0,1)}. Al estar la base
formada por 2 elementos, el subespacio tiene dimensién 2. Nétese que hay
infinitas bases. Por ejemplo, si en lugar de despejar x, despejamos z, el vector
genérico quedaria:
—x—y
2

7 =

3.2 = (vy,—=2) = (10_1)+ (01_1)
x;y;Z - x;y; 2 =X IIZ y 112 .

Y la base seria
) ) 2 ) ) ) 2 .

3. Escribir el vectoru = (1,3) € R? como combinacién lineal de los siguientes

vectores:
a) (1,1);(1,0)
b) (3' 1); (_11 1); (2' 3)

Solucién

a) (1,1);(1,0)
(1L,Da + (1,008 = (1,3)

a+,8=1:>{,8=1—a=1—3=—2

(a,a)+(,3,0)=(1'3):>{a+0=3 a=3

b) (311)1 (_111); (2'3)
(3, Da+ (=1,1)8 + (2,3)4 = (1,3)

Ba@) + (f.H)+@30 =13 = 0 [5:32;:31 s b ;A_ o,

=3B3-f-30)—-f+21=1>9-38-9A—F+21=1
—8+71
—4
—8+71
—4

= —4—-71=-8>
a=3-— 31

Como se puede ver, en este caso tenemos infinitas soluciones, luego para obtener
una de ellas, tenemos que dar un valor a A. Por ejemplo, siA = 1:

-8+71 —8+4+7 1
—4 =4 4
—-8+71 —-8+4+7

31 =3 — 3= _"Z

—4 —4 4

a =

4. Estudiar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes:
a) {(0,1);(-1,-1);(1,2)}
b) {(3,-1);(—6,2);(0,0)}



C) {(1, 2, 1): (3; 1r 1)' (1' 0, _1)}

Solucién

a) {(0,1);(=1,-1);(1,2)}

En este caso, estamos en un espacio de dimensidn 2, y por tanto, sélo puede
haber 2 vectores linealmente independientes entre si. Como en este apartado
encontramos 3 vectores, al menos uno de ellos sera linealmente dependiente, y se
podra escribir como combinacion lineal de los otros dos. De todas formas, lo
comprobamos resolviendo la siguiente ecuacion:

a(0,1) + B(—-1,-1) +y(1,2) = (0,0)

a :ﬁﬁ-l:l-yz)fg 0} “a- By+=2ﬁﬁ = 0} - ay:—ﬁﬁ}

Por tanto, hay infinitas soluciones: (—f, 8, ), y por tanto, el conjunto de vectores
anterior no es linealmente independiente.

Al igual que en el apartado anterior, nos encontramos en un espacio de dimensién
2, y por tanto, sélo puede haber 2 vectores linealmente independientes entre si.
Como hay 3 vectores, al menos uno de ellos sera linealmente dependiente, y se
podra escribir como combinacién lineal de los otros dos. Ademas, al ser uno de los
3 vectores (0,0), jamas podria ser linealmente independiente. De todas formas,
lo comprobamos resolviendo la siguiente ecuacidn:

a(3,-1) + p(=6,2) +y(0,0) = (0,0)

A B A BURL Bt

Hay infinitas soluciones: (—f, 8). De todas, formas, aunque nos saliera la solucién
trivial, los vectores anteriores nunca serian linealmente independientes, porque al
ser uno de ellos (0,0), siempre habrd una parte de la ecuacién que desaparecera.

C) {(1!2!1)’ (3;1;1); (1'0' _1)}

En este caso, tenemos tres vectores de tres componentes cada uno, luego en este
caso, asi que podria tratarse de vectores linealmente independientes. Lo vemos:

a(1,2,1) + p(3,1,1) +y(1,0,—1) = (0,0,0)



a+3,8+y=0} a+3(-2a)+y=0 y = 5a
=

2+ =0 p=—-2a = p=-2a
atf-y=0 a+p—-y=0 a—2a—5a=0
y=5a=0
=>ﬁ=—2a=0}
a=0

El sistema anterior tiene solucién unica (la trivial (0,0,0)), por tanto se trata de
vectores linealmente independientes.

Comprobar si los siguientes conjuntos de vectores son base de R3:
a) B={(1,2,3);(0,0,1); (—1,1,0)}

b) B={(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1)}

c) B={(1,1,1);(2,0,1); (4,2,3)}

Solucion

Para que un conjunto de vectores sea una base de un espacio vectorial, tiene que
ser sistema generador y ademdas los vectores deben ser linealmente
independientes. No obstante, el enunciado dice que trabajamos en R3, y en los
tres apartados de este ejercicio tenemos conjuntos de tres vectores, y
anteriormente hemos visto que dado un espacio vectorial de dimensién n,
cualquier conjunto de n vectores que sea linealmente independiente es sistema
generador y, por tanto, base. Asimismo, cualquier conjunto de n vectores que sea
sistema generador es linealmente independiente, y, por tanto, es base.

Por tanto, basta con comprobar que se cumple una de las dos condiciones.
Nosotros vamos a comprobar que los vectores son linealmente independientes.

a) B =1{(1,23);(0,0,1); (—1,1,0)}

«(1,2,3) + 8(0,0,1) + y(—1,1,0) = (0,0,0)

2a+y=0:>a:=7 :>y_2}:>’81_3a}:> a=y=0}
3a+p=0 B =—3a p =—-3a B=-3a=0

Obtenemos la solucién trivial (0,0,0), y por tanto, los vectores anteriores son
linealmente independientes. Ademads, dado que trabajamos en un espacio
vectorial de dimension 3, y el conjunto de 3 vectores que estamos estudiando es
linealmente independiente, también es sistema generador y, por tanto, base de
R3.

b) B ={(1,0,0);(0,1,0); (0,0,1)}

En este caso, se trata de la base candnica de R3, luego es una base de R3. De
todas formas, vamos a comprobarlo.



«(1,0,0) + 3(0,1,0) +y(0,0,1) = (0,0,0)

a=0
B=0
y=20

Obtenemos la solucién trivial (0,0,0) y, por tanto, el conjunto de 3 vectores
anterior es linealmente independiente, y por tanto, sistema generador y base de

R3.
¢ B=1{(1,1,1); (2,0,1); (4,2,3)}

a(1,1,1) + B(2,0,1) + y(4,2,3) = (0,0,0)

a+2+4y =0 =2y +2+4y =0 B=-y g =-y
a+2y=0 = a=-2y = a=-2y }=>a=—2y}
a+p+3y=0 a+f+3y=0 —2y—y+3y=0 0=0

Luego, hay infinitas soluciones (—2y,—y,y) y el conjunto de vectores que
estamos estudiando no es linealmente independiente, y como consecuencia,

tampoco es base de R3.

6. SeaW ={(x,y,2) ER3:x+y+z=0}yv=(2,-1,—-1) e W.
a) Calcule una base de W.
b) Comprobarque B = {(—1,0,1);(—1,3,—2)} es una base de W.
c) Hallar las coordenadas de v respecto de B.

Solucion
a) Calcule unabasede W.
xt+ty+z=0>x=-y—z
(=y—2zy,z) =y(—1,1,0) + z(—-1,0,1)

Una base de W seria {(—1,1,0),(—1,0,1)}. Luego estamos trabajando en un
espacio de dimension 2. Ademas, se trata de un subespacio de R3 de dimensién 2.

b) Comprobar que B = {(—1,0,1); (—1,3,—2)} es una base de W.

Para que B sea una base de W, tendria que ser sistema generador y ademas, los
vectores de B tendrian que ser linealmente independientes.

Teniendo en cuenta el teorema que dice que dado un espacio vectorial de
dimensién n, cualquier conjunto de n vectores que sea linealmente independiente
es sistema generador y, por tanto, base, como en el apartado anterior hemos
comprobado que trabajamos en un espacio de dimensién 2, y el conjunto que nos



proponen tiene dos vectores, Unicamente hace falta comprobar que los vectores
de B son linealmente independientes.

a(—1,0,1) + p(—1,3,—2) = (0,0,0)
—-a—f=0 a=—f a=—-F=0
36=0 l: =0 }: p=0 }

a—2=0 a—2=0 0=0

Obtenemos la solucién trivial (0,0) y, por tanto, el conjunto de vectores de 3

componentes anterior es linealmente independiente, y como consecuencia,
también es sistema generador y base.

c) Hallar las coordenadas de v respecto de B.

a(—=1,0,1) + p(-1,3,-2) = (2,—-1,-1)

g—2 51
a = —_ ——
—(l—ﬁ= (X——IB—Z 3
1 1
a-="U =1 5_(_h__,
el
_ __2) 5
a=-p-2=-3| ,L-_5
—1 __l =>ﬁ 3
3 J =—=
—1=-1 3

1.4 APLICACIONES LINEALES

Definicion (CORRESPONDENCIA): Existe correspondencia cuando a elementos del
conjunto inicial se les relaciona con elementos del conjunto final. Por ejemplo:

Definiciéon (APLICACION): es una correspondencia en la que cada elemento del

conjunto origen tiene como maximo una imagen, es decir, sale una sola flecha, y se
representa por f: A = B.



Tipos de aplicaciones:

e APLICACION INYECTIVA: Es una aplicacién donde los elementos del conjunto
imagen son como maximo transformados de un Unico elemento del conjunto
origen, es decir, sia # a' = f(a) # f(a").

-

e APLICACION SOBREYECTIVA O SUPRAYECTIVA: Es una aplicacién donde todos
los elementos del conjunto imagen son como minimo transformados de un
elemento del conjunto origen, es decir, Vb € B3 a € A/f(a) = b.

e APLICACION BIYECTIVA: Es una aplicacién que es a la vez inyectiva y
suprayectiva.

Definicién (APLICACION LINEAL): es toda aplicacién (f:V — V') entre dos espacios
vectoriales que cumpla los dos requisitos siguientes:

1. fwr+v2) =f(wy) + f(v2).

2. f(kv) =k f(v).
Las dos propiedades anteriores pueden resumirse en f(a-u+b-v) =af(u) +

bf (v).

Ademas, toda aplicacion lineal cumple que f(0y) = Oy,.



Definiciéon (NUCLEO DE UNA APLICACION LINEAL): Es el conjunto de vectores que se
transforman en el vector cero y se denota por Ker(f), donde f es la aplicacion lineal.
Es decir, el nucleo siempre es un subespacio vectorial.
EJERCICIOS:
1. Se consideran las aplicaciones de R3 en R:
i f:RS —>[R/f(x1,x2,x3) = X1+ Xy + Xx3.
i. g:R3- R/g(xq, x5 x3) =2x1 — x3.
iiii. h:R3 - R/h(xl,xZ,x:;) = X1X2X3.

a) Compruébese que las dos primeras, fy g, son aplicaciones lineales y la
tercera no es lineal.

b) Compruébese que el conjunto de vectores de R3 que en la aplicacién g se
transformen en cero (nucleo de g) forman un subespacio vectorial de R3.
c) Dese una base de dicho subespacio.

Solucién

a) Compruébese que las dos primeras, fy g, son aplicaciones lineales y la
tercera no es lineal.

Para que las aplicaciones siguientes sean aplicaciones lineales, tienen que cumplir
las dos propiedades siguientes:f (v + v3) = f(v1) + f(va) y f(kv) =k - f(v).

i. fiR3 - R/f(x1, x5, %3) = x4 + X5 + x3.
(1, %2, x3) + (1, %3, x3) = (1 + X1, %2 + X3, X3 + x3)
f Qe+ x1, %2 + x5, x5 + x3) = (1, %2, %3) + f(x1, x5, %3)
Xy +x1+ %+ x5+ x34+x5 = (X + x5+ x3) + (] + x5+ x3")
X1+ X3 +x+ x5+ x3+X5 =x1+x7+ %3+ x5 +x3+ x5
f(k ' (xl,xz,x3)) =k - f (1, %2, %3)
f(kxy, kxy, kxs) = k- (%1 + x5 + x3)
kxi + kx, + kx; = kxq + kx, + kx;
Luego, al cumplirse ambas propiedades, la aplicacion anterior es lineal.
i. g:R3 > R/g(xq, x5, x3) = 2x; — x3.
(%1, X2, x3) + (x1, x5, %3) = (X1 + x1, x5 + X3, %3 + X3)

f(xl + X{, xZ + xé"x3 + xé) = f(x11x21x3) + f(x:,llxél xé)



2(x +x1) — (x5 + x3) = (2% — x3) + (2x1 — x3)
2xq1 +2x7 —x3 — x5 = 2x1 + 2x7 — X3 — X3
f(k ) (xl,xz,x3)) =k f(x1,%2,%3)
fhexy, kxy, kxs) =k - (2x, — x3)
2kxqy — kx; = k2x1 — kx3
Luego, al cumplirse ambas propiedades, la aplicacion anterior es lineal.
iii. h:R3 > R/h(xq, X5, X3) = X1XX3.
(1, x5, x3) + (x1, %3, x3) = (%1 + X1, X2 + X3, X3 + x3)
[y + x1,%5 + %3, %3 + x3) = f(x1,%2,x3) + f(x1, %3, %3)
(1 + x1) (%2 + x3) (X3 + X3) # X1X2X3 + X1X5X3
(15 + x9x5 + x725 + x1%5) (X3 + X3) # X1XX03 + X1 X5X5

(X1X2X3 + X1X5X3 + X1X2X3 + X1X5X3 + X1X2X3 + X1X5X5 + X7 X2X5
+ X1X5X5) # X1X2X3 + X1X5X3

Luego, al no verificar la primera propiedad, no es una aplicacion lineal.

b) Compruébese que el conjunto de vectores de R3 que en la aplicacién g se
transformen en cero (ntcleo de g) forman un subespacio vectorial de R3.

Para comprobar que el conjunto de vectores de R3 que en la aplicacién g se
transformen en cero forman un subespacio vectorial de R3, tenemos que
comprobar que se cumplen la suma interna y el producto por escalares.
Comprobamos que la suma es interna.

(x11x21 x3) + (x{) xé) xé) = ('xl + xi,xz + xél X3 + xé)

Ademas, sabemos que f(x1,x5,X3) = 2x; —x3 =0y f(xy,x3,x3) = 2x] — X3 =
0. Por tanto,

fler +x1,%0 + x5, %3 +x3) =201 +x1) — (3 +x3) = 2x; + 2x7 — X3 — X3
=2x; —x3)+2x;—x5)=0+0=0

Acabamos de comprobar que la suma es interna.

Comprobamos ahora el producto por escalares.



f(k(xl, X3, xg)) = f(kxl, kxz, kX3) = kal - kx3 = k(le - x3) =k-0=0
Luego, también se verifica el producto por escalares.
Al cumplirse ambas condiciones, podemos decir que, efectivamente, el conjunto
de vectores de R3 que en la aplicacién g se transforman en cero (ntcleo de g)
forman un subespacio vectorial de R3.

c) Dese una base de dicho subespacio.

Teniendo en cuenta que
le_X3 :0:>x3 :le

Por lo que el vector genérico seria: (xq,x,2x;) = x,(1,0,2) + x,(0,1,0). Y una
base del subespacio de R3 seria: {(1,0,2); (0,1,0)}.

Demuéstrese que f: R?> » R? dada por f(x,y) = (x + 1,y + 2) no es aplicacién
lineal.

Solucién

Como sabemos, para que una aplicacidon sea lineal, tiene que cumplir las dos
propiedades siguientes:f (v + v3) = f(v1) + f(vy) y f(kv) = k - f(v).

o)+ y)=C+xy+y)
f+x,y+y) #flxy)+f,y)
x+x"+1L,y+y +2)#(x+1L,y+2)+ (' + 1,y +2)
x+x"+1L,y+y +2)#x+1+x"+1,y+2+y +2)
x+x+1L,y+y +2)#(x+x' +2,y+y +4)

Luego, al no cumplirse la primera propiedad, no es aplicacidn lineal. De todos
modos, vamos a comprobar si se cumple la segunda propiedad.

f(k(x, ) # kf (x,y)
fkx, ky) # kf (x,y)
(kx + 1, ky +2) # k(x + 1,y + 2)
(kx +1,ky +2) # (kx + k, ky + k2)

Tampoco cumple la segunda propiedad. De todos modos, en cuanto no se cumpla
una de las dos propiedades, la aplicacion ya no es lineal.



3. Demuéstrese que f: R? - R3dada por f(x,y,z) = (x,y,0) es aplicacién lineal.
Solucién

Para verificar que la aplicacion anterior es lineal, debemos comprobar que cumple
las dos propiedades siguientes:f(vy + v3) = f(vq1) + f(v2) y f(kv) =k - f(v).

yz2)+(xy,2)=x+x,y+y,z+7)
fa+x,y+y,z+2)=f(xy,2) +f(x",y',2)
(x+x,y+y,0)=(x,y,0) + (x,y",0)
x+x,y+y,00=(x+x,y+y,0)
fk(x,y,2)) = kf(x,y,2)
f(kx, ky, kz) = k(x,y,0)
(kx,ky,0) = (kx,ky,0)
Al cumplirse ambas propiedades, la aplicacidn es lineal.

4. ¢Cudles de las siguientes funciones f: R* —» R? son aplicaciones lineales?
a) fx,y)=1+xy)

b) f(x,y) = (¥,x)

c) f(x,y) = (sen(x),y)
d) f(x,y) = (*%y)
Solucién

Para verificar que las aplicaciones anteriores son lineales, debemos comprobar
que cumplen las dos propiedades siguientes: f(vq +v;) = f(v1) + f(v2) vy
fkv) =k - f(v).

1.2 f(x,y) =1 +x,y)
,y)+Ly)#= x+x,y+y)
fOe+xy+y) #fy)+f&,y")
A+x+x,y+y)#A+xy)+ 1 +x"y")
A+x+xy+y)#Q2+x+x,y+y)

Como no cumple la primera propiedad, no es aplicacion lineal.



Ademas, otra forma de comprobar que no se trata de una aplicacion lineal es
demostrando que no cumple que f(0) = 0.

£(0,0) = (1+0,0) = (1,0) # (0,0)
13f(xy) = ,x)
y)+ Ly =G +x,y+y)
f+x,y+y)=fly)+fx"y)
+y,x+x)=@x)+ O x")
+y,x+x)=Q+y,x+x)

Si cumple la primera propiedad. A continuacién comprobamos si cumple la
segunda.

fle(x,y)) = kf (x,¥)
f(kx, ky) = k(y,x)
(ky, kx) = (ky, xx)
También cumple la 22 propiedad, luego se trata de una aplicacién lineal.
1.4 f(x,y) = (sen(x),y)
G+ y)=C+x,y+y")
f+x,y+y)=fly) +fE&.y)
(sen(x +x"),y +y") = (sen(x), y) + (sen(x") ,¥")
(sen(x +x'),y +y") = (sen(x) + sen(x'),y +y")

Si cumple la primera propiedad. A continuacidn comprobamos si cumple Ia
segunda.

flk(x,y)) # kf(x,y)
f(kx, ky) # k(sen(x),y)
(sen(kx),ky) # (ksen(x),ky)
No cumple la segunda propiedad, luego no es aplicacion lineal.

Otra forma de comprobar que no es aplicacion lineal consiste en poner un ejemplo
concreto y ver que al menos una de las propiedades no se verifica.



f (g,o) # (sen (g)o) — (1,0)

f(Z : (go)) %2 -f(g,o)
f(m,0) #2-(1,0)
(sen(m),0) # (2,0)
(0,0) # (2,0)
15f(xy) = (x%y)
y)+@Ly)#x+x,y+y)

fOe+x,y+y) #fy)+f&,y")
((x+xD%y+y) # (%) + ()% y)
((x+x)2y+y) #(@*+(D4y+y)

No cumple la primera propiedad, luego no es una aplicacion lineal. De todas
formas, vamos comprobamos si cumple la segunda.

flk(x,y)) # kf(x,y)
f(kx, ky) # k(x*)
((kx)?, ky) # (k(x*), ky)
Tampoco cumple la segunda propiedad, luego no es aplicacion lineal.

Al igual que en el apartado anterior, también se puede probar que no se trata de
una aplicacidn lineal poniendo un ejemplo.

fAD=>0%1)=>00
f(2-(LD)#2-f(1,1)
£(2,2) #2-(1,1)
(22,2) # (2,2)

(4,2) # (2,2)



1.5 MATRICES Y DETERMINANTES
MATRICES:

Definicién: Una matriz es una coleccién de nimeros organizados en un namero fijo de
filas y columnas. Normalmente, estos nimeros son nimeros reales. En general, las
matrices pueden contener nimeros complejos, pero nosotros no lo vamos a ver. Es
importante que tengais presente que la primera entrada (es decir, m) es el nUmero de
filas, mientras que la segunda entrada (n) representa el nimero de columnas.

a11 a'12 aln

a21 a22 a2n
A= (aij) = Amxn = : : :

Am1 Am2 - Amn

Ejemplo: A continuacion presentamos una matriz con 3 filas y 3 columnas:

1 -2 3
0 8 46
4 -1 O

Dimensiones (tamafio) de una matriz: Vienen dadas por el nimero de filas y columnas
de la matriz. Diriamos que la matriz superior tiene m filas y n columnas, o lo que es lo
mismo, es una matrizm X n.

Ejemplo: A continuacién presentamos una matriz con 3 filas y 2 columnas, por lo tanto
se trata de una matriz 3 X 2:

1 4
A=|2 5
3 6/3x2

Muchas veces veréis las dimensiones de la matriz escritas abajo a la derecha de la
matriz, tal y como se observa en este ejemplo. Pero esto es sélo una forma de recordar
las dimensiones de la matriz, y no parte de la misma.

Ejemplo 2: En este caso, la matriz tiene 2 filas y 3 columnas, luego se trata de una
matriz 2 X 3:

B = (—1 0 1)
5 3 4/,
Elementos de una matriz: Son cada uno de los nimeros contenidos en la matriz. Los

elementos de la matriz tienen una situacion especifica. El elemento a;; es conocido
como la entrada (i, j)-ésima de A.

Ejemplo: El primer nimero que aparece en la matriz, arriba a la izquierda, ocupa la
posicion fila 1 y columna 1, es decir, es el elemento a,;. En la matriz anterior el



elemento a;; = 1. El elemento de la fila 2 y columna 3 es el elemento a,; = 4,6. El
valor del elemento en la fila 3y la columna 1 es az; = 4.

alj
, G azj
El vector fila (a;;  a;z -+ Qin) es lafila i-ésima de A, y el vector columna . es
am
la columna j-ésima de A.

De modo que como se puede observar, un VECTOR COLUMNA (también llamado
MATRIZ COLUMNA) es una uUnica columna, o lo que es lo mismo, una matriz m X 1. Por
otro lado, un VECTOR FILA (también llamado MATRIZ FILA) es una Unica fila, es decir,
una matriz1 X n.

Ejemplo:
1 4
. (2 5>
3 6/3x2
Filal: (1 4)
Fila2: (2 5)
Fila3: (3 6)

1
Columna 1: (2)
3
4
Columna 2: (5)
6

Matriz Cuadrada y Matriz Rectangular: En una MATRIZ CUADRADA el numero de filas
es igual al numero de columnas. Una matriz cuadrada de orden n, es una matriz
(n X n). Cualquier otra matriz en la que el nimero de filas y de columnas no sea el
mismo se denomina MATRIZ RECTANGULAR.

5 4 3
—4 0 4
7 10 3/3xs

Ejemplo: Matriz Cuadrada:

Ejemplo: Matriz Rectangular:



Diagonal Principal: La DIAGONAL PRINCIPAL de una matriz cuadrada esta formada por
los elementos a;;.

Ejemplo:
1 -3 0 -2
0 2 -1 1
-2 5 3 -5
3 8 0 -7
Ejemplo 2:
2 8 0
3 7 -1
1 6 0

(5 2)

3 2

Dentro de la matriz hay otras diagonales, pero que no son tan importantes, y no tienen
nombre especifico.

Traza de una matriz cuadrada: La TRAZA de una matriz cuadrada A, denotada por
traza(A) es la suma de los elementos de su diagonal principal. Esto es,

n

traza(A) = Z a;;.

i=1

5 4 3
A=-4 0 4
7 10 3/3x3

traza(A) =5+0+3 =28

Ejemplo:

Igualdad de Matrices: Para que dos matrices sean iguales deben tener las mismas
dimensiones y los mismos valores en las mismas posiciones.

En otras palabras, si Apxm = (aij) Y Bpxg = (bij). Entonces, A= B si y solo si
n=p,m=qya;j = b;paratodoiyj.

Ejemplo:

G o)a=l ..

Ejemplo 2: Aqui tenemos dos matrices que a pesar de tener los mismos elementos, no
son iguales, ya que sus dimensiones son distintas.

1 4
(s) <G ),
3X2

3 6



Ejemplo 3: Estas dos matrices tienen las mismas dimensiones, y los mismos elementos,
pero estos elementos no estdn situados en las mismas posiciones dentro de las
matrices, de modo que no son iguales.

1 4 4 1
(25) +(s 2
3 6/3x2 \6 3/3x2

Matriz Cero: Una matriz cero es aquella en la que todos los elementos de la misma
son ceros. Si afadimos una matriz cero a una segunda matriz, esta ultima no
experimentara ningun cambio.

Ejemplo: A continuacion presentamos una matriz cero 3x3.

0 0 O
(O 0 0) =0
0 0 0/3x3

Matriz Identidad: Una MATRIZ IDENTIDAD es una matriz cuadrada en la que todos los
elementos de la diagonal principal son 1, y los elementos a ambos lados de ésta son
ceros, y la denotamos con la letra I.

10 .0
=7 1w}
00 .. 1

Matriz Triangular: una MATRIZ TRIANGULAR es un tipo especial de matriz cuadrada
donde los elementos que estan por encima o por debajo de la diagonal principal son
ceros. Hay varios tipos:

e Triangular Superior. Ejemplo:

N
S O =
S W B
AN
N~

e Triangular Inferior. Ejemplo:

/-~
SN e
O 0 O
N O O
N~

e Triangular. Ejemplo:

RS
O O
S 0O
N O O
N~



SUMA DE MATRICES:

Para poder sumar dos matrices ambas tienen que tener las mismas dimensiones, es
decir, el mismo numero de filas y columnas.

Si A es una matrizm X n, y B también, entonces la matriz resultante de su suma serd
también una matriz m X n obtenida sumando los elementos correspondientes de
ambas matrices.

Ejemplo:
1 4 0 2 1 6
(2 5)+(_1 2>=<1 7)
3 6 1 -6 4 0
Ejemplo 2:

1 2 3 9 8 7 10 10 10
<4 5 6) + (6 5 4) = (10 10 10)
7 8 9 3 2 1 10 10 10

Propiedades de la suma de matrices: En todas las reglas que se presentan a
continuacion se asume que todas ellas tienen las mismas dimensiones.

e PROPIEDAD COMMUTATIVA: A+ B=B+A.
Ejemplo:

1 3 5 0 2 4 1+0 3+2 5+4
7 9 11|+{6 8 10|=| 7+6 9+8 11+10

13 15 17 12 14 16 13+12 15+14 17+16

1 5 9
=113 17 21
25 29 33

0 2 4 1 3 5 0+1 2+3 445
6 8 10|+(7 9 11|=| 6+7 8+9 10+11
16

12 14 13 15 17 12+13 14+15 16+ 17
1 5 9
=113 17 21
25 29 33

e A+0=0+A=A.

Ejemplo:
0 0 O 1 10 7,5 1 10 7,5
(0 0 O)+<2 9 —3,2>=<2 9 —3,2)
0 0 O -2 0 5 -2 0 5
e 0+0=0.
Ejemplo:



e PROPIEDAD ASOCIATIVA: (A +B)+C=A+ (B +C).

e MULTIPLICACION DE UNA MATRIZ POR UN ESCALAR (UNA CONSTANTE): Para
multiplicar una matriz por un escalar tenemos que multiplicar cada elemento de la
matriz por ese escalar.

a11 a’lZ alTl ka11 ka12 kaln
kA — k a21 a’22 e aZn — ka21 kazz e ka2n
Am1 Am2 = OAmn kam1 kamz kamn
Ejemplo:
3 81 3 6 16 1 6
2(4 1 3 5>=<8 1 6 10)
2 5 2 3 4 10 4 6
Ejemplo 2:

1 8 3 -3 -1 -8 -3 3
—1(4 -1 3 —5) = ( -4 1 -3 5 )
7 2 10 6 -7 =2 —-10 -6
e k(A+B)=kA+kB.
e A+ (-A)=0.

e NEGACION DE UNA MATRIZ: Se consigue multiplicando cada elemento de la matriz
por-1.-A=-1-4

Resta de Matrices: Si A y B tienen las mismas dimensiones, entonces podemos definir
A — B como A + (—B). Es decir, para calcular A — B lo Unico que tenemos que hacer
es restar a cada elemento de A el elemento correspondiente de B. Ademas, también
es importante recalcar que las propiedades de la suma también son aplicables a la
resta.

Ejemplo:

5 4 3 1 -2 3 4 6 0
<4 0 4) - <4 5 6) = ( 0 -5 —2)
4 10 3 7 8 9 -3 2 -6

Matriz Traspuesta: La TRASPUESTA de una matriz es una nueva matriz cuyas filas son
las columnas de la matriz original (lo que hace que sus columnas sean las filas de la
original). Denotaremos la traspuesta de A como AT. El superindice T significa
traspuesta.

Ejemplo:

5 4 3
A=14 0 4
7 10 3



5 4 3\' /5 4 7
AT=(4 0 4] =4 0 10
7 10 3 3 4 3

Ejemplo 2:
5 -3
[ 4 8
B=13 _1
2 0
5 =3\
T 4 8 /5 4 3 2
B=1s 1 _(—3 8 -1 o)m
2 0/ 4x2
Ejemplo 3:
/1 2 3
C_(4 5 6)
T 1 4
=2 (2 o)
2X3 3 63)(2

Ejemplo 4: La traspuesta de una matriz fila es una matriz columna. Y la traspuesta de
una matriz columna es una matriz fila.

D=1 -5 2 7)

DT=01 -5 2 7NT=

Propiedades de la traspuesta:

e (AT)T = A. Sitrasponemos la matriz traspuesta obtendremos la matriz original.

Ejemplo:
1=y 5 o)
1 4\7
ar=(G 2 D) -2 5) -6 2 )

e (A+B)T=A"+BT.

e (A-B)T =BT-AT. Volveremos a ver esta propiedad cuando veamos el
producto de matrices.

e AT = A, cuando trabajamos con matrices simétricas.

OBSERVACION: Nétese que cuando trasponemos una matriz cuadrada los elementos
de la diagonal principal no cambian.




Matriz Simétrica: Una MATRIZ SIMETRICA es una matriz cuadrada que es igual a su
traspuesta. Esto pasa cuando a;; = aj;. AT = A. Nétese que los elementos de la
diagonal principal no tienen que satisfacer ningln requerimiento especial.

Ejemplo:
1 -1 3
-1 3 4
3 4 5
Az = ag; = —1
as; = a3 =3
A3y = Ay3 =4
Ejemplo 2:

Az1 = Q13 = 2
az; =a;3=1
A3 = Q3 = —2

Ejemplo 3: La matriz cero es simétrica.

0 0 O ,0 0 O
0 0 0] =(0o o0 o
0 0 0 0 0 0

Resumen de las reglas mas importantes vistas hasta ahora: A continuacién
presentamos algunas de las reglas mds importantes vistas hasta ahora. En todas ellas
las matrices tienen las mismas dimensiones, es decir, poseen el mismo nimero de filas
y columnas.

A+0=A4 A+B=B+A 0+0=0

(A+B)+C=A+(B+0) (aB)A=a(BA) a(A+ B) =aA + aB

a0=0 —14 =—-A A—A=0




AN =4 0" =0 (A+B)" =A" + BT

PRODUCTO DE MATRICES:

Para poder realizar el producto AB el numero de columnas de A (n) tiene que ser igual
al nimero de filas de B, para poder multiplicar las filas de A por la columnas de B.
Definiremos el producto € = AB como la matriz formada por los elementos

Cij = ailblj + aizsz + -+ ainbnj.
Como ejemplo, tomemos las siguientes matrices generales 2 x 3y 3 x 2,

a b c vy _
(d e f)2x3(w DZC>32_( )zxz

y
La matriz resultante serd una matriz 2 x 2.

El procedimiento es el siguiente: Vamos a comenzar con la primera fila de la primera
matriz, multiplicando sus elementos por los de la primera columna de la segunda
matriz, elemento a elemento. Y después, sumamos los productos resultantes.
Escribimos el resultado de esta operacion en la posicion ai; (arriba a la izquierda).

a b c ::, z _(au+bw+cy
62 0 )= )

Volvemos a hacer lo mismo con la primera fila de la primera matriz y la segunda
columna de la segunda matriz. Escribimos el resultado en la posicidn ai,.

u v
<a b c) wox _(au+bw+cy av—l—bx—i-CZ)
d e f y z N

A continuacién, volvemos a hacer lo mismo con la segunda fila de la primera matriz y
la primera columna de la segunda matriz. Escribimos el resultado en la posicién a,:.

(a b C)(vlt Z)_(au+bw+cy av+bx+cz>
d e f y z du+ew + fy

Finalmente, hacemos lo mismo con la segunda fila de la primera matriz y la segunda
columna de la segunda matriz. Escribimos el resultado en la posicidon a,,.

u v
(a b c) w ox)— (au+bw+cy av+bx+cz>
d e f y z " \du+ew+fy dv+ex+fz



Ejemplo: Multiplique las siguientes matrices:

a)

(0 1 Z)G _21>=(0-3+(—1)-1+2-6 0-(—1)+(—1)-2+2-1>=(11 0)

4 11 2 6 1 4-3+11-1+2-6 4-(-1)+11-2+2-1 35 20
b)
(8 9) (—2 3) :<8-(—2)+9-4 8-3+9-0):(20 24)
5 —1 2X2 4‘ O 2X2 5(—2)+(—1)4 53+(—1)0 —14 15 2X2
c)
1 5 =7
1 1 0

(2 0 -1 1)1><4 0 -1 1 =
2 0 0 4)(3

=2 140-14+(-1) 0412 2:540-14+(-1)-(-1)+1:0 2-(=7)+0:0+(=1)-1+1-0)

=@ 11 —15)1x3

d)
1 5 -7
(2 0 -1 1) 1 1 0 _
1 2 0 1/,,4\0 -1 1
2 0 0 4)(3

_<2-1+o-1+(—1)-0+1-2 2:540-1+(C-1D-(-1)+1-0 2-(—7)+0-0+(—1)-1+1-0)
1-1+2-14+0-0+1-2 1:54+2-140-(-1)+1-0 1-(=7)+2:04+0-14+1-0

_ (451 171 —_175)2X3

Propiedades del producto de matrices: Si A, B y C son 3 matrices cualesquiera, el es
la matriz identidad, podemos definir las siguientes propiedades para el producto de
matrices, siempre y cuando las dimensiones de las mismas lo permitan.

e PROPIEDAD ASOCIATIVA: A(BC) = (AB)C.
Ejemplo:
_ (2 5
A= (0 1)



2 2
(ABYC (122 g (2))<g (1)>=(344 248)
we=(3 2 0o 1)-G 9
0
a0=0 DG D=G %)

A(BC) = (AB)C

ELEMENTO NEUTRO DE LA MULTIPLICACION: Al = IA = A. Es una propiedad
analoga a la multiplicacién de un nimero por 1.

Ejemplo:
1 0 0 1 6 0 1 6 0
<O],o) (4 ; -ﬁ =(4 _g
0 0 1/343\=2 1 2 /3x3 -2 1 2/3x3
PROPIEDAD DISTRIBUTIVA POR LA IZQUIERDA: A(B + C) = AB + AC.
PROPIEDAD DISTRIBUTIVA POR LA DERECHA: (A + B)C = AC + BC.

MULTIPLICACION PORCERO: A-0=0-4 = 0.
(A-B)T =BT - AT

~

AB + BA

Ejemplo:
4= 3)
5=(5 &)

=0 3G D=0 1)

BA = (é 421) (g é) - (293 175)

Por tanto, hemos demostrado que AB # BA.

(A+B)?> =A%>+ AB + BA+ B* # A* + 2AB + B*
(A—B)? =A? - AB — BA+ B%? # A*> — 2AB + B*
(A+B)(A—B) =A?—-AB + BA— B? + A? — B



EJERCICIOS:

1. Sean Ay B las siguientes matrices

a=(t 2 "2

-1 1 3 -7
1
-2
B={ 3
8
Calcule AB.
Soluciéon
1
(1 2 -2 -4 -2 _
A_(—1 1 3 —7)2x4 3 B
8 4x1

:(1-1+2-(—2)+(—2)-3+(—4)-8):(—41)
(-1)-1+1-(=2)+3-3+(=7)-8) ~ \=50/,4

1 1
A=<1 2)
1 3
1 2
#-(2 3 5|
3 5

éPor qué tanto AB, cdmo BA se pueden calcular? ¢Son iguales?

2. Sean Ay B las siguientes matrices

e =) W W =

Solucién

En primer lugar, AB se puede calcular ya que el nimero de columnas de 4 (3) es
igual al numero de filas de B (3). En segundo lugar, el producto BA puede
calcularse también por la misma razoén, ya que el nimero de columnas de B (3) es
igual al niumero de filas de A (3). Ademads, también se puede observar que ambas
matrices son cuadradas.

1 1 1\N/1 0 2
AB=<1 3 2 <2 3 5>=
1 3 3/\3 1 5
(1-1+1-2+1-3 1-0+1-3+1-1 1-2+1-5+1-5> (6 4 12)

1-1+3-24+2-3 1-0+3-3+2-1 1-2+3-5+2"-5 13 11 27
1-1+3:-2+3-3 1-0+3:-3+3-1 1:2+3-5+3-5 16 12 32



1 0 2\/1 1 1
BA=<2 3 5)(1 3 2>=
31 5/\1 3 3
(1-1+O-1+2-1 1-1+0-3+2-3 1-1+O-2+2-3> (3 7 7)

2:1+3-1+5-1 2:-1+3-3+5-3 2:1+3:-2+5"-3 10 26 23
3-1+1-1+5-1 3-1+1-3+5-3 3:-1+1-2+5-3 9 21 20

AB # BA

3. Sean A, By C las siguientes matrices

1 0 2
A=12 -1 1
-3 0 2

1 0

B=|1 1

0 2

01

c=(2 1

3 4

a) é¢Podemos calcular los productos AB y BA? Calcular AB.

b) Calcule AC.
c) Calcule A(B + C) y verifique que A(B + C) = AB + AC.

Solucion
a) En primer lugar, AB se puede calcular ya que el nimero de columnas de 4 (3)

es igual al numero de filas de B (3). Sin embargo, el producto BA no se puede
calcular porque el nimero de columnas de B (2) es distinto del nimero de filas

de A (3).
1 0 2 1 0
AB=| 2 -1 1 1 1 =
-3 0 2 3x3 0 2 3x2

1-140-1+2-0 1:040-142-2 1 4
=<2-1+(—1)-1+1-0 2-0+(—1)-1+1-2>=<1 1)

(=3):140-14+2-0 (=3)-0+0-1+2-2 —3 4

1 0 2 0 1
AC=| 2 -1 1) <2 1) =
-3 0 2 3x3 3 4 3x2

1:040:242-3 1-140-1+2-4 6 9
=<2-0+(—1)-2+1-3 2-1+(—1)-1+1-4>=(1 5)

(=3)-04+0-2+2-3 (=3)-1+0-1+2-4 6 5

3x2
b)

3X2



1 0 2 1 0 0 1
A(B+C)=<2 -1 1) <1 1>+<2 1) =
-3 0 2 0 2 3 4
1 0 2 1 1
= ( 2 -1 1> (3 2> =
-3 0 2 3x3 3 6 3x2

1-14+40-3+2-3 1-1+0-2+2-6 7 13
:(2-1+(—1)-3+1-3 2-1+(—1)-2+1-6):(2 6)

(=3)-1+0:3+2:3 (=3)-1+0-2+2-6/ \3 9

1 4 6 9 7 13
AB+AC=(1 1>+<1 5)=<2 6)
-3 4 6 5 3 9

De modo que acabamos de verificar que A(B + C) = AB + AC.

3X2

Sean A, B y C las siguientes matrices cuadradas

1 3
A=<4 6)
7 9
9 7
B=<6 4)
3 1

1 5
C=<7 9 0
-3 -2 -1

N U1 0 QU1 N

w

Calcule:

a) 24—-3B +C.

b) 24% —34AB + AC.

c) 24%B —3AB? + ACB.

Solucién
a)
1 2 3 1-2 2-2 3-2 2 4 6
2A=2(4 5 6]=14-2 5-2 6:-2]=18 10 12
7 8 9 7-2 8:2 9-2 14 16 18
9 8 7 9-3 8:3 7-3 27 24 21
3B=3|l6 5 4|=!6-3 5:-3 4-3]=(18 15 12
3 2 1 33 2:-3 1-3 9 6 3



2 4 6 27 24 21 1 3 5
2A—3B+C=<8 10 12)—(18 15 12>+<7 9 0>=

14 16 18 9 6 3 -3 -2 -1
—24 —17 -10
=[-3 4 o0
2 8 14

b) Si utilizamos la propiedad distributiva,

2A* = 3AB + AC = 2AA—3AB +AC =AQRA—-3B+C) =

1 2 3 —-24 -17 -10
=14 5 6 -3 4 0 =
7 8 93)(3 2 8 14 3X3
24)+2-(-3)+3-2 1-(-17)+2-4+3-8 1-(=10)+2-0+3-14

1-(—
=14-(-24)+5-(-3)+6:2 4-(-24)+5-(-3)+6-2 4-(-24)+5-(-3)+6-2|=
7-(-24)+8-(-3)+9-2 7-(-17)+8-4+9-8 7-(-10)+8-0+9-14

—24 15 32
=1 —99 0 44

—174 —15 56/3x3
c) Siutilizamos la propiedad distributiva,

2A%B — 3AB? + ACB = 2AAB — 3ABB + ACB = A(2AB — 3BB + CB) = A(2A — 3B + C)B =

—-24 15 32 9 8 7
A(RA-3B+C)B=| —99 0 44 6 5 4 =
3x3 3x3

~174 —-15 56 3 2 1
(=24)-9+15-6+32-3 (—24)-8+15-5+32-2 (=24)-7+15-4+32-1
(=99)-9+0-6+44-3 (=99)-8+0-5+44-2 (=99)-7+0-4+44-1

(=174) -9 + (—15) 6 +56-3 (—174) -8+ (=15)-5+56-2 (—=174)-7 + (=15)-4+56-1

—30 —53 —76
=| =759 —-704 —649
3x3

—1.488 —1.355 —1.222

(3

5. Sea A la siguiente matriz

Calctulese:
a) A4-AT
b) AT-A
c) 24-34T
d) (a-47)



a)

b)

d)

e)

e) A-AT-A-AT

Solucién

(3

AT=(-1 0 2)

-1 1
A'AT=<0> (-1 0 2)1x3=<0
2 /3x1

AT-A=(-1 0 2)1x3(

-1
O) =1+0+4)3.3=(5)
2 /3x1

1 0
2A-3AT=6(A-AT)=6<O 0
-2 0

1 0 -2

(A-AT)T=(0 0 0

-2 0 4

1 0 -2
A-AT-A-AT=<0 0 0) <
—2 0 4 /3x3

Sean A y B las siguientes matrices

Calcule:
a) A-BT
b) B-AT
c) BT-4A
d) 4-4T
e) AT-4
f) AT-BA

1 0
0 O
-2 0

-2

>T

-2
0
4

>3><3

0 -2
0 O
-2 0 4

¢ )-(

1
0

(

6 0
0 O
=12 0

0 -2
-2 0 4

Notese que A - AT = (A - AT)7, lo que significa que A - AT es una matriz simétrica.

5 0
0 O
—10 O

>3x3

—12
0 )
24

—10
0
20

>3X3



Solucién

a)
BT=(4 3 1)

2 8 6 2
A-BT = (—3) 4 3 1= (—12 -9 —3)
0 0 0 O

AT=2 -3 0)

4 8 —-12 0
B-AT=<3>(2 -3 0)=<6 -9 0)
1 2 -3 0

Nétese que B - AT = (A- BT)T.

b)

c)

2
BT-A=(4 3 1)(—3>=(8—9+0)=(—1)
0

2 4 -6 0
A-AT:(—3>(2 -3 0)=<—6 9 0)
0 0 0O O

Nétese que A - AT es una matriz simétrica, lo que significa que A - AT = (4 - AT)T.

d)

e)
2
AT-A=2 -3 0)(—3>=(4+9+0)=(13)
0
f)
4
AT-B=(2 -3 O)<3>=(2'4—3'3+0'1)=(—1)
1
2
(A" -B)A = (—D1x1 (—3)
0 /3x1

Este ultimo producto no se puede efectuar.

DETERMINANTES:

Definicidn: El determinante de una matriz cuadrada es un nimero que va asociado a
esa matriz. Denotaremos el determinante de A por det(A) o |A|. S6lo podemos
calcular determinantes de matrices cuadradas. Las matrices rectangulares y los
vectores no tienen determinante.

Los determinantes se pueden utilizar para resolver sistemas de ecuaciones, para
calcular la inversa de una matriz, o para calcular su rango, entre otras cosas. Veremos
todos estos temas a lo largo de este capitulo.



Calculo del determinante en matrices de orden 2 (2 X 2):

A= Q)
det(4) = 14| = | Z| = ad — be
Ejemplo:
1 -3

A=(2 o)

det(A)=|A|=|% _03|=1-0—(—3)-2=6

Calculo del determinante en matrices de orden 3 (3 X 3): La Regla de Sarrus:

a b c
A:(d e f>
g h i

a b c
det(A) =|A|=|d e f|=aei+bfg+cdh—ceg—bdi—afh
g h i
Ejemplo:
0 3 2
A=<5 ~1 0)
—6 4 -8
0 3 2
det(d) =|Al=[5 -1 0]|=
-6 4 -8

=0(-1)(—8)+3:0:(—6)+2:5-4—2(-1)(—6) —=5-3-(—8) —0-0-4 = 148

Los dos métodos anteriores no pueden aplicarse a matrices de 6rdenes mayores que 3.
Para calcular el determinante de estas ultimas existen diferentes métodos.

Calculo del determinante en matrices de orden mayor que 3:
1°" Método: Formula de Laplace:
det(A) = |A| = ?=1 aij (—1)‘+Jdet(Al]),

donde (—1)"*/det(4;;) es el ADJUNTO de a;; y det(4;;) es lo que llamamos el MENOR
COMPLEMENTARIO.




Ejemplo:

1 -2 -3 4
-2 3 4 -5
¢ 3 -4 -5 6
4 5 6 -7

1 -2 -3 4
_|-2 3 4 -—-5|_
IC1 = 3 -4 -5 6|
4 5 6 -7

3 4 -5 -2 -3 4
=1-(-D"'-4 -5 6|+(2)-D**'|-4 -5 6[+3
5 6 -7 5 6 =7
-2 -3 4 -2 -3 4
(=133 4 —5[+4-(-D**'|3 4 —5|=
5 6 -7 -4 -5 6
3 4 -5 -2 -3 4 -2 -3 4 -2 -3 4
=|-4 -5 6|+2|-4 -5 6|+3|3 4 -5|/+(-4|3 4 -5|=
5 6 -7 5 6 =7 5 6 =7 -4 -5 6

=(3-(=5)"(=7)+46:5+(=5)-4:6—5) - (=5) -5~ 4 (—4)(=7) =366+

+2(=2+(=5) (=7) + 4+ (=4) 6+ (~=3) 65— 4" (=5) -5~ (=2) 66— (=3) - (=4) - (=7)) +

+3(—24-(=7)+4-3:6+(=3)-(=5)"5—-4-4-5—(=2)-(=5)-6—(=3)3-(=7) +

—4((-2)"4-64+4-3:(-5)+(-3) (-5 (-4 —4-4-(-4) —(=2) " (-5) - (-5) = (=3)"3-6) =

Ejemplo 2:

— 1 . (_1)1+1

=0+2-0+3-0+(-4):0=0

1 2 0 0
_[(0 2 0 0
A=10 2 1 0
0 2 0 1
12 0 0
_[0 2 0 of_
=10 2 1 o~
0 2 0 1
2 0 0 2 0 0 2 0 0
2 1 0/+0-(-D**2 1 0o|/+0-(—1)*2 0 o0[+0
2 0 1 2 0 1 2 0 1
2 0
(-D**'|12 0 0/|=2+04+0+0=2
2 1 0




OBSERVACION: Nétese que para obtener el determinante de una matriz triangular
tenemos que multiplicar los elementos de su diagonal principal.

Ejemplo 3:
10 0 3
_ (0 4 0 4
B=10 0 0 -1
11 2 8
10 0 3
_[0 4 o0 4|_
Bl=1o 0 o —1|7
11 2 8
1.0 0 1 0 3 1 0 3
=—1-(-1)3""*[0 4 o[+0-(-1)3*3[0 4 4|/+0-(-1)3*[0 0 4|+0
11 2 1 1 8 1 2 8
0 0 3
-(-1)3*'|14 0 4/=8+0+0+0=38
1 2 8

22 Método: El segundo método consiste en utilizar las propiedades de los
determinantes que presentamos a continuacion.

Propiedades de los Determinantes:

e Si dos filas (o columnas) se intercambian, el signo del determinante cambia

también. Ejemplo:
|3 4 | __ 4 3
1 -2 -2 1

e Sjla matriz tiene una fila (o columna) de ceros, entonces el determinante es O.

Ejemplo:
|3 0 -0
1 0

e Sidosfilas (o columnas) son iguales, entonces el determinante es 0. Ejemplo:

1 1 1
0 3 3[=0
1 5 5

e Si dos filas (o columnas) son proporcionales, entonces el determinante es 0.
Ejemplo:

i 2l=0



Si cambiamos una fila (o columna) sumando o restando a sus elementos los
correspondientes elementos de otra fila (o columna), entonces el determinante
se mantiene inalterado. Ejemplo:

|3 4|:|3+1 4—2|:|4 2|:_10

1 -2 1 -2 1 -2

Si los elementos de cualquier fila (o columna) se multiplican por una constante
k, entonces el determinante queda también multiplicado por esa contante k.

|? —82|=2|i _42|=2'(_10)=—20

Cuando al menos una fila (o una columna) de la matriz es combinacién lineal de
las otras filas (o columnas), entonces el determinante es cero. Y viceversa, si el
determinante es cero, eso quiere decir que existe dependencia lineal entre las
filas o las columnas de la matriz. Ejemplo: Consideremos el siguiente
determinante

3 2 1
1 2 -1
2 -1 3

El determinante es cero porque la primera columna es una combinacién lineal
de la segunday la tercera.

Col.1 =Col.2 + Col. 3.

Del mismo modo, existe dependencia lineal entre las filas, dada por la siguiente
relacion:

7 4
Filal = gFilaZ +§Fila 3.

El determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la
diagonal principal. Ejemplo:

3 2 1

0 2 —-1/=3-2-3=18.

0 0 3
El determinante del producto de dos matrices cuadradas es el producto de los
determinantes de ambas matrices. Es decir, |AB| = |A||B]|.
Una posible aplicacién de esta regla estd en el calculo de determinantes de
potencias de matrices: Por ejemplo, |A%| = |A||A| = |A|?, y en general, para

potencias de orden n, |A"| = |A||A] ... |A| = |A|™.

El determinante de la traspuesta de una matriz es igual que el de la matriz
original. Es decir, |AT| = |A|.
|| = 1.



Ejemplo: Nétese que la matriz identidad es una matriz triangular, de modo que
su determinante puede calcularse como el producto de los elementos de su
diagonal principal.

1 0 O
0 1 0
0 0 1

|I] = =1-1-1=1.

Ejemplo: Calcule el determinante de las siguientes matrices.

a)
1 1 2 1
(1 0 2 O
A= 2 2 30
01 1 3
En la primera igualdad, hacemos Col.3 — 2Col. 1.
1 1 2 1 1 1 0 1 1 0 1
_{1 0 2 Of_|1 0 0 Of_ 4/, 4\2+1 _ _
Al=12 2 3 o|=|2 20 =1 of=1CD illg_
0 1 1 3 0 1 1 3

= 1(1-(-1)-341-2-140:0-1—1-(=1)-1—1-0-1-0-2-3) =0
b)

35 7 2

(2 2 0 2

B=15% ¢ 5 4

0 2 2 -1

En la primera igualdad, hacemos Fila 1 — Fila 2, en la segunda, Fila 2 — %Fila 3,y
en la tercera, Fila 3 + 4 - Fila 4.

3 5 7 2 1370 1 3 7 0
Bl=|2 2 02|22 0 2f_|-1/2 -1 =5/2 0]_
5 6 5 4 5 6 5 4 5 6 5 4
022 -1t lo 2 2 -1 0o 2 2 -1

1 3 7 0
1 3 7
=|7V2 -1 =52 0o jpme|_12 -1 —sp2)=
5 14 13 0
0 2 > 1 5 14 13

=—(1-(—1)-13+7-(—%)-14+3-(—;)-5—7-(—1)-5—1-(—%)-14—3

(-3)1) -



2 1 -1 3
(4 2 5 -1
C=12 0 1 1
4 2 1 5

En la primera igualdad hacemos Col.1 + 2Col. 3, en la segunda Col.2 + Col.3,y en la
tercera Col.4 + 3Col. 3.

2 1 -1 3 0 1 -1 3 0 0 -1 3
ci=|¢ 2 5 —1f_f1s 2 s -1_j14 7 5 -1
2 0 1 1 4 0 1 1 4 1 1 1
4 2 1 5 6 2 1 5 6 3 1 5
104 3 _51 104 14 7 14 2 1 2
=17 2 He—1-n™ 4 1 4|=(¢D7|s 1 4|=
. 3 1 8 6 3 8 6 3 8

=-7(2-1-8+2-4-34+1-4-6—-2-1-6—2-4-3—-1-4-8) =28

d)
59786\
4 6 6 5 4
D=k36833|
2 54 5 3
11111/

En la primera igualdad haremos Col.2 — Col. 1, en la segunda, Col.3 — Col. 1, en la
tercera, Col.4 — Col. 1, en la cuarta, Col.5 — Col.1 y en la sexta, Fila 4 — Fila 1.

5 97 8 6/ 547 8 6] |5 42 8 6
4 6 65 4 (4 26 5 4 |4 22 5 4
ID=[3 6 8 3 3|=|3 3 8 3 3|=[3 3 5 3 3|=
2 545 3 [2 345 3 |2 325 3
1111 1 1t o111 It oo 1 1
5 42 3 6/ |5 42 3 1 4 2 3 1 4 2 3 1
4 22 1 4 [4 221 o0 2 2 1 0 2 2 1 0
3350 3=3350 0=1-D""3 5% ;5 ol=l355 0 0
2 323 3 |2 32 3 1
32 3 1 l-1 0 0 o0
1 000 1 11 oo o0 o
2 1
=1(-D**[3 5 o‘z
-1 0 0

=—(2-50+1:3:042:0-(-1)—=1:5-(-1)—2:0:0—2-3-0) =5



1 0 2 -1
_(3 0 0 5
E= 2 1 4 -3
1 0 5 0

En este caso vamos a resolver el determinante triangularizando la matriz.
Concretamente la vamos a reducir a una triangular superior, es decir, vamos a hacer
ceros en todas las posiciones situadas por debajo de la diagonal principal. Para ello,
primero vamos a restar multiplos de la fila 1 a las demas filas para conseguir que todas
las entradas de la primera columna menos la primera sean cero (Fila4 — Fila 1,
Fila 3 — 2Fila 1, Fila 2 — 3Fila 1). Ninguna de estas operaciones cambia el signo del
determinante.

102 -1 102 -1 (102 -1 10 2 -1
E[=|3 00 5|_[300 5/_[300 5(_J0o0 -6 8|_
2 1 4 3|72 14 =37jo10 -1{7|0o1 0o -1
105 ol loo3 11 loo3 1l loo 3 1

A continuacién, intercambiamos las filas 2 y 3. Este cambio también cambia el signo
del determinante.

10 2 -1
__fo1 0o —1|_
00 -6 8
00 3 1

. 1., e . .
Ahora hacemos Fila 4 + ;Flla 3. Por ultimo, observar que trabajamos con una matriz

triangular, de modo que el determinante es el producto de los elementos de su
diagonal principal.

1 0 2 -1
N T B | BN
-0t 0 ZM=—@1:(-6)5=30
00 0 5
f)

1 0 2 -1
(2 1 4 o
F={_1 0 -2 o0

3 2 6 0

1 0 2 -1
12 1 4 ol_
IFI=12y 0 —2 o|=0

3 2 6 0

El determinante de la matriz anterior es cero ya que la tercera columna es el doble de
la primera, lo que quiere decir que ambas columnas son proporcionales.



g)

1 0 0 -2
6=\% %5 0 5

3 8 0 -7

1 0 0 -2
6l=|% % o 5|=0

3 8 0 -7

Todos los elementos de la columna 3 son ceros, por lo tanto, el determinante es 0.

h)

1 0 0 O
(0 1 00
~{0 0 1 O
0 0 0 1

1 0 0 O

01 00

0 0 0 1

Matriz Singular: Si el determinante de una matriz es cero (JA| = 0), entonces se dice
qgue la matriz es SINGULAR. Esto significa que, al menos una fila o una columna son
linealmente dependientes de las demas. Sin embargo, si |A| # 0, entonces diremos
gue la matriz A serd NO SINGULAR o REGULAR.

Ejemplo: Matriz Singular

1 2 -1
A=\(2 4 O)

3 6 2

1 2 -1
|Al=12 4 0]=

3 6 2

=1:4:242:0:3+(-1):2-6—-(-1)-4:3-2:2:2-1-0-6=0

0 -6 a
Ejercicio: Dada la matriz4 = (1 0 5), determine para qué valores de a es
0 -3 2
singular, y para cuales no lo es.
Solucién
0 -6 a —-12
1 0 5=—3a+12=0=>a=_—3:4
0 -3 2

Cuandoa =4 = |A| =0, y, por tanto, la matriz es SINGULAR. Sin embargo, cuando
a # 4 = |A| # 0y la matrizes REGULAR (no singular).



INVERSA DE UNA MATRIZ:

La inversa de una matriz cuadrada A es una matriz A~! tal que
A-A1=A4"1-A=1

Donde I es la matriz identidad. Las matrices rectangulares no tienen inversa.

Ejemplo:

La inversa de la matriz A = (;L g) esA™l = (_32 _34), ya que

R [N

wras(Z 36 D=0

OBSERVACION: No todas las matrices cuadradas tienen inversa. Para que una matriz
cuadrada tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de 0, (J4| # 0). Cuando
una matriz tiene inversa se denomina INVERSIBLE o NO SINGULAR, y cuando no tiene
la llamamos NO INVERSIBLE o SINGULAR.

Existen diferentes métodos para el cdlculo de la inversa de una matriz, que
presentamos a continuacion.

1°" Método: Método del Adjunto:

Calculo de la inversa para matrices de orden 2:

_(a b
A= (c d)
La inversa de la matriz anterior es
1 a -b 1 d —b
A_l = — = —
|A|(—C a) ad—bc(—c a)
Ejemplo:

(1 2)‘1_i(4 —2)_(—2 1 )
3 4/  —2\-3 1/ \=3/2 -1/2
Calculo de la inversa para matrices de orden 3 o mayor:
ai1 Q12 Ag3
A=|0G21 Q2 Oaz3
az1 dzz dz3

1

-1 _i irAt — { t
AT = i (adj(4) = T (adj(4)


http://www.mathwords.com/i/invertible_matrix.htm
http://www.mathwords.com/s/singular_matrix.htm

Ejemplo:

1 -2 0

= (2 -1 —1)
1 0 1
-1 1

—1 —1
1 0 1

1Al =

=1-(-1)140:2:0+(=2)-(-1)"1=0-(=1)-1=1-(=1)-0—(=2)-2-1=5

ATt = —(adj(4)) =
_y+1|—1 0 _yi+2|—2 0 _i+3]|—2 1
1(1) 14l D | D 0_1\
2 _qy2+1] 2 1 —1)2+2 11 _1y2+3]1 | =
_5|( 1) -1 1 =D |O 1 =1 |0 —1| l
PN T TR B T 2/
DL CDIL, o) DR, G

[CEDED D=2 (D2 1/-1 2 2 =-1/5 2/5 2/5
=z -13-3  (=D* 1 (D=1 |= §<—3 1 1) = (—3/5 1/5 1/5
(-1)*-1 (-1)5-2 (-1)8-3 1 -2 3 1/5 -=2/5 3/5

Ejemplo 2:

_ o
O BN
o\ U1 W
N——

101
#=(2 1 of
3 56
1 2 3
Al =10 4 5|=
106

=14-64+1-2-540:0-3—-1-4-3-1-0-5-0-2"6 = 22

A7 = o adj(4t) =

)



1 G DI M I CE VIl A G DA [
il (_1)2+1|g é| (_1)2+2|é é| (_1)2+3|é g _

T 22
\(_1)3+1|2 (1)| (_1)3+2|; (1)| (_1)3+3|§ 2

= D35 (D*-3 (-1°>-5 5 3 -5

22 (-D*(=4) (-1D°(=2) (-1D°-4 -4 2 4

(24/22 —12/22 —2/22> <12/11 —6/11 —1/11>

L [ED%24 (=112 (=D*(=2) 1(24 ~12 —2)
T 22 T 22

5/22  3/22 —5/22 5/22 3/22 —5/22
—4/22  2/22 422 —2/11 1/11  2/11

22 Método: Método de Eliminacidon de Gauss-Jordan:

En algebra lineal, el método de eliminacion de Gauss—Jordan es una version del
método de eliminacién Gaussiana, que consiste en hacer ceros tanto por encima,
como por debajo del elemento pivote, yendo desde las primera hasta la ultima fila de
la matriz.

Se denomina asi por los cientificos Carl Friedrich Gauss y Wilhelm Jordan, ya que
fueron ellos quienes modificaron el método de eliminacién Gaussiana, tal y como se
describe en Jordan (1887).

Este método, aplicado a una matriz cuadrada, puede ser utilizado para el calculo de la
inversa de una matriz. Esto se hace aumentando la matriz cuadrada que gqueremos
invertir colocando una matriz Identidad con idénticas dimensiones a su derecha. Y

finalmente, realizando las operaciones pertinentes.

Por tanto, para utilizar el método de eliminacién de Gauss-Jordan operaremos sobre la

siguiente matriz
aix - Qin)1 - 0
(A|D) =< : N >
o - 1

An1  ** Qnn
dénde I el la matriz identidad. A partir de esta matriz aumentada aplicaremos el
método de eliminacion para obtener otra matriz de la forma

1 - 0|bix - bip
aB)={(: - i : N
bny b
bi1 b

0o - 1
La matriz B = ( : : ) resultante es la inversa de A.
bpi  bpn



http://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://en.wikipedia.org/wiki/Wilhelm_Jordan

2 -1 0

Ejemplo: Si tenemos la siguiente matriz cuadrada 4 = (—1 2 —1), entonces, la
0o -1 2

matriz ampliada por medio de la identidad sera

2 -1 0
(A|I)=<—1 2 -1

0o -1 2

1 0 0
01 0}
0 0 1

A continuacién, presentamos las operaciones elementales con filas llevadas a cabo
sobre la matriz (A|I).

Hb2+%maLFM3+§WaL%Wa&Hb2+ﬁbigmalﬁb1+HbL%WaL

2 -1 0|1 0 0 2 -1 0|1 0 0
(—1 2 —1{0 1 0>—><0 3/2 —1|1/2 1 0>—>
0 -1 210 0 1 0 -1 210 o0 1
2 -1 011 0 0 2 -1 0|1 0 0
_>(0 3/2 -1(1/2 1 0>.+ <0 3/2 —-1{1/2 1 0 )-e
0 o0 4/311/3 2/3 1 0 0 1l1/4 1/2 3/4
2 -1 0|1 0 0 2 -1 o 1 0 0
—>(0 3/2 0|3/4 3/2 3/4>—><() 1 o0f1/2 1 1/2)—>
0 o 1l1/4 1/2 3/4 0 0 1l1/4 1/2 3/4
2 0 0/3/2 1 1/2 1 0 0]3/4 1/2 1/4
- (0 1 0/1/2 1 1/2)-9 (0 1 o[1/2 1 1/2)
0 0 1l1/4 1/2 3/4 0 0 1l1/4 1/2 3/4
1 0 013/4 1/2 1/4
(1A = <o 1 of1/2 1 1/2)
0 0 111/4 1/2 3/4

Por tanto, inversa de A sera:
3/4 1/2 1/4
Al = <1/2 1 1/2)
1/4 1/2 3/4

Ahora vamos a utilizar el método del adjunto para calcular la inversa. Logicamente
obtendremos el mismo resultado que con el método de Gauss-Jordan.

2 -1 0
A=(-1 2 —1)
0 -1 2

2 -1 0
AT=(-1 2 —1)
0 -1 2



Notese que A = AT, lo que significa que A es una matriz simétrica.

N R R P
A—1:W (_1)2+1|:1 g (_1)2+2|(2) g| (_1)2+3|é :H | =

(_1)3+1|—21 _01| (_1)3+2|_21 _01| (_1)3+3|_21 —21|

31 l\

1(3 2 1) |L1L 2 ‘1*|

=22 4 2|=|2 1 =

R

4 2 4

EJERCICIOS:

1. Calcule la inversa de las siguientes matrices utilizando el método de Gauss-
Jordan.

1 10
a) A= <1 0 1)
0 10
1 -1 0
b) B = (0 1 0)
2 0 1

Solucién

a)

110
(A|I)=<1 0 1

01 0

1 0 0
01 0
0 0 1

Fila 2 —Fila 1, Fila 3 + Fila 2, Fila 2 —Fila 3, Fila 1 + Fila 2, (—1)Fila 2.

1 1 0/1 0 O 1 1 01 00
1 0 110 1 O0)—={0 -1 1|-1 1 O]~
0 1 00 0 1 0 1 00 0 1
1 1 01 00 1 1 01 0 O
- <O -1 1]-1 1 O> - (0 -1 0[O0 O —1> -
0O 0 11-1 1 1 0 0 11-1 1 1
1 0 01 0 -1 1 0 01 0 -1
- <O -1 000 0 -1]~- (0 1 000 0 1 >

0O 0 11-1 1 1 0 0 1l-1 1 1




b)

1 -1 0
(B|I) = (O 1 0
2 0 1

1 0 O
0 1 O>
0 0 1

Fila 3 —2Fila 1, Fila 3 - 2Fila 2, Fila 1 + Fila 2.

1 -1 0j1 0 O 1 -1 0
(0 1 0]0 1 O>—><0 1 0
2 0 110 0 1 0 2 1
1 -1 0]1 0 0 1 0 0
-0 1 0O 1 0)]—-10 1 O

0O o0 11-2 -2 1 0 0 1

1 1 0
B1=| o0 1 0)
-2 =21

2. Calcule lainversa de la matriz A utilizando el método del adjunto.

2 0 1
A=11 1 —4)
3 7 -3

1 0 O
0 1 0f~-
-2 0 1

1 1 0

0 1 0)-

-2 =21

Solucién
2 0 1
[Al=11 1 —-4|=54
3 7 -3

2 1 3
AT={o0 1 7
1 -4 -3

1(25 7 _1> (25/54 7/54 —1/54) (25/54 7/54 —1/54)

at==(-9 -9 9 —9/54 —9/54  9/54 ~1/6 -1/6 1/6

4 —-14 2 4/54 —14/54 2/54 2/27 —=7/27 1/27

3. Calcule los valores de m para los cuales la matriz A no es inversible.

1 1 m
A=|m 0 —1)
6 -1 O

Solucién
1 1 m
[Al=m 0 -—1|=
6 -1 0




=1-0-0+m-m-(-1)+1-(-1):6—m-0-6—-1-(-1)(-1)—1-m-0 =
=-m?-6-—-1=-m?-7
Si queremos que A no sea inversible su determinante tiene que ser igual a 0.
-m?—-7=0
m=+V-7¢R
De manera que A es inversible para cualquier valor real de m.

4. Calcule los valores de x para los que la matriz 4 no es inversible.

3 x x
A=11 -1 0)
3 -2 0

Solucién
3 x x
[Al=11 -1 0|=x-1-(-2)—x-(-1)'3=—-2x+3x=x
3 -2 0

Si queremos que A no sea inversible, entonces su determinante tiene que ser igual
ao.

x=0
Por tanto, para x = 0, la matriz A no es inversible. Es decir, para x # 0, si lo es.
Propiedades de la matriz inversa:

A-A1=A4"1-4=1
La inversa de una matriz, si existe, es Unica.
A H1=4
(A-B)"'=B71.471
(AT)—l — (A_l)T
— 1
A7 = Tl
e (A+B)t#A1+B!

EJERCICIOS:

1. Simplifique cada una de las siguientes expresiones:
a) (A-BHY1l-(4a-B™Y)
b) (A+ B)?—(A- B)?



Solucién

a)
(A-BYHY) 1 (A-BYH)=BH 141 A-B1=B-A1-4-B71
=B-1-B'=B-B1=]
b)
(A+B)2—(A—B)?=(A*+ AB + BA + B?) — (A? — AB — BA + B?)
=A2+AB+BA+B?—A?+ AB+BA—B?=2AB + 2BA

. Despeje el valor de la matriz X en cada una de las expresiones siguientes:
a) A-X=B

b) X-A=B

c) A-X1=8B

d A-X+B=B-X+A

el AB+X)=A"1

Solucién

a)
A X=B=2A1A-X)=A1B=>UA1ADX=4"1B=>IX=A"1B
>X=A4"1-B.
b)
X -A=B=>(X-AA'=B-A'=2XA-AY)=B-A'=2XI=B-A"
=>X=B-A1
c)

A X 1'=B=2A1 A-XH)=A1B=2(414)-X1=4"1-B=1Xx""
=A 1 B=2X1=41B=>XH1=UA"1B)1=X
=A1'B)1'=2B -4 H)1=B1-4.

d)

A-X+B=B-X+A=>A-X—-B-X=A-B=>(A-B)X=A-B

2(A-B)'A-B)X=A-B)'A-B)=>IX=1=>X=1.
e)

AB+X)=A"'"2AB+A-X=A"12A-X=A"1-A-B=24"1(4-X)
=AY A T-A4-B)=2A 1V AX=A"14"1-A4A-B=>1X
=AYHY2-IB=(4"1H2-B.

. Sean Ay B las siguientes matrices:

12 00
(o 2 0 o
A={0 2 1 0
02 0 1
100 3
[0 4 o 4
B=10 0 0 -1
112 8
Calcule:
a) |AB|
b) |(BA)Y|

c) |24-3B|



d) |ABA71B|

e) |[BB71|
Solucion
a)
2 00
Al =1(-D¥1|2 1 o|=2
2 0 1
1 0 0
|IB| = —1(-1)3**|0 4 0|=38
11 2
|AB| = |A|-|B|=2-8=16
b)
|(BA)| = |At - Bt| = |A*| - |B*| = |A|-|B| =2-8=16
c)
|24 -3B| = |24]| - |3B| = 2*|A| - 3*|B| = 16-2-81-8 = 20.736
d)
1
IABA‘lBI:|A|-|B|-|A‘1|-|B|:2-8-5-8:64
e)

BB~ = I =1
RANGO DE UNA MATRIZ:

Definicién: El rango de una matriz es el maximo numero de filas (o columnas)
linealmente independientes de la matriz. Recordad que se dice que una fila (o
columna) es linealmente independiente cuando no se puede expresar como
combinacion lineal de las demas. Esto quiere decir que podemos definir el rango de
una matriz como el tamafio (o el orden) del determinante mas grande de la matriz
distinto de cero.

Todas las matrices, independientemente de si son cuadradas o rectangulares, tienen
rango.

Supongamos, por ejemplo, que en tenemos una matriz cuadradan X n A, x, cuyo

determinante es diferente de 0. Entonces, diremos que la matriz A tiene rangon, y lo
denotaremos por r(4) = n.

Ejemplo:
1= )
|A|=|; i|=1-4—3-2=—2¢0

r(A) =2



En este caso, tenemos una matriz cuadrada de orden 2, cuyo determinante es distinto
de cero. Por tanto, el rango de esta matriz sera 2.

3 2 1
A=|1 2 -1
2 -1 2

Ejemplo 2:

3 2 1
Al=[1 2 —1|=12-1-4-4-4-3=-4%0
2 -1 2

r(4) =3
En este segundo ejemplo, tenemos una matriz 3x3, cuyo determinante es distinto de
cero. Por tanto, el rango de esta matriz sera 3.

Reglas para el cdlculo del rango de una matriz: En los dos ejemplos anteriores, el
calculo del rango ha sido muy sencillo y rdpido, pero no siempre sucede asi. Por ello, a
continuacion se presentan unas reglas muy bdsicas que nos ayudaran en posteriores
ejercicios.

e Elrango de AT es el mismo que el de A.
e Alahorade calcular el rango de una matriz podemos eliminar una fila o columna
de la misma si:
o todos sus elementos son 0O,
o hay dos filas o columnas iguales,
o unade ellas es proporcional a otra,
o ounade ellas se puede escribir como combinacidn lineal de las demas.
Si se diera cualquier punto de los citados anteriormente, entonces podriamos
eliminar la fila o columna correspondiente, y seguir calculando determinantes sin
tenerla en cuenta.

Ejemplo: Calcule el rango de la matriz A.

1 2 -1 3 -2
21 0 1 1
A=|2 4 -2 6 —4
0O 0 0 0 O
5 4 -1 5 0

En esta matriz, todos los elementos de la fila 4 son ceros, por lo que podemos eliminar
esta fila. Eso significa que esta matriz tendra un rango menor que 5, ya que, ahora, el
determinante mas grande que podemos calcular es de orden 4.

-1 -2

12 3 1 2 -1 3 =2
21 0 1 1

21 0 1 1
2 4 -2 6 —4]|o5
00 0 0 0 2 4 -2 6 —4
s 4 15 0 5 4 -1 5 0



Ademas, la fila 3 es el doble de la fila 1 y, por consiguiente, también podemos
eliminarla. Lo cual nos indica que el rango de la matriz serd menor que 4, ya que el
determinante mas grande que podemos calcular es de orden 3.

1 -2

% i'b i ) 1 2 -1 3 =2
5 4 -2 6 —al-l2z 1 0 1 1

Ademas, la fila 5 se puede expresar como combinacion lineal de las filas 1 y 2. De
modo que podemos eliminarla. Por tanto, la matriz A tendrd un rango menor que 3.

Fila 5 = 2Fila 2 + Fila 1
1 2 -1 3 =2
(1ot a)a( 2
5 4 -1 5 0
Finalmente, la columna 4 se puede expresar como combinacion lineal de las columnas
2y 3.
Col.4 =Col.2 —Col.3

GioiDGTT D

[1]=1+#0
De momento, sabemos que el rango de A es, al menos, 1.
1 2)_ 4 ,_
|2 =1-4=-3%0

Por tanto, el r(4) = 2.

Ejemplo 2:
2 1 3 2
3 2 5 1
A=|-1 1 0 -7
3 -2 1 17
0 1 1 —4

La columna 3 se puede escribir como combinacion lineal de las columnas 1y 2. Por
consiguiente, podemos eliminarla. Eso significa que la matriz A tendra un rango
menor que 4.

Col.3=Col. 1+ Col.2



2 1 3 2 2 1 2

3 2 5 1\ 3 2 1\

1 1 0 -7)5(-1 1 =7

3 -2 1 17/ 3 -2 17/

0 1 1 -4 0 1 -4
I2l=2%0

Al menos, el r(4) = 1.
2 1_, 4_
|3 2 =4-3=1+0

Al menos, el r(4) = 2.

2 1 2
3 2 1|=22(-7D+2-3-1+1-1-(-1)=2-2(-1)—-2-1-1—-1-3
-1 1 -7
(=7)=0
2 1 2
3 2 1]=0
3 -2 17
2 1 2
32 1|=0
01 —4
3 2 1
-1 1 -7|=0
3 -2 17
2 1 2
-1 1 -7|=0
3 -2 17
-1 1 -7
3 -2 17|=0
0 1 -4

Si continuaramos calculando todos los determinantes de orden 3, veriamos que todos
ellos tienen un valor igual a 0. Por lo tanto, r(4) = 2.

EJERCICIOS:

1. Calcule el rango de las siguientes matrices:

2 -1.0 7
a)A=<1 0 1 3)

3 2 7 7
1 - 2 -
_[3 —-12 6 -3
b) B = 2 -1 0 1
o 1 3 -1



2 3 1 6
o c=(-1 -2 0 -3
3 5 1 9
3 2 4 1
1 1 0 2
d p=|1 -1 1 3
102 4 2
0 1 -1 3
110 3 -1
12 0 3 0\
11303 1
e E=(7 42 0 3 2
1 50 3 3/
1 6 0 3 4
Solucién
a)
2 -1 0 7
A=<1 0 1 3
3 2 7 7
12l =2 %0
2 -1 _
|1 0|‘1¢0
2 -1 0
1 0 1/=20-740-1-24(=1)-1-3-0-0-3-2-1-2—(=1)-1-7
3 2 7
=0
2 -1 7
1 0 3/=20:747-1-24(=1)"3-3-7-0-3-2:3-2—(=1)-1-7
3 2 7
=0
2 0 7
11 3=21747-1-740-3-3—-7-1-3—-2-3-7-0-1-7=0
3 7 7
~1 0 7
0 1 3/=-1:1-747:0:740:3:2-71:2—(=1)-3:7—0-0-7=0
2 7 7
r(A) =2
b)
1 —4 2 -1
(3 —12 6 -3
B={2 4 0 1
0 1 3 -1



La fila 2 es tres veces la fila 1, y por tanto, podemos eliminarla. Ademas, eso
significa que |B| = 0. De modo que el rango de B sera menor de 4.

1 -4 2 -1
1 -4 2 -1
3 -12 6 -3 _9<2 10 1)
2 -1 0 1
0 1 3 _1 0 1 3 -1
[1]=1+#0
1 —4|_
E _|_5¢0
1 -4 2
2 -1 0|=1-(-1)-34+2-2-1+(—4):0:0-2-(-1):0—-1-0-1—-(—%)
0O 1 3
+2:3=25#0
r(B) =3
c)

2 3 1 6
C= (—1 -2 0 —3>
3 5 1 9

La columna 4 es el triple de la columna 1y, por ello, podemos eliminarla.

Col.4 =3Col. 1

2 3 1 6 2 3 1
<—1 -2 0 -3|—-{-1 -2 0)
3 5 1 9 3 5 1

Ademas, la fila 3 puede expresarse como combinacion lineal de las filas 1y 2 y, por
lo tanto, podemos descartarla. Por tanto, rango de esta matriz serd como maximo
2.

Fila 3 = Fila 1 — Fila 2

2 3 1
(12 o) (2 3 )
3 5 1
21=2%#0
2 3| gaa__
|5, S=-4+3=-120
r(C) =2

Ademads, Por consiguiente, el rango de la matriz C es 2.



d)

3
1
1

e)

2 4
1 0
-1 1

TR
el

3 2
1 1
1 -1
-1 2
0 1
3] =3+#0

4
0 2
1
4

-1 3

2 %=3-2=1%0

/

=3-1-144-1-(-1)+2:0:1—4-1-1-3-0-(-1)—2-1-1

O UIdWN R

(el Ne NN Nan)

-7%0

2 4 1
1 0 2|_
-1 1 3|

-1 2 4 2
r(D) =4

vy
Il
—
=
O U WN R

[N NoNoNa]

W wwwww
=

Col.5=—-2:-Col.1+ Col.2

)

)

W wwwww

1
2
3
4

1

1
1

1

1
(1
el

1 3

2 3 0
3 3 1
4 3 2
5 3 3
6 3 4
[1/=1+#0

o)

[ U U W\

H y=2—1=1¢0

O Ul WIN -

-1

B WN kRO
mRER R

En esta matriz, todos los elementos de la tercera columna son ceros, y ademas, la
cuarta es tres veces la primera, por tanto, podemos eliminar ambas columnas para el
calculo del rango. Eso significa que el rango de la matriz E serd menor de 4.

Finalmente, la columna 5 puede expresarse como combinacion lineal de las columnas
1y 2, y por tanto, también podemos eliminarla. Como consecuencia, el rango de E
sera menor de 3.

——

U WN =



r(E) =2

2. Determine el rango de la matriz que se presenta a continuacion segun los

distintos valores de c.
1 -1 -2
A= (0 3 2 )
c 6 4

Solucién
[1]=1+#0
1 -1 _
|0 3|‘3¢0
1 -1 -2
Al =10 3 21=12—-2c+6¢c—12=4c=0=>c=0
c 6 4

Sic=0= |4 =0yelr(4) = 2.

Sic+0=|A| #0yelr(4) = 3.

1.6 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Un sistema de m ecuaciones lineales, con n incégnitas x4, x5, ..., X, €s un conjunto de
m ecuaciones de la forma

ai1X1 + A12X2 + -+ alnxn = b1
a21x1 + azzxz + -+ aann = bz

)

Am1X1 + QpaXo + -+ QnXn = by

donde los numeros a;j son los coeficientes del sistema. Diremos que (x7, x3, ..., X) €s
una solucidn del sistema si las m ecuaciones verifican x; = xj, X, = X3, ..., X, = X.

Para poder trabajar con sistemas de ecuaciones lineales de gran tamafio los podemos
escribir en forma matricial.

a1 Q2 .. Qip X1 by
arq ayy = arn X2 . bz
Am1  Am2 * Amn Xn bm

Esto es, Ax = b.

CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES SEGUN EL N2 DE
SOLUCIONES QUE TENGAN:

Los sistemas de ecuaciones lineales pueden tener
e una Unica solucion: en este caso el sistema es COMPATLIBLE DETERMINADO,




e infinitas soluciones: en este caso diremos que el sistema es COMPATIBLE
INDETERMINADO, o
e ninguna solucién: en este caso el sistema es INCOMPATIBLE.

Ejemplos:
a)
{le+xZ:5
4x1+2x2=7
2+ =5 7 — 4x, 7 4x, 7
_7—4x1=>2x1+—=5=>2x1+———=5=>2x1—2x1=5——
X, = ———— 2 2 2 2
2
0¢3
ﬁ —_—
2

Este sistema no tiene solucién, por lo que es INCOMPATIBLE.

b)
x1+x2=5
{ 4x2=8
x1+x2=5 x. =3
8 :x1+2=5:x1=5—2=3=>{1:
{xzzzzz x2—2

Este sistema tiene una Unica solucién (3; 2). Por tanto, el sistema es COMPATIBLE
DETERMINADO.

c)

{x1+x2=4

2x1+2x2:8
x1+g2:24 8—2x, 8 2x, ~ ~

— 22X +t——— =43 +-———=4>x,—x=4—-4=>0=0

x2=T 2 2 2

{X1=4‘_xZ

X2

El sistema anterior tiene infinitas soluciones, ya que todos los vectores de la forma (x;;
4 - x4) lo resuelven. Por consiguiente, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO.

Teorema de Rouché-Frobenius. El Teorema de Rouché-Frobenius nos proporciona un
criterio para decidir si el sistema es compatible o incompatible. Y, en caso de ser
compatible, cuantos pardmetros necesitamos para describir la solucién del mismo, es
decir, nos permite saber si es compatible determinado o indeterminado. Por ejemplo,
considere el siguiente sistema de ecuaciones lineales



{x1+x2=2
2x1+2x2=4

En el sistema anterior se aprecia facilmente que la segunda fila es el doble de la
primera, y por consiguiente, es redundante. Por ello, el conjunto de soluciones de este
sistema sera el conjunto de vectores bidimensionales (x;; x,) que satisfaga la
condicién x;; 2 — x4. Para cada valor de x; habra un valor para x, que satisfaga las
ecuaciones del sistema. Este conjunto, {(x;;2 — x;): x; € R} se puede expresar por
medio de un solo parametro. Diremos, por tanto, que hay un grado de libertad.

El Teorema de Rouché-Frobenius nos dice exactamente cuantos parametros (grados
de libertad) necesitamos para calcular la solucion de cualquier sistema lineal.

En general:
e Sielr(A) # r(A|b) = El sistema es INCOMPATIBLE.

e Sielr(A) =r(A|lb) = n = El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO.
e Sielr(4) =r(Alb) =r <n = El sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO con
n — r grados de libertad.

Ejemplo: Estudie el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

—x1+ sz — X3 = 1.

{le—x2+3x3:2
x1+4x2+3x3=7

Solucion
2 -1 3
A=(-1 2 —1)
1 4 3
I2l=2%0
2 =1_, 4 _
|5, Sl=4-1=3%0
2 -1 3
-1 2 -1/=2-2-34+3-(-1)-4+(C-1)-(-1)-1-3:-2-1-2-(-1)-4—-(-1)
1 4 3

(-=1)-3=0
r(4) =2
A continuacién calculamos el rango de la matriz ampliada.

2 -1 3| 2
(Aw)::(—1 2 -1 1)
1 4 317

12| =2+#0



|2 -1
-1

2|=4—1=3¢0

Se puede observar que en la matriz (A|b), la columna 4 se puede expresar como
combinacion lineal de las columnas 2 y 3. Por lo tanto, podemos eliminar la columna 4,
y, por consiguiente, el r(A|b) = 2.

Col.4 =Col.2+ Col.3

r(A) = r(A|b) = 2 < 3 >COMPATIBLE INDETERMINADO con 3 — 2 = 1 grados de
libertad. Esto significa que este sistema tiene infinitas soluciones.

Ejemplo 2: Estudie el siguiente sistema de ecuaciones:

2x1—x2+2x3=6

{ x1+2x2—x3:2
—x1+3x2—2x3 =-1

Solucidn
1 2 -1
A=<2 -1 2)
-1 3 =2
[1]=1+#0
1 2\_ + 4_
, 5|=-1-4=-5=0
1 2 -1
2 -1 2|(=1-(-)-(-2)+(-1D-2-34+2-2-(-D)-(C—-1D-(-1)-(-1)—1-2
-1 3 =2
+3—2:2-(-2)=-5+#0
r(4) =3
1 2 —-1]2
(A|b)=<2 -1 2 6)
-1 3 =-21-1
1 2 -1
2 -1 2|=-5#0
-1 3 =2
r(A|b) =3

r(A) = r(A|b) = 3 = COMPATIBLE DETRMINADO. Por tanto, este sistema tiene una
Unica solucion.

Ejercicio: Estudie el siguiente sistema de ecuaciones lineales utilizando el Teorema
de Rouché-Frobenius teniendo en cuenta los posibles valores de c.



x1+Cx2+x3=C

{cx1+x2+x3=1
X1+ x5 +¢cx3 =2c

Solucién

xl+ch+x3:C
X, +x, +cx3 =2¢

c 1 1
A=<1 c 1>
1 1 ¢

{cx1+x2+x3=1

c 1 1
1 ¢ 1l=c2+1+1—-c—-c—c=c3>—-3c+2
1 1 ¢

c3—=3c+2=0

Como hemos obtenido una ecuacion de tercer grado tenemos que utilizar Ruffini para
calcular sus raices. Siempre que obtengamos una ecuaciéon de grado mayor que 2
tendremos que utilizar este procedimiento.

1 0 -3 2
2 -2 4 =2
1 -2 1 0

c2—3c+2=(c+2)(c*—-2c+1)
c2—2c+1=0

2+vV4—-4-1-1

Cc = =

2

c3=3c+2=(c+2)(c—-1)(c—-1)
De modo que sic # —2yc # 1 entonces el determinante de A es diferente de 0
y 17(A) =3 =r(A|b) = 3 = niimero de variables (x;). El sistema es, por tanto,

COMPATIBLE DETERMINADO, y tiene una unica solucion.

A continuacién, vamos a ver qué pasa cuando ¢ = —2.

-2 1 1
A=({1 -2 1
1 1 -2

|-2]=-=2+#0



-2 1)_, 4_
|0 l=4-1=3%0
Sabemos que cuando ¢ = —2, entonces el |A| = 0, asi que no necesitamos calcular
este determinante otra vez.
r(4) =2
-2 1 1)1
Ap)y=11 -2 1|-2
1 1 -21-4
|-2|=—-2+0

rf jﬂ=4—1=3¢0

-2 1 1
1 -2 —2|=-16+1-2+2-44+4=-15%0
1 1 —4

r(A|b) =3

Por consiguiente, cuando ¢ =-2, r(A) =2+ 1r(A|lb) =3. Y el sistema es
INCOMPATIBLE, lo que significa que no tiene solucién.

Finalmente, tenemos que estudiar qué pasa cuando ¢ = 1.

1 1 1
A=[1 1:Q
1 1 1
I1l=1%0
1 1] _
|1 1_O

Todos los menores de orden 2 que podemos encontrar dentro de A son iguales a 0, asi

queelr(4) =1.
1 1 1]1
(A|b)=<1 1 11>
2

11 1
H y=2—1=1¢0

[1]=1+#0

=2+1+1-1-1-2=0

r(A|b) =2



Cuandoc =1,7r(A) =1 # r(A|b) = 2,y el sistema es INCOMPATIBLE, por lo que no
tiene solucion.

SOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES:

1°" Método: Reduccidn por filas o eliminacidon de Gauss.

En el método de eliminacion por Gauss lo primero que tenemos que hacer es plantear
el sistema en forma matricial, y utilizar la matrizaumentada(4|b).

A partir de ahi, modificaremos esta matriz realizando operaciones con filas. El conjunto
de soluciones de un sistema se mantiene inalterado al utilizar las operaciones con filas

que se presentan a continuacion:

e Intercambiar dos filas.
e Multiplicar una fila por una constante.
e ARadir o sustraer a una fila el multiplo de otra.

Una vez que hemos llevado a cabo estas operaciones, la matriz aumentada que
obtenemos nos proporciona un sistema de ecuaciones lineales equivalente al inicial.

Ejemplo: Resuelva el siguiente sistema mediante el método de eliminacién de Gauss.

2x1+4x2+x3:5
2x1+3x2+x3:6

6
5)
6

1
Fila 2 — 2Fila 1,§Fila 2,Fila 3 — 2Fila 1, Fila 3 — Fila 2,—2Fila 3.

{ x1+x2+x3=6

Solucién
1 1 1
Ab)=12 4 1

2 3 1

1 6

1 1 1| 6 11 1| 6 11 5y 7
(z 4 1 5>—><0 2 -1 =7)]—>10 1 -5l —3]™
2 3 11 6 2 3 11 6 2 3 ¢
11 1 6 11 1 6 11 1 6
—>(0 1 —1/2 —7/2>—> 0 1 -—-1/2( =7/2 —><0 1 -1/2 —7/2)
01 -1 —6 0 0 —-1/21 -5/2 00 1 5

La matriz aumentada que hemos obtenido finalmente representa el siguiente sistema



1 7
Xy §X3 = —E
x3 =

Por ultimo, despejamos el valor de todas las variables del sistema para obtener su
solucién.

X3:5
7 1 7 5
x2=—§+53€3=—§+§=—1
X1=6_XZ_X3=6_(_1)_5=2

La solucidén de este sistema sera, por tanto

2

Este sistema tiene una Unica solucién y, por tanto, es COMPATIBLE DETERMINADO.

Ejemplo 2:

le +2x2 + SX3 =2

{ X1 +2x,+x3=1
3x1+4x2+x3=3

1 2 1] 1

(Alb) =12 2 5| 2

3 4 11 3
1 1

Fila2—2Fila1,Fila3—3Fila1,Fila3—Fila2,—§Fila3,—EFila2.
1 2 1] 1 1 2 17 1 1 2 1 1
2 2 5 2)—|0 -2 3 0)—(0 -2 3| 0])—

3 4 11 3 3 4 11 3 0 -2 =210

U

1 2 1 1 2 17 1 1 2 1 1
—10 -2 3 0J]—{0 -2 31 0J—|0 1 =3/2] O
0 0 =510 0 0 11 0 0 0 1 0

3
x2 - Ex:g —_ 0
.X3 = 0
Despejando obtenemos
.X3 = 0
3
xz == _EX3 = O

x1=1—2x2—x3=1—2'0—0=1



La solucidén de este sistema serd, por tanto

2

Este sistema tiene una Unica solucién y, por tanto, es COMPATIBLE DETERMINADO.
Ejemplo 3:

x1+7x2+5x3=4-
le + 10x2 + 15x3 =9

6
4)
9

En primer lugar, vamos a intercambiar las filas 1 y 2, para poder obtener un 1 en la

primera posicién de la primera fila. Y, a continuacion, realizaremos las siguientes
operaciones con filas.

{ 3x1—3x, +5x3=6

3 -3 5
(A|b)=<1 7 5

5 10 15

1 12
Fila 2 — 3Fila 1, Fila 3 — 5Fila 1,—ﬁFila 2,Fila 3 + 25Fila 2,— Fila 3.

5
3 =3 5] 6 1 7 5| 4 1 7 5 4
<1 7 5 4>—><3 -3 5 6>—><0 —-24 -10 —6)—>
5 10 151 9 5 10 151 9 5 10 15 9
1 7 5 4 1 7 5 4
—>(0 -24 -10 —6>—><0 1 5/12 1/4)—)
0 —-25 -101 -11 0 -25 -101 -11
1 7 5 4 1 7 5 4
—>(0 1 5/12| 1/4 >—><0 1 5/12| 1/4 )
0 0 5/12 -19/4 0 0 1 -57/5
(X1 +7x; +5x3 =4
N 5 1
2T 12Ty
_ —57
k X3 = 5
Despejando obtenemos
—-57
X3 = =
1 5 1 5 ( 57 _&
TR TR T 12 5);7
xl=4—7x2—5x3=4—7-5—5-(—?>=26

La solucidén de este sistema serd, por tanto



26

5
-57

5

Este sistema tiene una Unica solucién y, por tanto, es COMPATIBLE DETERMINADO.

Ejemplo 4:

4-x1 +2x2 +x3 =12
9x1 +3x2 +x3 =23

1 1 1] 5
(Alb) = (4 2 1 12)
23

9 3 1
1
Fila 2 — 4Fila 1, Fila 3 — 9Fila 1, Fila 3 — 3Fila 2, — EFila 3.

{ x1+x2+x3=5

1 1 1] 5 1 1 1| 5 1 1 1 5
<4 2 1 12>—>(0 -2 -3 —8)—><O -2 -3 —8)—>
9 3 1l 23 9 3 11 23 0 -6 -8l -—22
1 1 1| 5 11 1] 5
—><0 —2 -3 —8>—><0 1 3/2 4)
o 0o 1l 2 00 11 2

x1+x2+x3=5

xz +EX3:4

X3 =2
Despejando obtenemos
X3 =2
3 3
X2—4—EX3—4—§'2—1
X =5—x,—x3=5—-1-2=2

La solucién de este sistema serd, por tanto

d

Este sistema tiene una Unica solucién y, por tanto, es COMPATIBLE DETERMINADO.

Ejemplo 5:

le +2x2 =2

{xl+2x2+X3:1
3xl+4‘x2+X3:3



1 2 1
(A|b)=<2 2 0

3 4 1

1
2)
3

1
Fila 2 — 2Fila 1, Fila 3 — 3Fila 1,Fila 3 — Fila 2,— =Fila 2.

2
1 2 1] 1 1 2 1 1 1 2 1
2 2 0 2)—({0 -2 -2 0)/—({0 -2 -2
3 4 11 3 3 4 1 3 0 -2 -2

1 2 1 1 1 2 1] 1
—10 -2 -2 0)—(0 1 11 O
0

0o 0 ofl© O 0 0 O

1
0] —
0

X1+ 2x, +x3=1
{ X, +x3=0
Despejando obtenemos
Xy = —X3
X1=1—-2x,—x3=1—-2(—x3) —x3 =1+ x5

La solucién de este sistema serd, por tanto

1+ X3
X3
Por tanto, la solucidn del sistema anterior vendra dada en funcidn de la variable x5,

gue hemos dejado libre. Es por ello que este sistema tiene infinitas soluciones y es
COMPATIBLE INDETERMINADO con 3 — 2 = 1 grado de libertad.

Ejemplo 6:

xl—xz—x3:1

{3x1+x2+x3=3
x1+2x2+2x3:1

3 1 1
(A|b)=<1 1 -1

1 2 2

3
1
1

En primer lugar, vamos a intercambiar las filas 1 y 2, para poder obtener un 1 en la

primera posicion de la primera fila. Y, a continuacidn, realizaremos las siguientes
operaciones con filas.

Fila 2 — 3Fila 1,Fila 3 — Fila 1,%Fila 2,Fila 3 — 3Fila 2.

3 1 1 3 1 -1 -1 1 1 -1 -1
(1 -1 -1 1) — |3 1 1 3) — <O 4 4
1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 2

1
0] —
1



1 -1 -1
— |10 4 4

0 3 3

1 1 -1 -1
0OJ]—10 1 1
0 0 3 3
{xl_xZ_x3:1
x2+X3=0

1 1 -1 -1
0) — (0 1 1
0 0 0 0

Despejando obtenemos
xz = _X3
xp=1+x,+x3=1+(=x3)+x3=1

La solucidn de este sistema sera, por tanto

1
X3
Por tanto, la solucién del sistema anterior vendra dada en funcién de la variable x3,

que hemos dejado libre. Es por ello que este sistema tiene infinitas soluciones y es
COMPATIBLE INDETERMINADO con 3 — 2 = 1 grado de libertad.

Ejemplo 7:
xl—x2+2x3—x4: -1
le + x, — 2x3 - 2x4 = -2
—x1+2x2 —4x3+x4 =1
3x1 - 3x4 = -3

1 -1 2 -1 -1

2 1 -2 =2 -2
(A]b) = -1 2 -4 1 1
3 0 o -3 -3

1
Fila 2 — 2Fila 1,Fila 3 + Fila 1,Fila 4 — 3Fila 1,Fila 4 — Fila 2,§Fila 2,Fila 3 — Fila 2.

1 2 -1 -1 1 -1 2 -1 -1 1 -1 2 -1 -1
1 -2 =2| —2 0 3 -6 0 0 0 3 -6 0 0
2 -4 1 1] 7\=1 2 -4 1 1]7\lo 1 =2 ol o™
0 o0 -3 -3 3 0 0 -3 -3 3 0 o0 -3 -3
1 -1 2 -1 -1 1 -1 2 -1 -1
0 3 -6 0 0 0 3 -6 0 0
1o 1 =2 ol o)/ 7\lo 1 =2 ol o]
0 3 -6 o0l o o o o ol o
1 -1 2 -1 -1 1 -1 2 -1 -1
0 1 -2 0 0 0 1 -2 0 0
1o 1 =2 o]l o)/7lo o o ol o
o o o ol o o o o ol o



{xl_x2+2x3_X4=_1
XZ_ZX3=O

Despejando obtenemos
Xy = 2x3
xl =—1+x2—ZX3+x4=—1+2x3—2x3+x4=X4—1

La solucidn de este sistema sera, por tanto
X4 — 1
2x3
X3
X4

Esto significa que la solucion del sistema anterior vendra dada en funcion de las
variables x5 y x4, que son las variables que, en este caso, hemos dejado libres. Es por
ello que este sistema tiene infinitas soluciones y es COMPATIBLE INDETERMINADO
con 4 — 2 = 2 grados de libertad.

Ejemplo 8:
X1— X2 +x3+2x5=3
xz—x3=4-
X1 +tXp+Xx3+x4+%x5=6
X1 +2x5 =7
1 -1 1 0 21 3
(0 1 -1 0 o 4
@ =11 1 1 1 1| 6
1 0 0o o0 21 7

1
Fila 3 — Fila 1,Fila 4 — Fila 1, Fila 4 — Fila 3, Fila 4 — Fila 2,Fila 3 — 2Fila Z,EFila 3.

1 -1 1 0 27 3 1 -1 1 0 2 3
0 1 -1 0 o 4 0 1 -1 0 o 4
1 1 1 11 6]7lo 2 o 1 =1 3]
1 0 o0 o0 20 7 1. 0 o0 o0 21 7
1 -1 1 0 27 3 1 -1 1 0 2 3
0 1 -1 0 o] 4 0 1 -1 o0 o 4
—lo 2 o 1 =11 3/7\lo 2 o 1 -1| 3|
0 1 -1 0 ol 4 0o o o0 o0l o
1 -1 1 0 3 1 -1 1 0 2 3
0 1 -1 0 o 4 0 1 -1 0 0 4
—lo o 2 1 -1 -5)7\lo o 1 172 -1/2| -5,2
0o 0o o0 o0 ol o 0 0 0 0 0 0
(X1 — Xy + X3 +2x5 =3
xz_X3:4'
) 1 1 5

k96'3 +§X4—§X5 = _E



Despejando obtenemos

5 1 1
X3:—E—EX4+E.X'5
44 4 1 1 3 1 +1
I A R R R R R R
3 1 1 5 1 1
x1—3+x2—x3—2x5—3+2—§x4+2 (—E—Ex4+zx5>—2x5=

3 1 1 5 1 1

=3+-—z-xptosxs st ox,— X5 — 2x5 =7 — 2X5

2 27 27 2 27 2

La solucidén de este sistema sera, por tanto

7 — sz
[3 1
———X4 + x5

[ 2 2747275 |
5 1 1|

\_E_§x4+ X5

Esto significa que la solucidon del sistema anterior vendra dada en funcién de las
variables x, y x5, que son las variables que, en este caso, hemos dejado libres. Es por
ello que este sistema tiene infinitas soluciones y es COMPATIBLE INDETERMINADO

con 4 — 2 = 2 grados de libertad.

Ejemplo 9:

2x1+2x, =2

{x1+2x2+x3=1
3x1+4x2+x3=2

12 1] 1
(A|b)=(2 2 0 2)
3 4 1l 2

1
Fila 2 — 2Fila 1, Fila 3 — 3Fila 1, Fila 3 — Fila 2,— EFila 2.

1 2 1] 1 1 2 1 1 1 2 1
(2 2 0 2)—>(0 -2 =2 O>—><O -2 =2
3 4 11 2 3 4 1 2 0 -2 -2

1 2 1 1 1 2 1

—><O -2 =2 O>—><O 1 1

-1 0 0 O

1

0)

0 0 0 -1
{x1+2x2+x3:1

1
0 —
-1

x2+x3:0
0+-1



Este sistema no tiene solucidn, ya que no hay valores de x4, x5 y X3 que satisfagan la
Ultima ecuacion. Por lo tanto, el sistema es INCOMPATIBLE.

Ejemplo 10:

X1 +ZX3 =-2

{x1+2x2+4x3=7
le+3x2+7x3:9

1 2 4 7
(Alb)=11 0 2| -2
2 3 7 9
. . . . . 1 _. 1 _.
FllaZ—Fllal,Flla3—2Flla1,Flla3—EFLlaZ,—EFLlaZ.
1 2 4 7 1 2 4 7 1 2 4 7
1 0 2 -2)—(0 -2 -2 -9)|—|(0 -2 -2 -9]|—
2 3 7 9 2 3 7 9 0o -1 -11 -5
1 2 4 7 1 2 4 7
—{0 -2 -2 -9 |—>lo0o 1 1| 9/2
0 O 0 -1/2 0 0 ol -—-1/2

x2+x3 =9/2

{xl + 2x2 + 4X3 == 7
0% —1/2

Este sistema no tiene solucidn, ya que no hay valores de x4, x5 y X3 que satisfagan la
ultima ecuacién. Por consiguiente, el sistema es INCOMPATIBLE.

Ejercicio: ¢Para qué valor de c es el siguiente sistema de ecuaciones lineales
compatible? Encuentre todas las soluciones del sistema para ese valor de c.

2x1+x2+2x3:5
4xq +3x, +4x3 =

2
5)
c

Fila 2 — 2Fila 1, Fila 3 — 4Fila 1, —Fila 2, Fila 3 + Fila 2.

{ x1+x2+x3=2

Solucién
1 1 1

(Alb)=(2 1 2
4 3 4

1 1 1| 2 1 1 1] 2 1 1 1 2
<2 1 2 5>—><O -1 0 1>—><0 -1 0 1 >—>
4 3 41 ¢ 4 3 4l ¢ 0 -1 0l ¢c-8
1 1 1 2 1 1 1 2
—>(0 1 0 —1)—><0 1 0 —1>
0 -1 Ol ¢c-8 0 0 0l ¢c—9




Si gqueremos que el sistema sea compatible, ¢ — 9 tiene que ser igual a 0.

c—9=0=c=9
Sic = 9 el sistema es

X1 +x, +x3 =2

{ x, =—1
Despejando, obtenemos

X3
x, =—1
X1 =2—%x,—x3=2+1—x3=3—x3

Otra forma: A continuacion lo vamos a resolver utilizando el Teorema de Rouché-

Frobenius.
[1]=1+#0

|§ 1|=1—2=—1¢0

1 1 1
2 1 2/=44+846—-—4—-6—-8=0
4 3 4
r(4) =2
1 1 2
2 1 5/=c+20+12—-8—-15—-2c=—-c+9
4 3 ¢

Para que sea compatible los rangos tienen que ser iguales. Luego
7{A|b) tiene que ser igual a 2, y eso quiere decir que el |A|b| tiene que ser igual a 0.
Por tanto, —c + 9 tiene que serigual a 0.

—c+9=0>c=9

De modo que cuando ¢ = 9 el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO con 1 grado
de libertad.

Ahora sélo queda resolver el sistema por Gauss.

1 1 1
(4lb) = (2 1 2
4 3 4

2
5
9
Fila 2 — 2Fila 1, Fila 3 — 4Fila 1, —Fila 2, Fila 3 + Fila 2.

1 1 1] 2 1 1 1] 2 1 1 1] 2 1 1 1
2 1 2 5]»|10 -1 of 1/—-»(0 -1 O] 1|—-{0 1 O
9 4 3 41 9 0 -1 o0l 1 0 0 O

4 3 4




X1 +x; +x3 =2
{ X, =—1
Despejando, obtenemos

X3
x, =—1
X1 =2—%x,—x3=2+1—x3=3—x3

3 - X3
Por lo que la solucion del sistemaes| —1 |.
X3

Ejercicio: Resuelva los siguientes sistema de ecuaciones por el método de
eliminacion de Gauss.

xl—x2+5x3 =80
a) 3x1 +2Xx; — X3 = 25
5xq + 9x3 = 185
—X1 +2x, + 5x3 =3
le +3xy —Xx3 = 17
b) X1+ 5x; + 4x3 = 10
Xo — X3 = 5

Solucién

a)

3x1 + 2x2 —x3 = 25
le + 9X3 = 185

80
s )
185

Fila 2 — 3Fila 1, Fila 3 — 5Fila 1, Fila 3 — Fila 2,§Fila 2.

1 -1 5180 1 -1 5 80 1 -1 5
(3 2 —=1(25 ) - <O 5 -16 —215) - (0 5 -16
5 0 9 1185 5

{Xl—x2+5x:3=80

1 -1 5
(A|b)=<3 2 -1

5 0 9

80
—215) -

0 9 1185 0 5 -161-215
1 -1 5 80 1 -1 5 80
-{0 5 -16(-215)-|0 1 -16/5|—43
0 O 0 0 0 0 0 0

A continuacion, escribimos el sistema resultante y calculamos su solucion. Como
hemos obtenido una fila de ceros, eso significa que tendremos que dejar una

variable libre para escribir la solucién. O lo que es lo mismo, el sistema serd
COMPATIBLE INDETERMINADO, con un grado de libertad.



xl—x2+SX3=80

16
xZ - ?DC3 == _4‘3

Dejamos libre x3. Y despejamos el valor de las demas variables en funcion de ésta.

16 16
xZ_?Xé = _4‘3$x2 =—43+?X3
16 9
xl—x2+SX3:80:>X1:80+XZ—5.X3:80_43+?JC3—5.X'3:37_Ex3

/37 i
——Xx
5 3
= a3
— —x
5 3

X3
—x1+2x2+5x3=3

le + 3x2 —X3 == 17
X1 + 5x2 +4X3 - 10

N~

b)

xZ—x3=5
-1 2 53
2 —1]17
(Ab) = g 4 |10
0 1 -1l5

En primer lugar, vamos a intercambiar las filas 1 y 3 para tener un 1 en la primera
posicién de la primera fila de la matriz. Y después, continuaremos simplificando la
matriz mediante operaciones con filas.

-1 2 573 1 5 410
2 3 -1(17)\_( 2 3 -—-1]|17
1 5 4110 -1 2 513
0 1 -115 0 1 -1!5

Fila 2 — 2Fila 1, Fila3 + Filal, Fila3 + Fila 2, —%FilaZ , Fila4 — Fila 2,

— L Fila 4.
16

1 5 410 1 5 410 1 5 410
2 3 —1|17 0 -7 —9|-3 0 -7 —9|-3
1 2 513)]7l=1 2 s5{3)7\o 7 9l|13]|”
0 1 —1ls 0 1 -1l5 0 1 -1ls5

1 5 4110 15 4 ]10

0 —7 —9|=3 0 1 9/7|3/7

“lo o olwo)/7Vo o o |10
0 1 -1ls 01 -115



15 4 10 1 5 4|10

0 1 9/7 [3/7 0 1 9/7(3/7
_)

0 0 0 10 0 0 0 ]10

0 0 -—-16/7132/7 0 0 11=-2

A continuacion, escribimos el sistema equivalente.

x1 + 5x2 +4'X3 =10
9 3

Xp +=X3 =3
2T g7y

0=10
k X3 =—2
En la 32 fila encontramos una contradiccién ya que 0 # 10, y, por tanto, el sistema es
INCOMPATIBLE, lo que significa que no tiene solucion.

22 Método: Regla de Cramer.

La Regla de Cramer es el procedimiento que nos permite resolver sistemas de
ecuaciones lineales, en el que el valor de cada variable se calcula como el cociente
entre dos determinantes.

El primer paso consiste en escribir el sistema en forma matricial Ax = b donde la
matriz A es INVERSIBLE, es decir, su determinante tiene que ser distinto de 0. Si la
matriz A no es inversible no podemos utilizar este método.

Si se cumple lo anterior, la Regla de Cramer dice:

donde A; es la matriz que obtenemos después de reemplazar la columna i-ésima de A
por la matriz columna (vector) b.

De modo que, como se puede observar, para cada variable, el denominador es el
determinante de la matriz de coeficientes (A), mientras que el numerador es el
determinante de una matriz en la cual una de las columnas ha sido reemplazada por la
matriz columna de términos constantes (b).

Ejemplo: Resuelva el siguiente sistema utilizando la Regla de Cramer:

3x1 + 5x2 + 6X3 =17
le +4'x2 + BX3 =8

1 3 -2[5
(A|b) = (3 5 6 7)
2 4 318

{x1+3x2—2x3=5

Solucién



http://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_inverse#Properties_of_invertible_matrices

1 3 —2
A|=[3 5 6|=15-24+36+20-24—27=—-4%0
2 4 3
5 3 —2
75 6
g 4 31 _
177 3 =217
3 5 6
2 4 3
5:5-3+(—2)-7-4+3-6-8—(-2)-5-8—5-6-4—3-7-3 60 _ s
_ — ===
1 5 =2
3 7 6
12 8 31 _
*2=11 3 —21°
3 5 6
2 4 3
_1-7-3+(—2)-3-8+5-6-2—(—2)-7-2—1-6-8—5-3-3_—32_8
_ — - ==
1 3 5
3 5 7
2 4 8l _
¥3=171 3 —21
3 5 6
2 4 3

_1-5:8+5-3-4+43:7-2-5-5-2-1:7-4-3-3:8_-8__
= — ===

La solucién de este sistema serd, por tanto
—-15
8
2

{ X1 +2x; —x3=2

Ejemplo 2:

2x1—x2+2x3 =6
—Xxq1 + 3x2 - 2x3 =-1

2
6)
-1

1 2 -1
(A|b)=<2 -1 2

-1 3 =2
1 2 -1
Al=|2 -1 2|=2-4-6+1+8-6=-5=%0
-1 3 =2




2 2 -1
6 -1 2 :
_l=1 3 -2l _Z5_
O I e T i

2 -1 2
-1 3 -2
1 2 -1
2 6 2 0
_l=1 -1 -2l Z10_
=11 2 —1- =5 2
2 -1 2
-1 3 -2
1 2 2
2 -1 6 .
_l=1 3 —al_Z15_
BEIT o2 -1 5 o
2 -1 2
-1 3 -2

La solucién de este sistema serd, por tanto

H

Ejemplo 3: Resuelva el siguiente sistema utilizando la Regla de Cramer:

4-x1 + 5x2 +x3 =11

{x1+2x2+2x3=7
7x1—4x2—x3:1

Solucién

4-x1 + 5x2 +X3 = 11

{x1+2x2+2x3=7
7X1—4‘xZ—X3=1

Tal y como hemos hecho en los dos primeros casos, comprobamos que podemos

1 2 2
A=(4 5 1
7 —4 -1

utilizar este método para resolver el sistema.

1 2 2
|Al=[4 5 1|=-5-324+14-70+4+8=-81+0
7 —4 -1

A continuacion resolvemos el sistema.



7 2 2
11 5 1
11 -4 gl _-35-88+2-10+422428 81 _
T2 2] —81 ~ 81
4 5 1
7 —4 -1
1 7 2
4 11 1
|7 1 il —11+8+49-154-1+428 -81
21T 2 2 —81 ~ 81
4 5 1
7 —4 —1
1 2 7
4 5 11
_l7 4 gl _5-112+4154-245444-8 162
BT 2 2 —81 ~T"81
4 5 1
7 —4 —1

3% Método: Calculando la inversa.

Anteriormente, hemos visto que los sistemas de ecuaciones lineales pueden
representarse en forma matricial: Ax = b. Asi, si A es una matriz inversible, podemos
despejar el valor de la matriz columna x por medio del cdlculo de la inversa de A,
después, resolver el producto resultante.

Ax=b=>AAx=A"b=>Ix=A4A"b=>x=A4"1b

Ejemplo:
X1 + sz — X3 = 2
{ 2x1—x2+2x3 =6
—X1 + 3x2 - 2x3 =-1
Solucién

1 2 -1
A=(2 -1 2
-1 3 =2

1 2 -1
(A|b) = < 2 -1 2
-1 3 -2

2
6
-1



1 2 -1
[Al=12 -1 2|=2-4-6+4+14+8—-6=-5=%0
-1 3 =2
4/5 —-1/5 -=3/5
A—1=<—2/5 3/5 4/5)
—-1 1 1
4/5 —=1/5 =3/5\/ 2 1
x=A‘1b=<—2/5 3/5 4/5><6>=<z)
—-1 1 1 -1 3

La solucidn del sistema sera

xl = 1,x2 = 2,x3 = 3

Ejemplo 2:
X1 + 3x2 =2
{le +2x, +2x3=1
3x1 + X3 + X3 = 5
Solucién

1 3 0
A=(2 2 2
31 1

1 3 0f2
(A|b)=<2 2 21>
3 1 1l5
1 3 0
Al=|2 2 2[=2+18+0-6-2=12
3 1 1

0 -1/4 1/2
Al = < 1/3  1/12 —1/6>
-1/3 2/3 -1/3
0 -1/4 1/2 2 9/4
x=A‘1b=< 1/3  1/12 —1/6) (1):(—1/12)
-1/3 2/3 -=1/3/\5 -5/3
La solucidn del sistema sera

9 1 5
X1 =Z,x2 = —E,X3 = —§

Ejercicio: Estudie y resuelva el sistema de ecuaciones lineales que se presenta a
continuacion:



Ql+a)x+y+z=1
x+(1+a)y+z=a
x+y+(1+a)z=a?

1+a 1 1
A= 1 1+a 1

Solucién

1 1 1+a
1+a 1 1 1
(A|b)=< 1 1+a 1 a)
1 1 1+ ala?
1+a 1 1
[Al=| 1 1+4a 1 |=a%*(a+3)
1 1 1+a

2 _ a+3=0>a=-3
a(a+3)—0=>{ a’?=0=>a=0

e Sia# —3o0a+0, entonces |A| =0y r(A) =r(A|b) = 3, luego el sistema es
COMPATIBLE DETERMINADO. El sistema tiene solucién y es Unica.
e Sia=0:

140 1 1 11 1
Al=] 1 140 1 |=|]1 1 1|=0
1 1 140l 11 1 1
11
|1 =9
1=1%0
r(A) =1
11 1
Al=[1 1 ol=0
11 0
1 1]
. O|_1¢0
r(A|b) = 2

En este caso, r(A) = 1 # r(A|b) = 2. Luego el sistema es INCOMPATIBLE, y, por
tanto, no tiene solucion.

o Ifa=-3:
1-3 1 1 -2 1 1
[Al=1 1 1-3 1 |=11 -2 1]|=
1 1 1-3 1 1 =2




=(-2)(=2)(-2)+1-1-1+1-1-1-1-(=2)1=(=2)-1-1-1-1-(=2)

=0
-2l = -2 %0
72 L|=4-1=3%0
r(A) =2
-2 1 1
4] = —2 -3|=
1 1 9
= (-2)(-2) 9+ 1 1-1+1-(=3)1—1-(=2)-1—(=2)-(=3)-1-1-1-9
=21%0
r(Alb) =3

Elr(A) = 2 # r(A|b) = 3. Luego, al igual que en el caso anterior, el sistema es
INCOMPATIBLE vy, por tanto, no tiene solucién.

A continuacidn, obtendremos la solucién del sistema cuandoa # 0y a # —3.

1 a*+2a -—a a
A= T 3)( o atla az_fZa)
1 a’ + 2a —a 1
x:A‘1b=—a2(a+3)< —aa azj-aZa a _-|_2a><c?2)

a® + 2a

( az(a+3) \
2a% —a

| =

)

1 a’ + 2a
:az(a+3) 20’ —a - a’(a+ 3)
a*+2a2+a*—-a
a*+2a3+a*—-a

a?(a+ 3)
a? +2
{ a(a+3) \
I 2a—1 I
a(a+3) |
ka3+2a +a-— 1/
a(a+3)

2. En el siguiente sistema
X1 +Xp—x3=2
X1+ 2x2 + x3 = 3
X1 +x,+(@®*—-5)x;=a
Calcule el valor del parametro a para que el sistema sea

’



a) compatible determinado, y calcule la solucién del sistema.
b) compatible indeterminado, y calcule todas las soluciones del sistema.
c) incompatible.

Solucién
x1+x2—x3=2
x1+2x2+x3=3
X, +x,+(a?=5)x;=a
1 1 -1
A=<1 2 1 )
1 1 (a2—5)
1 1 -1 2
(A|b):<1 2 1 3)
1 1 (a*>-5)la
1 1 -1
Al =11 2 1 =2@*-5-1+1+2-1—(a*-5) =
1 1 (a®-5)

=(@a*-5)+1=a%*—-4

a’?—4=0

a=i\/Z={_22

a?—4=(a—-2)(a+2)

a) Sia # 2ya # —2, entonces el determinante de A es diferente de 0y r(4) =
3 =r(A|b) = 3 = n?de variables (x;). Por tanto, el sistema es COMPATIBLE
DETERMINADO.

Ahora, vamos a calcular la solucion del sistema utilizando la regla de Cramer.

2 1 -1

3 2 1

a 1 (a*-5) 4@ -5 —-3+a+2a—2-3(*-5)
TR S U @-2@+2) B

1 2 1

1 1 (a?-5)

_(@®-5)+3a—-5 a*+3a-10
- (@-2)a+2) (a—-2)(a+2)

a*+3a—-10=0



a =

4
—3+,/9-4-1-(-10) -3+7 _ 5 =2
2 -2 )-3-

a’? +3a—10 _(a—2)(a+10) (a+10)

T a—D@+2) @-2)@a+2) (a+2)

-1
1
(@*-5) 3@ -5-a+2+3-a-2(a*-5)
-1 | (a—2)(a+2) B
1
(a? —5)

[ENUEY (U
=N R wN

_(@*-5)-2a+5  a*-2a  a(@-2)  a
C (@=-2@+2)  (@-2@+2) (a-2)(a+2) (a+2)

1 1 2
1 2 3
1 1 a
1 1 -1
1 2 1
1 1 (a?2-5)

2a+2+3 4 — 3—a a—2 1

X3 = @-2@+2)  (@a-2@+2) (a+t2)

(a+10)
(a + 2)

(a +2) |
)
(a+2)
Ahora, vamos a ver qué pasa cuando a = 2.

1 1 -1
A=|1 2 1
1 1 -1

[1/=1+0

1 1,
|1 S|=2-1=1%0

Ya sabemos que cuando a = 2, el |[A] = 0, asi que no hace falta volver a calcularlo.

2
3)
2

r(A) =2

1 1 -1
(A|b)=<1 2 1

1 1 -1




[1]=1=+0

1 1. .
|1 J|=2-1=1%0

1 1 2
1 2 3|=4+2+3-4-3-2=0
1 1 2
1 -1 2
1 1 3|=2—-2-3-2+3+2=0
1 -1 2
1 -1 2
2 1 3/=2—-4-3-2+4+3+4=0
1 -1 2

Todos los determinantes de tercer orden de (A|b) son iguales a O.
Luego, r(A|b) = 2.

b) Asi, cuando a = 2, r(A) = 2 = r(A|b) < 3 (nimero de variables x;). Luego,
el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO, con 3 - 2 = 1 grado de libertad.

El siguiente paso consiste en calcular las infinitas soluciones del sistema. Como
|A| = 0, en este caso, no podemos aplicar la Regla de Cramer, por tanto,
utilizaremos el método de eliminacion de Gauss para resolverlo.

11 —-1|2
(A|b)=(1 2 1 3)
2

1 1 -1
Fila 2 — Fila 1, Fila 3 — Fila 1.

1 1 -1|2 1 1 -1)2 1 1 —-1}|2
1 2 1 3>—><0 1 2|1 —><O 1 2|1
2 1 1 -112 0 0 010

1 1 -1
Una vez reducida la matriz ampliada, escribimos el sistema equivalente y lo
resolvemos. Al haber obtenido una fila entera de ceros, tendremos que dejar una
variable libre para calcular su solucién. Eso quiere decir que, en este caso, el
sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO, con 3 -2 =1 grado de libertad.

{x1+x2—x3=2

x2+2x3=3
X3
x2+2X3=3=>x2=3—2x3
X1 +%x—x3=02>x; =—x, +x3=—(3—2x3) +x3 =3x3—3

La solucién del sistema es la siguiente.



3x3 -3
X = (3 - 2x3>
X3

Finalmente, tenemos que estudiar qué pasa cuando a = —2.
1 1 -1
A=(1 2 1
1 1 -1
[1]=1+0

1 1 _ 5
|1 J|=2-1=1%0

Anteriormente, vimos como cuandoa = —2 el |[A| = 0, de modo que no hace
falta volver a calcular su determinante.

r(A) =2

1 1 —-1|2
(A|b)=<1 2 1 3)

1 1 —-11-2

[1]=1=+0

| S=2-1=1%0

1 1 2
1 2 3|(=—4+2+4+3-4-3+2=—-4+%0
1 1 -2
r(Alb) =3
c) Luego, cuandoa = —2,1r(A) = 2 # r(A|b) = 3. Por consiguiente, el sistema

es INCOMPATIBLE y no tiene solucidn.

SISTEMAS HOMOGENEOS

Definicién: Un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo si todos sus términos
constantes son cero:

a11X1 + A12Xy + -+ alnxn = 0
Ay X1 + AppXy + -+ AypXx, =0

Am1X1 + AppXy + -+ QnXn = 0



Los sistemas homogéneos también se pueden escribir en forma matricial: Ax =
0, donde A es la matriz (m x n) de coeficientes, x es la matriz columna de (n) variables
del sistema, y 0 es una matriz columna cuyos (m) elementos son todos 0.

Conjunto de soluciones: Los sistemas homogéneos siempre son COMPATIBLES. Todos
los sistemas homogéneos tienen al menos una solucién, conocida como SOLUCION
TRIVIAL, en la que todas las variables son iguales a cero. Si la Unica solucién posible
para el sistema es la trivial, entonces el sistema homogéneo sera COMPATIBLE
DETERMINADO. Si no, serda COMPATIBLE INDETERMINADO. Ademas, el conjunto de
soluciones presenta las siguientes propiedades adicionales:

1. Siuywson dos vectores que representan, respectivamente, dos soluciones de
un sistema homogéneo, entonces el vector suma u + v también es solucidn del
sistema.

2. If u es un vector que representa una solucion de un sistema homogéneo, y a es
cualquier numero (escalar), entonces au también es solucién del sistema.

Ejemplo: Estudie y resuelva el siguiente sistema homogéneo:

3x+2z=0
{x+y+z=0
y+z=0
Solucién
3 0 210
(Alb)=(1 1 1|0
0 1 110
[3]|=3#0
3 0] _
|1 | =3=0
3 0 2
lAl=11 1 1/=3-1-142-1-140-1-0-2-1-0-3-1:-1-0-1-1=2+#0
0 1 1

r(A) =3 =r(A|b)

El sistema es COMPATIBLE DETERMINADO, y por consiguiente, tiene una Unica
solucién. Al tratarse de un sistema homogéneo su solucién sera la trivial, es decir,
aquella en la que todas las variables son iguales a 0.

x 3 0 2\7'/0 0 1 -1\ /0 0
630 G- 2 06
z 0 1 1 0 1/2 -=3/2 3/2/\0 0



Ejemplo 2: Resuelva el siguiente sistema homogéneo.

2x1—x2+2x4,=0

—x1+x2—x3=0

2x; +x3—2x4,=0
2x1—3x; —x3+4x, =0

Solucién

Fila 4 — Fila 1,%Fila 1, Fila 2 + Fila 1, Fila 3 + Fila 4, 2Fila 2, Fila 4 + 2Fila 2,
—2Fila 4.
5

2 -1 0 210 2 -1 0 210
-1 1 -1 oo -1 1 -1 oo
0o 2 1 =20/7Vo 2 1 =20]”
2 -3 -1 4lo 0 -2 -1 210
1 -1/2 0 1,0 1 -1/2 0 10
-1 1 -1 o0lo 0 1/2 -1 110
1o 2 1 =20)" o > 1 =2l0]|”
0 -2 -1 21lo 0 —» -1 21lo
1 -1/2 0 10 1 -1/2 0 10
0o 1/2 -1 1o o 1 =2 2|o
“lo o 0 0lo0 _’<0 0 o olo]”
0o —2 -1 2lo 0o -2 -1 2lo
1 -1/2 0 110 1 -1/2 0 1 |0
o 1 -2 2]o o 1 -2 2 Jo
“lo o o olo/”{o o 0 0 o™
0 0 -5 610 0 0 1 —6/5lp
1 -1/2 0 1 10
o 1 -2 2 o
“lo o 1 —6/5|0

0 0 0 0 10

Una vez que hemos reducido la matriz ampliada por Gauss, escribimos el sistema
resultante y despejamos el valor de todas las variables. Al haber una fila de ceros
dentro de la matriz, tendremos que dejar una variable libre para poder escribir la

solucion. Es decir, el sistema sera COMPATIBLE INDETERMINADO con un grado de
libertad.

x1—5x2+x4=0

Xy —2x3+2x, =0
6

L x3—§x4:0

Dejando libre la variable x4, la solucidn sera la siguiente

x3—§x4=0:>x3=§x4



6
xZ_ZX3+ZX4:0:>xZ_2'§.X'4+2x4_:0:}x2:?x4_2x4:§x4

4

1
xl_zxZ +X4=O:XI_E'EX4+.X4=O$X1=§X4_X4=_§x4

1.7 AUTOVALORES, AUTOVECTORES Y DIAGONALIZACION

Diagonalizar una matriz cuadrada A es encontrar una matriz diagonal D de la
formaD = P~1AP,0 A = PDP~'. En la expresién anterior

A, 0 0
p=[0 % w0

donde A4, 4,, ..., 4, representan los autovalores de A. P es una matriz formada por los
n autovectores de A.

Teorema. Sea A una matriz cuadrada de orden n. Para saber si una matriz A es
diagonalizable y si lo es, diagonalizarla, tenemos que seguir los siguientes pasos:

e En primer lugar, tenemos que calcular el POLINOMIO CARACTERISTICO.

a11 — A alZ aln
a, — A .. a
p) = lA—al| = | % "ot o T
An1 An2 vt Qpp — A

p(A) es un polinomio de orden n (orden de A).

e En Segundo lugar, tenemos que calcular los valores de A, que como deciamos

antes, son los autovalores de A. Para calcularlos, tenemos que resolver |A — AI| =
0.

e A continuacion, factorizaremos p(1), o lo que es mismo, obtendremos las raices
del polinomio anterior, es decir calcularemos los valores de A;.Y cuando los
hayamos calculado, tendremos que escribir el polinomio como sigue:

p(D) = @A -2 A= 2k - - (A= A",

donde A4;,i = 1, ..., k, pueden ser reales o complejos. Si alguna de las raices
obtenidas es compleja, entonces la matriz no es diagonalizable. Para cada i, los
exponentes k; nos indican las MULTIPLICIDADES ALGEBRAICAS de cada uno de los
autovalores A;.




e Después, tenemos que encontrar el autovector asociado a cada autovalor. Por
ejemplo, para A;, calcularemos su correspondiente autovector resolviendo el
siguiente sistema.

A-AL)X=0
Cada uno de estos sistemas tendra infinitas soluciones distintas de la trivial.

e Para cada uno de los vectores anteriormente calculados tenemos que obtener una
base. El nimero de columnas de la base (dimensién del subespacio) se llama
MULTIPLICIDAD GEOMETRICA. La matriz serd diagonalizable si y sélo si las
multiplicidades algebraica y geométrica son iguales. De lo contrario, la matriz no
serd diagonalizable.

e Por ultimo, tenemos que escribir P, que es una matriz cuadrada de ordenn
formada por las bases de los autovectores anteriormente calculadas. Si P es
inversible y D es la matriz diagonal cuya diagonal principal estd formada por los
autovalores de A, podemos escribir

A=PDP1,
Noétese que la posicidon de los autovectores en P es idéntica a la posicion de los
autovalores en D. Esto implica que A es SIMILAR a D. Por tanto, A es

diagonalizable.

Ejemplo: Considere la matriz

Solucién

En primer lugar, escribimos el polinomio caracteristico.

|[A—AIl =0
1—_1)l 43/1|=(1_’1)(4—/1)+2=4—/1—4/1+/12+2=,12_5,1+6
A2 —-51+6=0
6
A_Si 25-4-1-6 5+1 M=5=3
= _ SELE /1 _g_z
2—2—

Por tanto, ya podemos factorizar el polinomio anterior.

1-3)1-2)=0



Como se puede observar, A; = 3 tiene multiplicidad algebraica 1 al igual que 4, = 2.
A continuacion tenemos que calcular los autovectores.

2,123
(A—31)X =0

(1—_13 4 E 3) (2) - (8)
(CF DG=()
Fila2 —2-Fila1, —%Fila 1,
(7 i)~ sl =G ol

X1
X=X, =0=>x, = x4

() =)

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica 1 ya que la base esta formada por una
sola columna.

12:2
(A=2I)X =0

(57, 2)0)=0)
G D6)=0)
Fila2 - Fila 1, ~Fila 1. bo2ives %0

G 2= (0 Sl =G o)

X2
x1—2x2=0=>x1=2x2

<2xxzz) =2 (i)

La multiplicidad geométrica de este autovalor es 1 ya que la base esta formada por una
columna.



Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para cada uno de los autovalores
anteriores las multiplicidades algebraica y geométrica coinciden (1). Por tanto,

P=(i 1)

=(3 2)
Por consiguiente,
1 _ -
Pt = m(_ll 12) = ( 11 —21)
a=rori=(1 DG NG 2)=C )T 2= %

Ejemplo 2: Considere la matriz
-3 -2
A=
(12 7 )
Solucién
En primer lugar, escribimos el polinomio caracteristico.
|[A—AIl =0

-3-1 -2

12 7_,1|=(‘3‘/1)(7—/1)+24=—21+3/1—7/1+/12+24=/12_4,1+3

A2 —42+3=0

A

6
_4+V16-4-1-3 442 |h=3=3
B 2 o2 2

2

Por tanto, ya podemos factorizar el polinomio anterior.

1A-3)1-1)=0
Como se puede observar, A; = 3 tiene multiplicidad algebraica 1 al igual que 4, = 1.
A continuacién tenemos que calcular los autovectores.

l1=3
(A-31)X =0

(_312_ ’ 7_—23) (2) - (8)



(2 G-
Fila2+2-Fila1,—>Fila1.
(z 7= T~ 5'lo)
X1

1
x1+§x2=0=>x2=—3x1

(—gcl) - (_13)

La multiplicidad geométrica de este autovalor es 1 ya que la base estd formada por una
columna.

12:1
(A—1)X=0

(_312_ 1 7_—21) (2) - (8)
(2 )G)=()
Fila2 + 3 Fila 1, —%Fila 1,
(2 Sl)~( Tl)~G )

X1

X1+ExZ:O:>x2:_2x1

(—;;1) ke (_12)

La multiplicidad geométrica de este autovalor es 1 ya que la base estd formada por una
columna.

Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para cada uno de los autovalores
anteriores las multiplicidades algebraica y geométrica coinciden (1). Por tanto,

PZ(—ls —12)

-G 9



Por consiguiente,

Solucién

Primero escribimos el polinomio caracteristico de A.

|[A=AIl=0
-1-21 -1 1
0 —2-2 1 =(-1-D=2-D(=1-21)
0 0 -1-2

-1-21)?=0=>1,=-1
—1—,12—2—/1=0:>{( 1
( ) ) (—2-1)=0=>1,=-2
Por tanto, ya podemos factorizar el polinomio anterior.

A+1?*(1+2)=0

Como se puede observar, .; = —1 tiene multiplicidad algebraica 2, y 1, = —2 tiene
multiplicidad algebraica 1.

A continuacion calculamos los autovectores.
2.1 = —1

Para comprobar si A es diagonalizable, nos vamos a centrar en el autovalor —1. Los
autovectores asociados a —1 vienen dados por el siguiente sistema de ecuaciones.

(A+1)X =0

-1+1 -1 1 X1 0
( 0 -2+1 1 ><x2>:<0>
0 0 —-1+1/ V3 0



0 -1 1\ /x; 0
(0 -1 1) <x2> = (0)
0 0 0/ \s 0
Fila 2 — Fila 1,—Fila 1.

0 -1 10 0 -1 10 0 1 -1,0
(0 -1 1‘0>—><0 0 0‘0>—><0 0 O ‘0>
0 o0 0'0 0 0o ol0 0 0 olo

X1
X2
xZ_X3:O:>X3:x2

()= (8) = (2

La multiplicidad geométrica de este autovalor es 2 ya que la base esta formada por una
columna.

AZ =-2
(A+21,)X =0

-1+2 -1 1 X1 0
(5 1 )E)-6)
0 0 —14+2/ X3 0

1 -1 1\ /x1 0

<O 0 1><x2>=<0>

0 0 1/ \3 0

1 -1 140 1 -1 10
0 O 1|0 -0 O 1‘0
0 o 10 0 0 o'0

x3:0
xl_xZ+x3:0:>X1:x2
X2

()-=()

La multiplicidad geométrica de este autovalor es 1 ya que la base estd formada por una
columna.

Fila 3 — Fila 2.

Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para cada uno de los autovalores
anteriores las multiplicidades algebraica y geométrica coinciden. Por tanto,



1 0 1
P={0 1 1
0 1 0
y
-1 0 0
D=P14P=(0 -1 0
0 0o -2
Por consiguiente,
1 0 O
PT=(0 1 1
1 1 0
1 0 O
|[Pl=10 1 1{=-1
1 1 0
1 1 0 1 0 1
1/+10_10+11\ 11 1
1_ 1100 1 00 |1 0Opj__ _
P_—1|10+10 01|_30111
\_I_O o |11 0 _|_1 0/ -
1 1 0 1 0 1
1 0 1\N/-1 O 0 1 -1
A=pPDP'=[0 1 1|0 -1 o0 |lO0O O
0 1 0 0 0o -2/\0 1
-1 0 -2\/71 -1 1 -1 -1
=<0 -1 =210 O 1 =<O -2
0O -1 o0 0o 1 -1 0 0
Ejemplo 4: Considere la matriz
2 2 3
A=<1 2 1
2 -2 1
Solucién
El polinomio caracteristico de A es
|[A—AIl =0
2—2 2 3
1 2—-2 1 |=-23+4512-21-38
2 -2 1-2

—23+52-21-8=0

1
-1

)

1
1
-1



A continuacidn utilizamos Ruffini para obtener las raices.

2—1 5 -2 -8

-2 6 8
-1 3 4 0
2‘1 == 2
A=2)(-2+31+4)=0
-8
—3+,9-4-(-1)-4 -3+5 |h=;74
A= _ _
A3 =_—2= —1
Por tanto, los autovalores de A son:
Al = 2
/12 = 4-
13 = —1

Como se puede observar, todos los autovalores tienen multiplicidad algebraica 1.
A continuacion, calculamos los autovectores.

A1=2
(A=2I)X =0

2—2 2 3 X1 0
( 1 2—2 1 ><x2>=<0>
2 -2 1—2/ \X3 0
0 2 3 X1 0
1o 2)0)-0)
2 =2 -1/ \X3 0

En primer lugar, intercambiamos las filas 1y 2, para tener un 1 en la posicidon a4 de la
matriz, y a continuacién, utilizaremos operaciones con filas para simplificar el sistema

de ecuaciones lo maximo posible.
0 1 0 110
0)]—-{0 2 310
0 2 -2 -—110

0 2 3
1 0 1
Fila3—2-Filal,Fila3+Fila2,%Fila2.
0 10 1
0>—><0 1 3/2

2 -2 -1
1 0 110 1 0 110 1 0 1
o 2 31|10/—»10 2 31|0J—>10 2 3
0 0 -2 =310 0 0 0lo 0 0 O

2 -2 -1

0
0

)




Por tanto, la solucién del sistema es la siguiente.

X3
x2+§x3=0=>x2=—§x3
x1+X3:0:>x1:_x3

—X3 -1
3 | 3\ (2
_Exg = x3 _E e d —3
X3 1 2

La multiplicidad geométrica de este autovalor es 1 ya que la base esta formada por una
columna.

lz :4'
(A—4L)X =0

2—4 2 3 X1 0
( 1 2—4 1 ><x2>=<0>
2 -2 1—-4/ %3 0
-2 2 3 X1 0
( 1 -2 1 ><x2> = <0>
2 =2 =3/ \x3 0

En primer lugar, intercambiamos las filas 1y 2, para tener un 1 en la posicion a;; de la
matriz, y a continuacion, utilizaremos operaciones con filas para simplificar el sistema

de ecuaciones lo maximo posible.
0 1 -2 110
0|—-|-2 2 310
0 2 =2 =310

2 2 3
1 -2 1
Fila3+Fila2,Fila2+2-Filal,—%FilaZ.
0 1 -2 1
0)—><0 1 —5/2

2 =2 -3
1 -2 110 1 -2 1]0 1 -2 1
-2 2 310 —><—2 2 30>—><O -2 5
0 0 0 0I0 0 0 O0Ilo 0 O 0

2 -2 -3
Por tanto, la solucién del sistema es la siguiente.

0
0
0

X3
5 5

xZ_Ex3=O:XZ=EX3

X, —2Xy +x3=0=x; = 2x, —x3 = 5x3 — x3 = 4x5

4

X3 4 8
5 5
2 2 2
X3 1



La multiplicidad geométrica de este autovalor es 1 ya que la base estd formada por una
columna.

132—1
(A+1)X =0

2+1 2 3 X1 0
( 1 241 1 ><x2>=<0>
2 -2 1+ 1/ X3 0
3 2 3\ /M 0
(1 3 1) <x2> = (0)
2 =2 2/ \X3 0

En primer lugar, intercambiamos las filas 1y 2, para tener un 1 en la posicion a;; de la
matriz, y a continuacion, utilizaremos operaciones con filas para simplificar el sistema

de ecuaciones lo maximo posible.
0 1 3 1]0
0|]—-13 2 3]0
0 2 =2 210

3 2 3
<1 3 1
Fila2 —3-Fila1l, Fila3 — 2 Fila 1, —%Fila 2, Fila 3+ 8- Fila 2.

2 =2 2

1 3 1|0 1 3 1|0 1 3 110
(3 2 30>—><O -7 00)—><0 -7 00>—>
2 =2 210 2 =2 210 0 -8 010
1 3 110 1 3 10
—>(0 1 OO>—><O 1 00)
0 -8 010 0 0 0lo

Por tanto, la solucidn del sistema es la siguiente.

X3
x2=0
x1+3x2+X3=0=>X1=—3X2—X3=—X3

—X3 -1
0 = X3 0
X3 1
La multiplicidad geométrica de este autovalor es 1 ya que la base esta formada por una

columna.

Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para cada uno de los autovalores
anteriores las multiplicidades algebraica y geométrica coinciden. Por tanto,



S5

-2 8 -1
p=(=5 o)
2 2 1

D=P AP = (0

N
AN
o O

N——

Por consiguiente,

2 -3 2
PT=(8 5 2)
1 0 1
2 8 -1
|P|=‘—3 5 0|=-10+6+10+24 =30
2 2 1
/+|(5)i _81i +| 0|\
o - /5 -10 5
_=_|_|—3 2 |2 2 _|— o Y (A U
30 1o 1l Tl-1 1 T30\ e a0 e
\+|—3 2| -2 2 +| —3|/
5 2 8 2 8

5/30 —10/30 5/30 1/6 —1/3 1/6
= < 3/30 0 3/30 > = ( 1/10 0 1/10)
~16/30 20/30 14/30 —-8/15 2/3 7/15

-2 8 —=1\/2 0 0 1/6 -1/3 1/6
A=PDP 1= (—3 5 0 ><0 4 0 )( 1/10 0 1/10) =
2 1/\0 0 -1/\-8/15 2/3 7/15

—4 32 1 1/6 —1/3 1/6
=<—6 20 o><1/10 0 1/10):

4 8 -8/15 2/3 7/15
4 32 8 4+2 4 32 7
6 10 15 3 3 6 10 15 2 2 3
= —142 2 —142 =11 2 1
4 8 8 4 2 4 8 7/ 2 _2 1
6 15 3 3 6 10 15

Propiedades de las matrices similares:

e Sidos matrices son similares, entonces tienen el mismo polinomio caracteristico.
Ejemplo: Por el ejemplo 3 anterior sabemos que las siguientes matrices son

similares.
-1 -1 1
A=10 -2 1
0 0 -1



-1-1 -1 1
A-Al=| 0 -2-12 1 |[=@A+1?*@A+2)
0 0 -1-2
~1-12 0 0
ID-2=| 0 —2-2 0 [=C-1-DE2-D(-1-21)
0 0 -1-2

(—1-A)=0=2, = -1
“1-D2=-D(1-21)=0=21-2-1)=0=>1,=-2
(-1-)=0=21,=-1

Por tanto,

ID—A|=(@A+1)%@A+2)

e Las matrices similares tienen la misma traza y el mismo determinante.
Ejemplo: Sabemos que las matrices siguientes son similares.

-1 -1 1
A=<0 -2 1)
0 0 -1
-1 0 0
D=<0 -1 0)
0 0 -2

-1 -1 1
[Al={0 -2 1|=-2
0 0 -1

traza(A)) =—-1—-2—-1= -4

-1 0 0
ID| = ‘ 0 -1 0[=CEDEDE2)=-2
0 0 -2

traza(D) =-1-1-2=-4

e SiAvyD son similares, entonces, A™ y D™ también lo son.

e SiAvy D son similares, entonces A" se puede expresar facilmente en funcion
de D™. En efecto, si tenemos que A = PDP~1, entonces A™ = PD"P~!. Esta es
una de las aplicaciones de la Diagonalizacidon de matrices.

Ejemplo: Calcule A", A3y AZ.



-1 -1 1
A=(0 -2 1
0 0o -1

Por el ejemplo 3 anterior sabemos que

Solucién

Por consiguiente,

1 1\ /(D" 0 0 1 -1 1
A"=PD"P—1=<011> 0 (-1 0 (0 0 1>=

01 0 0 o 2/\o 1 -1

o

o D* =2*J|lo o 1]=| O (=2)" (D" = (=2)"

=D 0 (=2)" (1 -1 1) D" -ED*+E=2)" Dt -(=2)"
0 (=D 0 0 1 -1 0 0 (-1)"

1 0 1/ 0 0 1 -1 1
A3=PD3P-1=<0 1 1 0 (=13 0 <0 0 1 |=

01 0/\ o 0o (=23/\0 1 -1
10 1\/-1 0 O0\/1 -1 1
={o 1 1J]fo -1 o]){o 0o 1]=

o 10/\o o -8\ 1 -1

-1 0 -8\/1 -1 1 -1 1-8 —-1+8 -1 -7 7
=10 -1 -8J|10 O 1 |=10 -8 -1+8|={0 -8 7
0 -1 0 0 1 -1 0 0 -1 0 0o -1

Otra forma de calcular A3:

D" -0+ E2)" D=
Ya sabemos que A™ = 0 (-2)" (=)™ — (=2)" |. Por tanto,
0 0 (=1)"



(-1 —(-1)*+(=2)°
A3 = 0 (=2)3
0 0
-1 -7 7
=<0 -8 7)
0 0 -1
(—1D?* —(-1)*+(-2)?
A% = 0 (-2)?
0 0
1 3 -3
=<0 4 —3)
0 0 1

(-1)° - (-2)°
(-1 - (-2)°
(-1)?

(-2 - (=2)?
(-1)? = (-2)?
(-1)?

|

-1
0
0

1

&

1-8 —-1+8
-8 —1+8)
0 -1

-1+4 1-4
4 1—4)
0 1

Ahora vamos a comprobar que efectivamente, los resultados obtenidos parar A2

-1
0
0

-1

y A3 son correctos.
-2
0

Az:(
1 3

A3=A2A=<O 4
0 0

1
1

Ejemplo 2: Calcule A™.

Solucién

Por el ejemplo 4 anterior sabemos que

&

1/6

p~t= ( 1/10
—8/15

2 0
0 4
0 0

X

Por consiguiente,

-1

il
Al

¥

-1

2

-1
-2
0
-1
-2
0

1
1
-1

1

1
2

—1)
3

2 1

-2 1

0
0

0
0

2
1
2

2 8
3 5
2

-1
0>,
1
~-1/3
0
2/3

0
0
-1

)

1/6
1/10
7/15

)|

)

(

1 3

0 4
0 o0

-1
0
0

-3
_3)
1

-7 7
s 7)
0o -1



-2 8 —1\/2" 0 0 1/6 —1/3 1/6
A" = pp"pl = (—3 5 0 )(0 4n 0 )( 1/10 0 1/10) =
2 2 1 0 0 (—1*/\-8/15 2/3 7/15

=|—-3.2n g5.4gn 0 1/10 0 1/10

—2ntl g.an (—1)(=1)" (1/6 -1/3 1/6)
2L 2.4m (=) -8/15 2/3  7/15

= —-3.2" ©5.gn 0 1/10 0 1/10

—2ntl p.gntl ()il (1/6 -1/3 1/6)
gn+t g.2n (—)n J\-8/15 2/3 7/15

=|-3.2n 5.4n 0 1/10 0  1/10

—Jn+l  92n+3 (_1)n+1 ( 1/6 _1/3 1/6)
2n+l p2m+l (_)n J\-8/15 2/3 7/15

2n+1 22n+3 8 . (_1)1‘L+1 2n+1 2 . (_1)n+1 2n+1 22n+3 7 ( 1)n+1
+ - +
/ 15 3 3 6 10 \
i 3- 2” 5-4" 3-2" 3-2" 5- 4" |
| 6 10 3 6 10 I
\ 2n+1 22n+1 8 . (_1)11 2n+1 2. (_1)11 2n+1 22n+1 7 - ( 1)71 /
- + +
15 3 3 6 10
on 22n+2 8(_1)n+1 2n+1 + 2(_1)n+1 on 22n+2 7(_1)n+1
3 5 15 3 BT
— _211—1 + 22n—1 Zn _Zn—l + 22n—1 —
211 22n 8(—-1 n 2n+1 +2(—-1 n Zn 2211 7(—1 n
2 2 st otz 2 7))
3 5 15 3 3 5 15
—5-2" 4+ 3. 22n+2 _ 8(_1)n+1 2n+1 + 2(_1)n+1 —5-2" 4+ 3. 22n+2 + 7(_1)n+1
15 3 15
_Zn—l + 22n—1 2n _zn—l + 22n—1
5-2"+3-22" — g(—1)" —2m+1 4 2(—1)" 5-2"+3-22" 4 7(-1)"
15 3 15

1.8 SIGNO DE UNA FORMA CUADRATICA

Definicion (FORMA CUADRATICA). Sea A una matriz simétrica (A = AT) de ordenny
sea x un vector. Entonces, diremos que

X
a1 ot Aip x;
Q(x) = xTAx = (xy,xg, ., x) | § ™ e
Ain  ° Apn x
n

= a1 X2 + ApX2 + o+ QX2 + 2a05%1 %5 + 2a93%1%3 + -

es una forma cuadratica.



Ejemplo: Considere la matriz

-6

y el vector x. Q(x) viene dada por
Y 1 2\ /%1 _
X1 2 2 2 2
= (x1 +2x, 2x1 +x3) (Xz) =xi + 2x1x; + 2x1x, + x5 = x{ + x5 + 4x1x,

Ejemplo 2: escriba en forma polindmica la siguiente forma cuadratica:

1 3 -2\/*x1
Q(x) =xTAx = (X1 x x3)< 3 2 1 ><x2>

-2 1 -1/ \Xx3
Solucién
1 3 =-2\/%
Q(x) =xTAx = (x1 X x3)< 3 2 1 ><x2> =
-2 1 -1/ \X3

X1
= (x1 + 3x2 - ZX3 3x1 + sz + x3 _le + xz - X3) <x2> =
X3

= x2 + 3x;X, — 2x1X3 + 3x1X5 + 2X% + X33 — 2X1X3 + XpX3 — X5 =

— A2 2 2 _ .2 6 —4 2

= x7 + 2x5 — x5 + 6x1X, X1X3 + 2X9X3
Nétese que los coeficientes de los términos cuadraticos son los elementos de la
diagonal principal de la matriz: 1,2, —1. Ademas, los coeficientes de los términos no
cuadraticos son el doble de los elementos que estd fuera de la diagonal principal: 6,
—4,2. De modo que a partir de ahora, en lugar de hacer el producto de matrices
anterior, pasaremos a forma polindmica directamente siguiendo esta regla.
Ejemplo 3: Exprese la siguiente forma polindmica en forma matricial:

Q(x) = x% — 2x% 4+ 3x,x3 — 2x,X3

Recuerde que los elementos de la diagonal principal son los coeficientes de los
términos cuadraticos: 1,—2,0. Para calcular el resto de los elementos de la matriz

tenemos que dividir por 2 los coeficientes de los términos no cuadraticos: 0'5' —1. Por

1 0 3/2 X1
Q(x) =xTAx = (1 x2 X3)< 0o -2 —1) <x2>_
3/2 -1 0 X3

tanto,

Clasificacion de las formas cuadraticas Q(x) = xT Ax.



Diremos que una forma cuadratica es:
e DEFINIDA NEGATIVA: siparatodox # 0 = Q(x) < 0.
e SEMIDEFINIDA NEGATIVA: siparatodox # 0 = Q(x) < 0.
e DEFINIDA POSITIVA: si para todo x # 0 = Q(x) > 0.
e SEMIDEFINIDA POSITIVA: siparatodox # 0 = Q(x) = 0.
o INDEFINIDA: si para algunos x # 0= Q(x) >0 y para otros x # 0=
Q(x) <O0.

Ejemplo: Considere la matriz diagonal de orden 3 D.

1 0 0
D=10 2 0
0 0 4

La forma cuadratica asociada a la matriz anterior es

1 0 0\ /%
Q) =xTAx = (%1 x x3)<o 2 0)<xz)=x12+2x§+4x§.
0 0 4/\x;

Notese que para cualquier vector real x # 0, Q(x) es positive, ya que el cuadrado de
cualquier numero, independientemente de su signo, siempre es positivo, y los
coeficientes de los términos cuadréticos también son positivos. Luego, la suma x? +
2x3 + 4x2 es siempre positiva.

Ejemplo 2: Considere la siguiente matriz.

-2 0 0
E=({0 -2 0
0 0 -2

La forma cuadratica asociada a E es

-2 0 0 X1
Q) =xTAx = (1 X2 x3)< 0 -2 0 <x2 = —2x{ — 2x5 — 2x3
0 0 =2/ \X3

Notese que para cualquier vector x # 0, Q(x) es claramente negativa, ya que el
cuadrado de cualquier nimero es siempre positivo, y los coeficientes de los términos
cuadraticos son negativos, por lo que —23612 - 2x§ - 2x§ es siempre negativo.

De modo que ya podemos dar una primera regla para calcular el signo de una forma
cuadratica. Para calcular el signo de una forma cuadratica asociada a una matriz
diagonal, unicamente tenemos que fijarnos en el signo de los elementos de la diagonal
principal. Asi,

e sitodos los elementos de la diagonal principal son positivos, entonces la forma
cuadratica es DEFINIDA POSITIVA. Ejemplo:



2 0 0
A=({0 1 0
0 0 3
e si todos los elementos de la diagonal principal son positivos 6 0, entonces la
forma cuadratica es SEMIDEFINIDA POSITIVA. Ejemplo:

2 0 0
A=|10 0 O
0 0 3
e sitodos los elementos de la diagonal principal son negativos, entonces la forma
cuadratica es DEFINIDA NEGATIVA. Ejemplo:

-2 0 0
A= 0 -1 0
0 0 -3
e si todos los elementos de la diagonal principal son negativos 6 0, entonces la
forma cuadratica es SEMIDEFINIDA NEGATIVA. Ejemplo:

-2 0 0
A=<O 0 0)
0 0 -3

e si en la diagonal principal encontramos elementos positivos y negativos, o
positivos, negativos y cero, entonces la forma cuadratica es INDEFINIDA.

Ejemplo:
-2 0 0 -2 0 0
A= 0 -1 0),B=(0 0 O
0 0 3 0 0 3
1°" Método: Calculo de los autovalores.

Teorema. Sea A una matriz simétrica de orden n. Entonces, diremos que la forma
cuadratica Q(x) = xTAx

e es DEFINIDA POSITIVA si todos los autovalores de A son positivos.

e es SEMIDEFINIDA POSITIVA si todos los autovalores de A son positivos 6 0.

e es DEFINIDA NEGATIVA si todos los autovalores de A son negativos.

o es SEMIDEFINIDA NEGATIVA si todos los autovalores de A son negativos 6 0.

o es INDEFINIDA si A tiene autovalores positivos y negativos, o positivos, negativos

y 0.
Ejemplo:
-1 0 O X1
Q(x) = —x% + 2x,%3 — x5 = (X1 X2 x3)< 0 0 1 ><xz>
0 1 -1/ \x3

En primer lugar, calculamos los autovalores de la matriz.



—1-2 0 0
0 0—2A 1 |=CE1-DEDE1-DH-(-1-1) =
0 1 —-1-2

=2+2A-1+2B+212-21=23+227-1

Utilizamos Ruffini.
1 1 2 0o -1
-1 -1 1
1 1 -1 0

11:_1<0

=A+1D)AR*+21-1)=0

([ —1++5

_—1i\/1—4'1'(—1)_ 12=T=0,618033989>0
2 | —1-+/5

k/13 =—F = —1,61803399 < 0

En este caso, dos autovalores de A son negativos, y uno positivo. Por tanto, la forma
cuadratica asociada a dicha matriz es INDEFINIDA.

22 Método: Calculo de los Menores Principales.
Dada una matriz cuadrada

ai1 Q12 Q93 0 Qe

a1 Az Qz3 -+ dn
A=| 431 d3z dzz = dzp |,

an1 Qnz2  Qn3 ann/

sus menores principales son

1| Q2| 13 A1n
a
Ay1 Ay 23 Azn
a a
asz; Qasp 33 eee ?n
ann
an1 an2 ans

|A1| = |aql

a;; ap
|A2| = | |

Ay dp



a1 A12 Qg3
a1 Az dps
az; dzp dAzz

|A3| =

Teorema. Sea A una matriz simétrica de orden n. Entonces, la forma cuadratica
asociadaa 4, Q(x) = xTAx

es DEFINIDA POSITIVA si y sélo si todos sus menores principales ordenados de
menor a mayor son positivos. Esto es, |[A;| > 0, |A,]| > 0, |4A3] >0, ..., |A| > 0.
es SEMIDEFINIDA POSITIVA si y sélo si todos sus menores principales ordenados
de menor a mayor son positivos, menos el ultimo que es 0. Es decir, |[A;]| > 0,
|A,| >0, |[A3] >0, ..., |A| = 0.

es DEFINIDA NEGATIVA si y sélo si todos sus menores principales ordenados de
menor a mayor alternan en signo, empezando por negativo. Esto es, |4;| <0,
|A,] >0, |[A5] <O, ...

es SEMIDEFINIDA NEGATIVA si y sdlo si todos sus menores principales ordenados
de menor a mayor alternan en signo, empezando por negativo, menos el ultimo
que es 0. Es decir, |4;] <0, |4,] > 0, |45] <O, ..., |A| = 0.

es INDEFINIDA si el ultimo menor principal es distinto de 0, y no es ni DEFINIDA
POSITVA, ni DEFINIDA NEGATIVA. Esto es, |A| # 0y Q(x) no es DEFINIDA.

es INDEFINIDA si todos los menores principales son distintos de 0 menos el
ultimo, y no es ni DSEMIDEFINIDA POSITIVA, ni SEMIDEFINIDA NEGATIVA. Es
decir, |4;| # 0,]A] = 0y Q(x) no es SEMIDEFINIDA.

En cualquier otro caso, este criterio no decide.

Ejemplo 1: Considere la siguiente matriz.

4 2 0
A=12 9 0)
0 0 2

NeJ

4 2 0\ /%1
Qx) =xTAx = (X1 X2 X3) (2 0) <xz> = 4x? + 9x% + 2x% + 4x,x,

0 0 2/ \X3

|4l =141 =4>0

A continuacidén, calculamos el siguiente menor principal de orden 2.

|AZ|=|‘2L é —36—4=32>0

Por ultimo, calculamos el determinante de toda la matriz.

4 2 0
Azl =2 9 0/=4-9-2-2-2:-2=64>0
0 0 2

En este caso, todos los menores principales de A son positivos. Luego, Q(x) es
DEFINIDA POSITIVA.



Ejemplo 2: Considere la siguiente matriz.

2 0 2
A=(0 4 4
2 4 6

2 0 2\ /%1
0(x) =xTAx = (X1 X2 X3) (0 4 4) <x2> = 2x% + 4x% + 6x% + 4x;x3 + 8x,x5
2 4 6/ \x3

141l =12]=2>0

=l §=e>

2 0 2
0 4 4
2 4 6

|A3]| = =48-16—-32=0

Q(x) es, por tanto, SEMIDEFINIDA POSITIVA.
Ejemplo 3: Considere la siguiente matriz.
(1 =2
4= (—2 4 )
1 —-2\(X
Q(x) = xTAx = (x1  x2) (_2 4 ) (x;) = x? + 4x2 — 4x,x,
|4l =1=1>0

|A2|=|_12 _42|=4—4=0

En este caso, todos los menores principales de A son positivos, menos el Gltimo que es
0. Por consiguiente, Q(x) es SEMIDEFINIDA POSITIVA.

Ejemplo 4: Considere la siguiente matriz.

-4 -2 1
A=|-2 -4 2 )
1 2 -1

-4 -2 1 X1
Q(x) =xTAx = (x1 X2 X3) <_2 -4 2 ><x2> =
1 2 -1/ \%3

= —4x2 — 4x2 — x3 — 4x; X, + 2x, X3 + 4XyX5

|4;] = -4l =-4<0



4l = |73 T2 =16-4=12>0

-4 -2 1
|As|=1-2 -4 2[=0
1 2 -1

En este ejemplo, los menores principales de A alternan en signo empezando por
negativo, menos el Ultimo, que es 0. So, Q(x) es SEMIDEFINIDA NEGATIVA.

Ejercicio: Estudie el signo de las siguientes formas cuadraticas utilizando el método
de los menores principales.
a) Q(x) = x% —2x3 +4x,x,

b) Q(x) = —x3 — 3x% + 2x1x, — X5 — 2x,5
c) Q(x) = —2xyx; + x3 — x% + 2x,x3 — x,%3
Solucién

a)

Q(x) = xf — 2x5 + 4x,x, = (%1 x3) (% _22) (2)

|41l =111=1>0

2

_2|=—2—4=—6<0

|4,] = |;

En este caso, |A| # 0,y Q(x) no es DEFINIDA, por lo que Q(x) es INDEFINIDA.

b)
-1 1 0 X1
Q(x) = —x2 —3x2 4+ 2x1%, — x5 —2xx3 = (%1 X2 x3)[ 1 -3 —1]|*
0 -1 -1/ \Xx3
|4, =|-1=-1<0
_|71 1 _,_ 4 _
|Az|—|1 _3|—3 1=2>0
-1 1 0
450=]1 -3 —1|=-3+1+1=-1<0
0o -1 -1

En este caso, los menores principales de A alternan en signo empezando por negativo.
Por tanto, Q(x) es DEFINIDA NEGATIVA.

c)

0 -1 1 X1
Q(x) = —2x1X, + X2 — x3 + 2x;X3 — X3 = (X1 X2 X3) (-1 1 —1/2> <x2>
1 —1/2 -1/ \x



|41l = [0l =0

|4;] = |_01 _11| =-1<0

0 -1 1 L
Azl =|-1 1 —U2=§+§—1+1=1>0
1 -1/2 -1

En este caso, |A| # 0y Q(x) no es DEFINIDA, luego es INDEFINIDA.

EJERCICIOS:

1. Exprese la siguiente forma cuadratica en forma polindmica y estudie su signo.

0 1 1\ /%1
Q(x) =(x1 X2 x3)<1 0 1><x2>

1 1 0/ \X3
Solucién

0 1 1\ /%1
Q(x) = (xl x2 x3) <1 O 1 x2 - lexz + 2x1X3 + ZXZX3
1 1 0/ \x3

Utilizando el método de los menores principales se tiene:

|A;] =1[0] =0
0 1
M“_h o =-1<0

0 1 1
1 0 1
1 1 0

|As]| = =14+1=2>0

En este caso, |A| # 0y Q(x) no es DEFINIDA. Por tanto, es INDEFINIDA.

Utilizando el método de los autovalores se tiene:

-1 1 1
1 -2 1|{=CEDEDED+1+1+A1+2+2==-23+31+2
1 1 -2
-2 +31+2=0
Utilizamos Ruffini.
471 0 3 2

1 -1 -2



-1 1 2 0
11:_1<0

“B3431+2=QA+1D(-22+2+2)=0

AP +A+2=0
—1+3
1+ 1-4-(-1)-2 |h=—"F"="1<0
A: =
-2 -1-3

En este caso, se obtiene un autovalor negativo, que se repite dos veces, y otro
positivo. Por tanto, Q(x) es INDEFINIDA. Obviamente, se obtiene el mismo
resultado utilizando ambos métodos.

Exprese las siguientes formas cuadraticas en forma matricial y estudie su
signo.

a) Q(x) = 2x3 — 3x,x, + x3.

b) Q(x) = x5 + x5 + 2x,x5 + 3.

c) Q(x) = x1x3 + X3x3 + X1X4 + XXy + X3X4 + X1 X3.

Solucién
a)
2 —-3/2\ (x
Q(x) = 2x% —3x1x, + x5 = (X1 X2) (_3/2 1 >(X1)

Utilizando el método de los menores principales se tiene:

|4l =12 =2>0

~3/2

2

|=2—3=—1<0

En este caso, |A| # 0y Q(x) no es DEFINIDA. Por tanto, es INDEFINIDA.

Utilizando el método de los autovalores se tiene:

2-1 -3/2

372 1_A==@—AX1—A}—3=2—21—A+AZ—3=A?—3A—1

A2—-31-1=0



([ 3+ \/_3
j A = = 3,30277564 > 0

_3i\/9—4-1-(—1)_3i 3
- 2 - 3 \/_
VZ_ 2

—0,30277564 < 0

En este caso, obtenemos un autovalor positivo y otro negativo. Por
consiguiente la forma cuadratica anterior es INDEFINIDA.

b)

1 0 1\ /%
Q) =x?+x2+2xx3+x3 =01 x2 x3)[0 1 0]

Utilizando el método de los menores principales se tiene:

Al =11]=1>0
_ |1 0] _
|A2|—|O J=1>0

1 0 1
0 ofl=1-1=0
1 0 1

[N

|A3| =

En este caso, |A;| > 0, |4,| > 0, |A3] = |A| = 0. Por tanto, es SEMIDEFINIDA
POSITIVA.

Utilizando el método de los autovalores se tiene:

1-4 0 1
0 1-2 0
1 0 1-4

=1-DA-HDA-H-0A- =

=(1-224+422)DA-D-A-D)=1-2A+2-21+422-1B-1+21=

= —A34+312-21=0

=0
B 4+312-21=0> —/12+3,1—2/1=o:>{ 1
( ) —A24+31-2=0
—A24+31-2=0
_ 304 D (D) _ 341 Ay=—5=1>0
B -2 =2 —4

En este caso, obtenemos dos autovalores positivos y uno igual a 0, por lo que
Q(x) es SEMIDEFINIDA POSITIVA.

c)



Q(x) = X1Xp + XyX3 + X1X4 + XXy + X3X4 + X1X3 =

0 1/2 1/2 1/2\ /x

_ 1/2 0 1/2 172\ x
=00 % % Wy 12 0 12 )|
1/2 1/2 172 o/

Utilizando el método de los menores principales se tiene:

|A:] =10] =0
0 1/2 1
0 1/2 1/2| { 4 5 1
|43l =1|1/2 0 1/2[{==4+-====>0
12 12 o 8 8 8 4
0 1/2 1/2 1/2
_|1/2 o0 172 1/2
|44l =

1/2 172 0 1,2
1/2 1/2 172 o

Fila 3 — Fila 2, Fila 4 — Fila 2, 2 - Fila 2

0 1/2 1/2 1/2 0 1/2 1/2 1/2
/2 o0 1/2 172 _|11/2 0o 1/2 172| _

1/2 1/2 0 1/2 o 1/2 -1/2 ¢
12 1/2 1/2 o 1/2 1/2 12 0

0o 1/2 172 1/2
/2 0 172 1/2|_ -
o 1/2 —172 0 =701

0 1/2 1/2
1/2 -1/2 0

0o 12 o —1/2 2z 0 =172
10 1)_ 11 1<o
—2\8 '8/ 24

En este caso, |A| # 0y Q(x) no es DEFINIDA. Por tanto, es INDEFINIDA.
3. Calcule el valor de a para que la siguiente forma cuadratica sea positiva.
Q(x) = 5x% + x% + ax3 + 4x,x, + 2X1X3 — 2X,X3.
Solucion

Q(x) = 5x2 + x2 + ax? + 4x,x, + 2x1x3 — 2XpX5 =



5 2 1 X1
= (X1 X2 X3) (2 1 —1) (xz)
1 -1 a X3
A1l =15]=5>0

4zl =[5 4 =5-4=1>0

5 2 1
|A;]=12 1 —-1|=5a—-2-2-1-5-4a>0
1 -1 a

56a—2—-2—-1-5—-4a>0
a—10>0
a>-—10
Por tanto, Q(x) es DEFINIDA POSITIVA cuando a > —10.

FORMAS CUADRATICAS RESTRINGIDAS:

Es frecuente plantearse el estudio del signo de una forma cuadratica “no libre” sino
restringida a un subespacio. Las formas cuadrdticas restringidas han de satisfacer
ciertas condiciones.

Si la forma cuadratica es Definida Positiva, Definida Negativa en todo el espacio, es
l6gico que lo sea en una parte del mismo. Pero si la forma cuadratica es Semidefinida
Positiva, Semidefinida Negativa o Indefinida, se ha de proceder al estudio del signo de
la restringida. Es decir:

e SivVx(x#0),Q(x)>0— AesDEFINIDA POSITIVA en todo el espacio.

e SiVx(x+0),0Q(x) <0 — AesDEFINIDA NEGATIVA en todo el espacio.

e En cualquier otro caso, tendriamos que calcular el signo de la forma cuadratica

restringida al subespacio correspondiente.

Cuando una forma cuadratica esta restringida a un subespacio la restriccidn viene dada
por un sistema de ecuaciones lineal homogéneo. (Recuerde que en un sistema
homogéneo los términos independientes son cero). Es decir,

Q(x) = xTAx
s.a. BX=0

Procedimiento de reduccion de la Forma Cuadratica:

Supongamos que este sistema posee m ecuaciones. En este sistema existen menos
ecuaciones que incognitas (m < n). Por lo que al resolver el sistema, la solucién va a
qguedar en funcién de m — n variables.



Una vez que hemos obtenido la solucién del sistema, se substituye en la forma
cuadratica Q(x) y se tiene:

Q(x1, Xg) ves X)) = Q(Xymats ooes Xp) = xT A'x*,
donde Dim(A") < Dim(A).

La forma cuadrética obtenida, Q(X,,41, .., X5,) €s libre, y podemos estudiar su signo
normalmente.

Ejemplo 1: Sea
. 1 -2\r/*1
ew =1 (5, 7)G)
s.a. 2x1+x,=0

Calcule el signo de Q(x).
Solucién

En primer lugar, tenemos que obtener el signo de la forma cuadrdtica sin restringir.
Para ello, vamos a utilizar el método de los menores principales.

Al =11 =1>0
_ | =2 _,_ 4_
|A2|—|_2 4|_4 4=0

Como el primero el positivo y el determinante de toda la matriz es 0, la forma
cuadratica anterior sin considerar la restriccion es Semidefinida Positiva. Por tanto,
tenemos que continuar.

Teniendo en cuenta la restriccién:

2X1 +X2 =0 =>x2 = —le
Por lo que

1 -2

4 ) (2) =x? 4+ 4x5 — 4x,x,

Q) = (1 %) (
Q(x*) = x2 + 4(—2x,)? — 4x,(—2x;) = 25x2 > 0

Luego Q(x) restringida al subespacio dado por 2x; + x, = 0 es DEFINIDA POSITIVA.

-4 -2 1 X1
Q(x) =(x1 X2 X3) (—2 -4 2 ><x2>
1 2 -1/ \X3
s.a. x1—x,+x3=0

Ejemplo 2: Sea

Calcule el signo de Q(x).

Solucién



Al igual que en el ejemplo anterior, lo primero que tenemos que hacer es obtener el
signo de la forma cuadratica sin restringir. Para ello, vamos a utilizar el método de los
menores principales.

Ayl = -4 = ~4 <0
_ =% 2| _16_a=
ol = |5 Tyl=16-4=12>0
4 -2 1
A3l =[-2 -4 2|=0
1 2 -1

Como los menores principales alternan en signo empezando por negativo y el ultimo
(determinante de toda la matriz) es 0, la forma cuadratica anterior sin considerar la
restriccion es Semidefinida Negativa. Por tanto, tenemos que continuar.

Teniendo en cuenta la restriccion:

xl—x2+X3=0$x2=x1+X3

-4 -2 1 X1
Qx) =1 x x3)<_2 —4 2)<x2>

1 2 =1/ 3
= —4‘Xf - 4‘X§ - X% - 4‘X1X2 + ZXIX3 + 4‘X2X3

Por lo que

Q(x*) = _4‘x12 — 4‘(X1 + X3)2 - x% - 4‘X1(X1 + X3) + 2x1X3 + 4‘(X1 + X3)X3
= —4x2 — 4x? — 4x2 — 8x,x3 — X2 — 4x? — 4x x5 + 2%, X3 + 4x; X5

+4x3 = —12xf — x5 — 62103 = (X1 X3) (_—132 :i) (2)

o A" = |-12| =-12< 0
A’=(_132 _i):{|A'2|=|__132 :3|=12—9=3>0

Luego Q(x) restringida al subespacio dado por x; —x, +x3 =0 es DEFINIDA
NEGATIVA (ya que los menores principales alternan en signo empezando por
negativo).

Ejemplo 3: Sea

2 1 1\ /xq
Q(x) = (X1 X2 X3) (1 5 2) <x2>
1 2 1/ \X3

s.a { X1 — X2 = 0
o X1 + X2 + X3 = 0
Calcule el signo de Q(x).

Solucién



Al igual que en los ejemplos anteriores, lo primero que tenemos que hacer es obtener
el signo de la forma cuadratica sin restringir. Para ello, vamos a utilizar el método de
los menores principales.

|41l =12 =2>0

|A2|=|i é|=10—1=9>0

2 1 1
A3l =11 5 2[=0
1 2 1

Como los menores principales son todos positivos menos el lltimo (determinante de
toda la matriz) que es 0O, la forma cuadratica anterior sin considerar la restriccién es
Semidefinida Positiva. Por tanto, tenemos que continuar.

Teniendo en cuenta las restricciones:

X1 = X2
X1 — %, =0 Xy +x,+x3=0
{x1+x2+x3=0 2x, +x3 =0
X3 = —2X,

Por lo que

2 1 1\ /x
Q(x) = (¥1 X2 X3) <1 5 2) <x2> = 2xf 4 5x5 + x5 + 2x105 + 2213 + 4x,x5
1 2 1/ M3

Q(x*) = 2(x3)? + 5x2 + (—2x3)% + 2x,%, + 2x,(—2x,) + 4x,(—2x,) = x5 >0

.. . X1 — Xy = 0
Luego Q(x) restringida al subespacio dado por {x1 tx, 42 =0 es DEFINIDA
POSITIVA.
Ejemplo 4: Sea

3 -1 -2\ /x
Qx) = (X1 X2 X3) (—1 3 2 ><x2>
-2 2 2/ \X3
s.a. x;1—x,—x3=0
Calcule el signo de Q(x).

Solucién

Primero vamos a calcular el signo de la forma cuadratica sin restringir. Para ello, vamos
a utilizar el método de los menores principales.

|41l =3[ =3>0



|1‘12|:|_31 _31|=9—1=8>0

3 -1 -2
|As;]=]-1 3 2 |=0
-2 2 2

Como todos los menores principales son positivos menos el ultimo (determinante de
toda la matriz) que es 0, la forma cuadratica anterior sin considerar la restriccion es
Semidefinida Positiva. Por tanto, tenemos que continuar.

Teniendo en cuenta la restriccién:

xl_xz_X3:0:>x1:xZ+x3

3 -1 =2\ /%1
Q(x) =(x1 X2 X3) <—1 3 2 ><x2>
-2 2 2 X3
= 3x% + 3x2 + 2x3 — 2x,x, — 4x1 X3 + 4X,x3

Por lo que

Q(x") = 3(xz + x3)% + 3xF + 2x5 — 2(xx2 + x3) %, — 4(x5 + x3) %3 + 42,3
— A2 2 _ 4 2\ (*1
= 4x5 + x5 + 4x,x3 = (X1 X3) (2 1) (x3)
A=(4 6 Md;ﬂ?=4>0
2 1 |Aﬂ=b =4-4=0

Luego Q(x) restringida al subespacio dado por x; —x, — x3 = 0 sigue siendo
SEMIDEFINIDA POSITIVA.

-5 0 1 X1
Q(x) =(*1 X2 xs)( 0 -5 —3> <x2>
1 -3 -2/
le + x3 = 0
§-a. {4-x1 - sz — X3 = 0

Ejemplo 5: Sea

Calcule el signo de Q(x).
Solucion

Primero vamos a calcular el signo de la forma cuadratica sin restringir. Para ello, vamos
a utilizar el método de los menores principales.

|4yl = 1-5] = -5 < 0

0

= %

|=25>0



-5 0 1
1 -3 =2

Como los menores principales alternan en signo empezando por negativo, menos el
ultimo (determinante de toda la matriz) que es O, la forma cuadratica anterior sin
considerar la restriccidon es Semidefinida Negativa. Por tanto, tenemos que continuar.

Teniendo en cuenta las restricciones:

X3 = —2x1
{ 2x1 +x3=0 :>4x1—2x2—(—2x1)=0
4x, —2x, —x3 =0 6x; —2x, =0

X, = 3%

Por lo que

-5 0 1 X1
Qx)=(1 X2 Xx3)| 0 -5 -3 <x2> = —5x% — 5x5 — 2x5 + 2x,X3 — 6X,X3
1 -3 =2/ V3

Q(x*) = —=5x% — 5(3x;)? — 2(—2x1)? + 2x;(—2x;) — 6 - 3x; - (—2x;) = —26x2 < 0

2x1+X3=O

4x, — 2%y — X3 = 0 es DEFINIDA

Luego Q(x) restringida al subespacio dado por{
NEGATIVA.

1.9 HOJAS DE EJERCICIOS
A continuacién, se presentan cinco hojas de ejercicios relacionadas con los conceptos

gue se han tratado a lo largo de este tema, y que deberdn ser resueltas por los
alumnos.



HOJA 1: ESPACIOS Y SUBESPACIOS VECTORIALES Y APLICACIONES
LINEALES

. Exprese u(x) como combinacién lineal de v(x)=2x>+3x+4 vy
w(x) = x> —2x — 3.
a) u(x) =4x%+13x + 18.
b) u(x) = 5x% + 4x + 5.
c) u(x)=4x*>—6x-1.
Solucién
a) u(x) =4x%+ 13x + 18.
ux)=a-vx)+ - -wk)
4x% + 13x + 18 = a(2x?> + 3x + 4) + B(x? — 2x — 3)
4x% + 13x + 18 = a2x? + a3x + 4a + fx? — B2x — 3P
4x% +13x + 18 = 2a + B)x* + Ba — 2B)x + (4a — 3p)

Identificando coeficientes obtenemos el siguiente sistema de 3 ecuaciones con
2 incognitas:

20+ =4
3a—2p =13
4a — 303 =18

De donde se obtieneque a =3y f = —2.
u(x)=3-v(x)—2-wlk)
b) u(x) = 5x% + 4x + 5.
ux)=a-vx)+p- -wk)
5x2+4x+5=ax?+3x+4) +L(x?—2x—3)
5x2 + 4x +5 = a2x? + a3x + 4a + fx* — f2x — 3B
5x24+4x +5= 2a+ p)x*> + (3a — 2B)x + (4a — 3p)
Identificando coeficientes obtenemos el siguiente sistema de 3 ecuaciones con
2 incégnitas:
2+ =5

3a -2 =4
4a — 3B =5



De donde se obtienequea =2y f = 1.
u(x) =2-v(x) +wx)
c) u(x) =4x%?—6x—1.
ulx) =a-vx)+p-wkx)
4x2 —6x —1=ax?*+3x +4) + p(x? — 2x — 3)
4x% —6x — 1 = a2x? + a3x + 4a + fx* — f2x — 3
4x% —6x — 1= a+p)x*+ Ba—2B)x + (4a — 3B)

Identificando coeficientes obtenemos el siguiente sistema de 3 ecuaciones con

2 incégnitas:
_4- ﬁ B
=2_C
2
ot
3B
6———2F=-6
>~ 2P
7
R
2a+p =4 24
a—20=-6= =7
4a -3 =-1
VA 24 28—-24 4 2
a=2———=2—-——= - =
2 14 14 14
4 2 3 24¢ 1
7 7
8 72
7 7
64¢ 1
7

En este caso, la tercera ecuacidn no se verifica, lo que hace que el sistema de
ecuaciones anterior sea incompatible, o lo que es lo mismo, que no tenga
solucidn. Por tanto, u(x) no se puede escribir como combinacién lineal de

v(x) yw(x).

. Determine si los siguientes conjuntos de vectores de R3 son linealmente
dependientes o independientes.

a) (1,-2,1);(2,1,-1);(7,—4,1).

b) (1,-3,7);(2,0,-6);(3,—1,—1);(2,4,-5).

¢ (1,2,-3);(1,-3,2);(2,—-1,5).

d) (2,-3,7);(0,0,0);(3,—1,—4).

e) (1,1,1);(1,-1,5).



f) (1,1,1);(1,2,3);(2,-1,1).
g (2,2,-1);(4,2,-2).

Solucidn

Para que un conjunto de vectores sea LINEALMENTE INDEPENDIENTE Ia
ecuacion vectorial ky vy +ky, vy + k3 v3+ -+ k, v, =0 Unicamente
puede tener una solucién, la trivial, en la que todos los k; = 0. En caso
contrario, el conjunto de vectores serd LINEALMENTE DEPENDIENTE.

a) (1! _211)1 (2111 _1)1 (7) _411)

a(1,-2,1) +p(2,1,-1) +y(7,—4,1) = (0,0,0)

a=p-y
B—v+26+7y=0
a+2+7y=0 36+6y =0 a -3y
—2a+pf—-4y=0= p=-2y :><ﬁ>=<—2y)
a—pf+y=0 a=p—-—y=-2y—y=-3y 14 Y

~2(=3y) 2y —4y =0
0=0

El sistema de ecuaciones anterior tiene infinitas soluciones (por cada valor que
demos a ¥y, habra un valor para a y para 8), por lo que el conjunto de vectores
gue estamos estudiando es linealmente dependiente.

b) (1,-3,7);(2,0,—6); (3,—1,-1);(2,4,-5)

Este conjunto de vectores es linealmente dependiente ya que el nimero de
vectores del conjunto (4) es mayor que la dimensién del espacio (3, porque los
vectores tienes 3 componentes y por tanto, trabajamos en R3).

C) (1r2r _3)r (1: _3,2), (2; _115)
a(1,2,-3) +(1,-3,2) +y(2,-1,5) = (0,0,0)
a+pf+2y=0
20 —38—-y=0 = a=f =y =0 = Solucién trivial (Gnica)

—3a+28+5y =0

Como la solucién del sistema de ecuaciones es Unica, el conjunto de vectores
anterior es linealmente independiente.

d) (2,-3,7);(0,0,0); (3,—1,—4)

Este conjunto de vectores es linealmente dependiente ya que contiene al
vector nulo (0,0,0).



e) (1,1,1); (1,-1,5).
«(1,1,1) + B(1,-1,5) = (0,0,0)

a=—
—B—p=0
at+p=0 —28=0
a—pf=0 = p=0 = a = § = 0 = Solucidn trivial (tnica)
0(+5[3=0 a{:—'B:O
0+5-0=0
0=0

Como la solucién del sistema de ecuaciones es Unica, el conjunto de vectores
anterior es linealmente independiente.

f) (1,1,1);(1,2,3);(2,-1,1)

a(1,1,1) + B(1,2,3) +y(2,—1,1) = (0,0,0)

a+f+2y=0
a+2f—y=0=a= B =y =0 = Solucidn trivial (inica)
a+3+y=0

Como la solucién del sistema de ecuaciones es Unica, el conjunto de vectores
anterior es linealmente independiente.

g) (2!2! _1)’ (4,2, —2)

a=-2f
2(=2B)+28 =0
2a+4B =0 -28=0
20+ 2 =0 > =0 = a = [ = 0 = Solucidn trivial (tinica)
—a—2ﬁ=0 a:—ﬁ:()
—-0-2-0=0
0=0

Como la solucién del sistema de ecuaciones es Unica, el conjunto de vectores
anterior es linealmente independiente.

. Compruebe si S es un subespacio vectorial de V' y, en caso afirmativo, calcule
su dimension y una base.

a) S={(a,b,0)/a,be R}y V = R3.

b) S={(a,b,c)/a+b+c=0}yV=R3.

c) S$={ax*+c/a,c € R}yV = Polinomios de grado < 2.



Solucién
Para que los subconjuntos anteriores sean subespacios se tienen que dar dos
condiciones, que la suma sea interna, es decir, v; + v, € V,donde v4,v, €V

y que el producto de un vector del subconjunto por un escalar sea otro vector
del subconjunto, es decir,a - v € V,dondev € V.

a) S={(a,b,0)/a,bER}yV =R3
Vamos a comenzar comprobando que se cumple que v{ + v, €V, donde
V1,Vy € V.

(a,b,0) + (a',b',0) = (a+a’,b+b',0)
Se cumple la primera condicidn, ya que en el vector resultante sus dos primeros
componentes son numeros reales, y el tercero es 0, de modo que tiene la
misma forma que cualquier vector del conjunto S.
Comprobamos ahoraquea-v € V,dondev € V.

a(a,b,0) = (aa, ab,0),donde ¢ € R

Por la misma razén que antes, se cumple la segunda condicién. Por tanto, al
cumplirse ambas condiciones, el conjunto anterior es un subespacio de V.

A continuacién, vamos a calcular su dimensién y una base del mismo.

()G ()-<(e)

Bs =1{(1,0,0);(0,1,0)}

De donde

Como la base anterior esta compuesta por 2 vectores, la dimension de este
subespaciode V = R3 es 2.

b) S={(a,b,c)/Ja+b+c=0}yV =R3
Comenzamos comprobando que se cumple que v;+ vy €V, donde
V4,V ev.

(a,b,c) + (a',b',c)=(a+a,b+b',c+")

Como (a,b,c) y (a’,b',c") son vectores del conjunto S, cumplen a+b+c¢c =0
ya' +b"+ ¢ = 0. A continuacién comprobamos si el vector que resulta de
sumar los dos anteriores cumple esa misma condicién.

a+a +b+b' +c+c’'=(@+b+c)+ (@ +b'+c')=04+0=0



Comprobamos ahoraquea-v € V,dondev € V.
ala,b,c) = (aa,ab,ac)
aa+ab+ac=ala+b+c)=a-0=0
Al cumplirse ambas condiciones, el conjunto anterior es un subespacio de V.

A continuacién, vamos a calcular su dimensién y una base del mismo. Por el
enunciado, sabemos que

a+b+c=0>a=-b—-c

Por lo que la solucién del sistema anterior es
a —-b—c —b —C -1 -1
c c 0 c 0 1

BS = {(_1; 1' 0); (_1' 0: 1)}

De donde
Como la base anterior esta compuesta por 2 vectores, la dimension de este
subespaciode V = R3 es 2.
c) S={ax?+c/a,c € R}yV = Polinomios de grado < 2
Comenzamos comprobando que se cumple que v{+ vy €V, donde
V1,V ev.

(ax?+c)+(@x?+c)=(a+a)x*>+ (c+ )
Luego, la primera condicidn se cumple.
Comprobamos ahoraquea-v € V,dondev € V.

a(ax? + ¢) = (aa)x? + (ac)

La segunda condicidon también se cumple. Por tanto, el conjunto anterior es un
subespaciode V.

A continuacién, vamos a calcular su dimensién y una base del mismo. Por el
enunciado, sabemos que

ax?+c/a,c €R
De donde
ax*>+0-x+c-1

Por lo que una base de S serd



Bs = {x*;1}
De lo anterior se deduce que la dimension de este subespacio de V es 2.
Sea § = {(xl,xz,xg,X4)/x1 — X4 = 0, 2x2 + X3 = 0}.
a) Demuestre que S es un subespacio vectorial de R*.
b) Calcule la dimensién y una base de §.
c) Calculense las coordenadas de v = (1,1, —2, 1) en dicha base.
Solucién
Para que los subconjuntos anteriores sean subespacios se tienen que dar dos
condiciones, que la suma sea interna, es decir, vy + v, € V,donde vq,v, EV
y que el producto de un vector del subconjunto por un escalar sea otro vector
del subconjunto, es decir,a - v € V,dondev € V.

a) Demuestre que S es un subespacio vectorial de R*.

Comenzamos comprobando que se cumple que v{+ vy €V, donde
V1,V ev.

(x1, X2, x3,%4) + (X1, %27, %3, x4") = (21 + 21", %5 + %57, %3 + x3", x4 + x4")

Como (xq, x5, x3,%4) Y (x1', x5, x3", x,") son vectores del conjunto S, cumplen
X1—%X,=0,2x,+x3=0vyx;  —x," =0, 2x;," + x3" =0, respectivamente.

A continuacidon comprobamos si el vector que resulta de sumar los dos
anteriores cumple esa misma condicidn.

X1+x —x34+x," =0 —x) + (" —x,')=0+0=0
2x2+X2'+X3+X3'=(2x2+X3)+(2X2'+X3')=0+0=0

Por tanto, el vector resultante cumple la primera condicién, ya que las dos
ecuaciones anteriores son iguales a 0.

Comprobamos ahoraquea-v € V,dondev € V.
a(xq,x,,%3,%,) = (AXq, XXy, AX3, AXy)
ax, —ax,=a(x; —x,) =a-0=0; a2x, + ax; =ax, +x3) =a-0=0

La segunda condicién también se cumple. Por tanto, al cumplirse ambas
condiciones, el conjunto anterior es un subespacio de R*.



b) Calcule la dimensidn y una base de S.

A continuacién, vamos a calcular su dimensién y una base del mismo. Por el
enunciado, sabemos que

Por lo que la solucién del sistema anterior es

ANEANC AW AN
5 kM/ \5 )\ k;/ !

De donde
-1
Bg = {<07 1, O); (1,0,0, 1)}

Como la base anterior esta compuesta por 2 vectores, la dimension de este
subespacio de R* es 2.

c) Calculense las coordenadas de v = (1,1, —2,1) en dicha base.

(L1,-z1)=¢x(o ,110-+3(La04)

"2
p=1
2 s k=1
a=-2 @*=72
\p=1
Por lo que
v=2<0,_7,1,0)+(1,0,0,1)

5. Verifique cuales de las siguientes aplicaciones son lineales y cudles no.
a) f:R3 - Rdadapor f(x,y,z) =2x — 3y + 4z
b) f:R? > Rdadapor f(x,y) =x-y
c) f:R3 - R?dadapor f(x,y,z) = (|x|,0)
d) f:R? - R3dadapor f(x,y) = (2x,2y,x +y)
e) f:R? - R?dadapor f(x,y) = (x%,y?)
f) f:R? - R? dadapor f(x,y) = (2x — y,x)
g) f:R? - R? dada por f(x,y) = (ax + by, cx + dy)
h) f:R3 - R? dada por f(x,y,2) = (z,x + y)
i) f:R3—> R?dadaporf(x,y,z)=(x+1,y+2z)
i) f:R - R?dadapor f(x) = (2x,3x)



k) f:R — R?dada por f(x) = (x,1)
I) f:R? - Rdadapor f(x,y) = |x —y|

Solucién

Para que las aplicaciones siguientes sean aplicaciones lineales, tienen que
cumplir las dos propiedades siguientes: f(vqy +v3) = f(v1) +f(v3) vy
fkv) =k - f(v).

a) f:R3® - Rdadaporf(x,y,z) =2x—3y+4z
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.
y2)+ &y, 2)=(x+x",y+y',z+2)
fa+x,y+y,z+2)=f(xy,2) + f(x,y,2)
2+ xN) =3y +y)+4(z+2z)=2x—3y+4z)+ (2x' —3y' + 4z")
2x+2x'"—3y—-3y' +4z+4z2")=(2x+2x' -3y -3y ' +4z+ 42"

La primera propiedad si se cumple. A continuacién comprobamos si se cumple
la 22,
f(k(x,y,2)) = k- f(x,y,2)

f(kx,ky, kz) = k- (2x — 3y + 42)
(2kx — 3ky + 4kz) = (k2x — k3y + k4z)
También cumple la 22 propiedad. Luego, se trata de una aplicacion lineal.
b) f:R? - Rdadaporf(x,y)=x"-y
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.
)+ & y)=(x+x"y+y)
fe+x,y+y)#fGy)+f(xy)
((x+x)-+y))#xy)+ & y)
xy+xy' +x'y+x'y) = (xy+x'y)

La primera propiedad no se cumple. Por lo que la aplicacion anterior no es
lineal. De todos modos, a continuacion comprobamos si cumple la segunda.

f(k(x,y)) # k- f(x,¥)



flkx,ky) # k- (x-y)
(kx - ky) # (k-x"y)
(k*xy) # (kxy)
Tampoco cumple la 22 propiedad. Luego, no se trata de una aplicacion lineal.
c) f:R3® - R?dadapor f(x,y,2) = (|x],0)
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.
)+ & y)=(x+x"y+y)
f+xy+y)#fly) +f,y)
(Ix +x'[,0) # (|x],0) + (x|, 0)
(Ix+x[,0) # (Ix| + x|, 0)

La primera propiedad no se cumple. Por lo que la aplicacién anterior no es
lineal. De todas, formas, vamos a comprobar si cumple la 22.

f(k(x,y)) # k- f(x,¥)
fkx, ky) # k- (|x],0)
(kx],0) # (k|x|,0)

Tampoco cumple la 22 propiedad. A continuacién ponemos un ejemplo
concreto para verlo mas claramente.

u=(12),k=-2
f(=2(1,2)) #-2-£(1,2)
f(=2,-4) # -2-(]1],0)
(1-21,0) # (=2 1,0)
(2,0) # (—2,0)

Al no cumplir ninguna de las dos propiedades, podemos decir que no se trata
de una aplicacion lineal.

d) f:R? - R3dadapor f(x,y) = (2x,2y,x + y)

Comprobamos si se cumple la primera propiedad.



)+ & Y)=G+x,y+y")
fa+x,y+y)=fxy)+f&,y)
Cl+xD)20+y)x+x"+y+y)=2x,2y,x +y)+ (2x, 2y, x" + y")
Cx+xD2(0+y)x+x'+y+y)=Qx+2x" 2y + 2y, x+y+x' +y)
Cx+2x,2y+2y ,x+y+y+y)=Qx+2x,2y+ 2y, x+y+x'+y)

La primera propiedad si se cumple. A continuacion comprobamos si se cumple
la 22,

f(k(x,y) =k f(x,¥)
flkx, ky) =k-(2x,2y,x+y)
(2kx,2ky, kx + ky) = (k2x,k2y, kx + ky)
También cumple la 22 propiedad. Luego, se trata de una aplicacion lineal.
e) f:R? - R?dadapor f(x,y) = (x%,y?)
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.
Coy)+ (&, y)=Gx+x,y+y)
fe+x'y+y)#floy) + &, y)

((x+x)% 0+ # (2 yH) + (D% )

(e + 2024 +y)%) = (6 + ()% ¥+ ()%
La primera propiedad no se cumple. Por lo que la aplicacién anterior no es
lineal. De todas formas, vamos a comprobar si cumple la 22, aunque no haria

falta, ya que en el momento en el que al menos una de las dos propiedades no
se cumpla, ya no es aplicacion lineal.

f(k(e,y)) # k- f(x,3)
fkx, ky) # k- (x%y?)
((kx)?, (ky)?) # (kx?, ky?)

Tampoco cumple la 22 propiedad. Luego, no se trata de una aplicacidn lineal. A
continuaciéon ponemos un ejemplo concreto para verlo mas claramente.

u=(-23),k=3



£(3(=2,3)) #3-f(-2,3)
f(=6,9) #3-((-2)%3%
((-6)%,9%) # (3-4,3-9)
(36,81) = (12,27)
f) f:R? - R? dadapor f(x,y) = (2x — y,x)
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.
Y+ & y) = +x"y+y)
f+x,y+y)=fluy)+fE&,y)
Cx+x)—+y)x+x)=2x—y,x)+ (2x' —y',x")
Cx+2x"—y—y ,x+x)=Qx—y+2x' -y, x+x')
x+2x' —y—y ,x+x)=QQx+2x'—y—y,x+x")

La primera propiedad si se cumple. A continuacién comprobamos si se cumple
la 22,
f(k(x,y) = k- f(x,y)

f(kx,ky) =k -(2x—y,x)
(2kx — ky, kx) = (k2x — ky, kx)
También cumple la 22 propiedad. Luego, se trata de una aplicacién lineal.
g) f:R? > R?dadapor f(x,y) = (ax + by, cx + dy)
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.
oY)+ & y) = +x"y+y)
f+x,y+y) =fly)+f&.y)
(ax+x)Y+bly+y),c(x+x")+dly+y")) = (ax+ by, cx + dy) + (ax’ + by, cx" + dy")
(ax+ax" + by +by',cx +cx' +dy +dy’) = (ax + by + ax' + by',cx + dy + cx' + dy’)
(ax+ ax' + by + by, cx + cx' + dy + dy') = (ax + ax’ + by + by',cx + cx’' + dy + dy')

La primera propiedad si se cumple. A continuacién comprobamos si se cumple
la 22,



f(k(x,y)) =k f(x,y)
f(kx,ky) = k- (ax + by, cx + dy)
(akx + bky, ckx + dky) = (kax + kby, kcx + kdy)
(akx + bky, ckx + dky) = (akx + bky, ckx + dky)
También cumple la 22 propiedad. Luego, se trata de una aplicacién lineal.
h) f:R3> - R? dadapor f(x,y,2) = (z,x +y)
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.
Cy,z2)+ Ly, z2)=x+x",y+y,z+2)

fe+x,y+y,z+z)=f(xy,2) +f(x"y',2)

C+zZ,x+x"+y+y)=(@x+y)+ (2, x" +y)

C+z,x+x"+y+y)=C+z,x+y+x"+y)

z+z,x+x"+y+y)=(z+Z,x+x'+y+y)

La primera propiedad si se cumple. A continuacién comprobamos si se cumple
la 22,
f(k(x,y,2)) = k- f(x,y,2)

f(kx,ky, kz) =k-(z,x+y)
(kz,kx + ky) = (kz, kx + ky)
También cumple la 22 propiedad. Luego, se trata de una aplicacién lineal.
i) f:R3—> R?dadaporf(x,y,z)=(x+1y+z)
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.
xy,z2)+ &y, z2)=&+x,y+vy,z+2)
fa+x,y+y,z+2) # f(x,y,2) + f(x",y',2)
x+x'"+1L,y+y' +z+2)+=x+1Ly+2)+ (X' +1,y +2)
x+x'"+1L,y+y' +z+2) = x+1+x"+L,y+z+y +2)

x+x"+1Ly+y' +z+2)#=x+x"+2,y+y +2z+72)



La primera propiedad no se cumple. Por lo tanto, f(x,y,z) = (x + 1,y + z) no
es aplicacion lineal.

j) f:R - R?dadapor f(x) = (2x,3x)
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.

x+x

flx+x")=f(x)+ f(x)
(2(x + x"),3(x + x)) = (2x,3x) + (2x',3x")
(2x+ 2x',3x+ 3x") = (2x + 2x',3x + 3x")

La primera propiedad si se cumple. A continuacion comprobamos si se cumple
la 22,

f(k(x) = k- f(x)
f(kx) = k- (2x,3x)
(2kx,3kx) = k - (2x,3x)
k-(2x,3x) = k- (2x,3x)
También cumple la 22 propiedad. Luego, se trata de una aplicacion lineal.
k) f:R - R?dadapor f(x) = (x,1)
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.
x+x'
fGe+x')# f(x) + ()
x+x,D#(x1D+ 1)
(x+x",1)#x+x,2)

La primera propiedad no se cumple. Por tanto, f(x) = (x,1), no es aplicacién
lineal.

) f:R? - Rdadaporf(x,y) = |x—y|
Comprobamos si se cumple la primera propiedad.

)+ Y)=+xy+y)



fx+x,y+y)#fx,y)+fx',y)
lx+x" = +y)l#Ix—yl+|x' =yl
lx—y+x' =yl #|x—yl+|x =y

Teniendo en cuenta una de las propiedades de la funcién valor absoluto,
|x +y| < |x| + |yl|, tenemos

|k =)+ &' =y < lx—yl+Ix' =]
|(x=y) + (&' =y) # |x =yl + |[x' = ¥'|

La primera propiedad no se cumple. Por tanto, f(x,y) = |x —y|, no es
aplicacion lineal.
6. Se consideran las aplicaciones de R3 en R.

i.  f:R? > R%/f(xq1,x2) = (x1 + x3,0).

i. g:R-R%/g(x)=2xx+1).

iii. h:R? - R3/h(xy,x3) = (xq,X2, X1 + X3).

a) Compruebe que f y h, son aplicaciones lineales y g no es lineal.

b) Encuentre los vectores (x4, x;) que en la aplicacion h se transforman en

0 (nucleo de h).
c) Compruebe que el conjunto de vectores de R? que en la aplicacién f se

transforman en O (ntcleo de f) forman un subespacio vectorial de R2.
d) Calcule una base de dicho subespacio.

Solucién
a) Compruebe que f y h, son aplicaciones lineales y g no es lineal.

Para que las aplicaciones anteriores sean aplicaciones lineales, tienen que cumplir
las dos propiedades siguientes:f(vy + v3) = f(v1) + f(vy) y f(kv) =k - f(v).

iv. fiR? -5 R?/f(x1,%3) = (x1 + x,0)
(g, x2) + (21, %) = (%1 + X3, x5 + X3)
O+ x1,%2 + x3) = f(xq,x2) + f(xq,x3)
(1 +x1 + x5 +x5,0) = (x1 +x5,0) + (%1 + x35,0)
(xqy +x1 + x5, +x5,0) = (%1 + x5 + x1 +x3,0)

(x1+x7 +x3 +x5,0) = (x1 + x7 + x3 + x3,0)



f(k ) (xpxz)) =k f(x1,x3)
fkxy, kxy) =k - (x1 + x5,0)
(kxq + kx3,0) = (kxq + kx5,0)
Luego, al cumplirse ambas propiedades, la aplicacion anterior es lineal.
V. g:R->R?/g(x) = (2x,x + 1)
x+x'
glx+x) # g(x) +g(x)
Qx+xNx+x"+1)# QCx,x+ 1)+ (2x,x"+ 1)
Cx+2x,x+x"+1)# 2x+2x",x+x"+2)
La primera propiedad no se cumple. Luego, la aplicacion anterior no es lineal.
vi. h:R? > R3/h(xy,x,) = (X1, %3, %1 + X3)
(1, x2) + (1, x3) = (1 + x13, %2 + X3)
[y + x5, %5 + x3) = £y, x5) + f(x1,%3)
(1 + x1, %2 + X9, %1 +x1 + x5 +x5) = (X, X, %1 + x3) + (X1, %5, %1 + Xx3)
(X1 +x7, X + x5, X1 +x7 + 23 +x3) = (X1 + X7, %2 + X3, x1 + X7 + X3 +x3)
La primera propiedad se cumple.
A continuacion comprobamos que también se cumple la 22,
f(k(xpxz)) =k f(x,x2)
flexy, kxz) =k - f (x1,%2)
(kxq, kxy, kxy + kxy) = k- (xq, X2, x1 + x3)
(kxq, kxy, kxq + kxy) = (kxq, kx,, kxq + kx;)

Al cumplirse las dos propiedades podemos decir que h(xq, x5) es una aplicacion
lineal.



b) Encuentre los vectores (x4, x,) que en la aplicacién h se transforman en 0
(ntcleo de h).

Sp = {(x1,x2) € R*/(x1, %2, %1 + x2) = (0,0,0)}

c) Compruebe que el conjunto de vectores de R? que en la aplicacién f se
transforman en 0 (nucleo de f) forman un subespacio vectorial de R?.

Sy = {(x1,%2) € R?/(x1 + x2,0) = (0,0)}

Para que Sr sea un subespacio de R? se tienen que dar dos condiciones, que la
suma sea interna, es decir, v4 + v, € VV, donde v4, v, € V y que el producto de

un vector del subconjunto por un escalar sea otro vector del subconjunto, es
decir,a-v € V,dondev € V.
Vamos a comenzar comprobando que se cumple que v{ + v, €V, donde
Vq, V2 ev.
! ! !
(x1,%2) + (21, x3") = (g + x1, x5 + x37)

floq +x1,x5 +x5") = (g +x1 + x5 +x3,0)

Como (x1,x) y (%1, x,") pertenecen a Sy cumplen f(x1,x,) = (x; +x5,0) =
0,00y f(x:,x,") = (x1 + x3,0) = (0,0), respectivamente. Por tanto,

(x1 +x1 + x5 +x5,0) = (x1 + x5,0) + (x1 + x3,0) = (0,0) + (0,0) = (0,0)
La primera condicién si se cumple.
Comprobamos ahoraquea-v € V,dondev € V.
a(xy, x2) = (axqy, ax;)
f(axy, axy) = (ax; + ax;,0) = a(x; + x,,0) = a-(0,0) = (0,0)

También se cumple la segunda condicién. Por tanto, el conjunto anterior es un
subespacio de R?.

d) Calcule una base de dicho subespacio.

X1 +x,=0=>x = —x,
De donde se obtiene que
X1\ _ [—X2\ _ -1
(xz)_(xz)_xz( 1)
Por lo que
By, = {(-1,1)}

La dimension de S¢ es, por tanto, 1, ya que la base anterior Unicamente esta
formada por un vector.



HOJA 2: MATRICES Y DETERMINANTES

Sean A, B y C las siguientes matrices:

0o -1 2
A= (—1 1 1)
3 0o 4
4 -1 2
B = (3 0 2)
0 -1 4

o 1 -1
C=<—2 0 3>
4 2 1

Calcule:

a) (A+ B)?
b) (4 — B)?
o (B)?

d) A-B*>-C

Solucién

a)
0 -1 2 4 -1 2 4 -2 4
A+B=<—1 1 1>+<3 0 2>=<2 1 3)
3 0 4 0 -1 4 3 -1 8

4 =2 4\ /4 -2 4 24 -14 42
A4+B)?*=(2 1 3|{(2 1 3|=|19 -6 35
3 -1 8 \3 -1 8 34 —-15 73

b)
0 -1 2 4 -1 2 -4 0 0
A-B=(-1 1 1]-(3 0 2]=[-4 1 -1
3 0 4 0 -1 4 3 1 0
-4 0 0 -4 0 0 16 0 0
(A-B)?=|-4 1 —-1|[-4 1 =-1]=( 9 0 -1
3 1 0 3 1 0 -16 1 -1
c)
4 -1 2 4 -1 2 4 -1 2
B3*=(3 0o 23 0 2]!3 0 2]|=
0 -1 4 0 -1 4 0 -1 4
13 -6 14 4 -1 2 34 —-27 170
=112 -5 143 0 2|=(33 -26 70
-3 —4 14 0 -1 4 —-24 —-11 42
d)

0 -1 2\/13 -6 14 0 1 -1
A-B*-C=(-1 1 1)-(12 -5 14 '(—2 0

3
3 0 4/ \-3 —4 14 4212

-18 -3 14 0 1 -1 62 10 3
= < -4 -3 14)-{-2 0 3 |= < 62 24 9
27 =34 98 4 2 1 460 223 -31



2.

Sean A, B y C las siguientes matrices:

a) Calcule (AT-B)-C

b) Calcule (B - CT)- AT.

c) Determine las dimensiones que deberia tener la matriz M, para que el
producto A - M - C pudiera calcularse.

d) Determine qué dimensiones deberia tener la matriz M para que el producto
CT - M dé como resultado una matriz cuadrada.

Solucién

a)

2 0
AT = -1 2)
0 -1
2 0\ . ., 2:240-1 2-140-1 4 2
AT-B=[-1 2 -(1 1)= —1-2+42-1 -1-14+2-1)]=[0 1

0 -1 0-2—-1-1 0-1—-1-1 -1 -1

-1 -1 -2 0
calcular, ya que el nimero de columnas de of AT - B (2) es diferente del nimero
de filas de C (3).

4 2 1 =2
AT-B)-C = < 0 1 ) ( 0 2 > =Este Ultimo producto no se puede
3x2 3x2

b)
CTz(—lz (2) _02)
een=( (5 2 o)
2-1+1-(=2) 2-0+1-2 2-(=2)+1-0
=(1'1+1-(—2) 1:0+1-2 1-(—2)+1-0)
0 2 —4
=(—1 2 —2)
2 0
(B-CT)- AT = 0 2 -4 (_ >
’ ( 2 _2) 01 —21

242 (-1)—4-0 0:04+2-2—4-(-1)
( 2+2:-(-1)—=2-0 —1-0+2-2—2-(—1)>

1-
"4 o)



c)

Azxz = M3y3 - C3x2

d)

T .
C 2X3 M3><2

La matriz resultante sera una matriz cuadrada de orden 2 (2 X 2).

Compruebe que 4> — A — 21 = 0, A siendo

0
A=|1
1

01 1 0
A2=<1 0 1)'(1
1 10 1

Solucién

2 1 1
A —A=|1 2 1]|-
1 1 2

2 0 0 1
A2—A-=-2I=|0 2 0 —2<O

0 0 2 0
0 0O
=<O 0 0
0 0 O

Sea A la siguiente matriz:

1
A=10
0
Calcule A™.
Solucién
1
A:(o
0
1 0 1 1
A2=(0 1 0>.<O
0 0 1 0
1 0 2 1
AB=(0 1 0>.<O
0 0 1 0
1 0 3 1
A*=10 1 0>.<O
0 0 1 0

(=l ) (=l ) (=N )

1
0
1

1
0
1

0
1
1

0
1
0

[y

U=

O M

==

(=l ) (=l ) (=N )



1 0 n—-1 1 0 1 1 0 n
A" = (0 1 0 )(0 1 0) = <0 1 0)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

5. Calcule los siguientes determinantes:

1 2 -1
a) -2 1 0
4 2 -3
0o -1 2
b) 2 -3 4
1 2 -5
2 5 3
c) |4 10 6
6 7
1 0 0 -1
2 3 4 7
d (-3 2 5 9
-4 -5 6 1
3 -15 2
e) 2 0 7 0
-3 1 2 0
5 -4 1 2
9 7 6 8 5]
3 00 2 0
f) Is 3 0 4 0
1.0 0 0 O
7 5 4 6 0
x X X Xx
x Y yy
g8) |[x Yy z z
X 'y z t
1 1 1
h) a b c
b+c c+a a+b
Solucion
a)
1 2 -1
-2 1 0|=-34+4+4-12=-7
4 2 -3
b)
0o -1 2
2 -3 4|=—44+84+6—-10=0
1 2 -5
c)
2 5 3
4 10 6|/=2-10-7+3-4-4+5-6:-6—3-10-6—2-6-4—-5-4-7
6 4 7

=0

También os podriais haber dado cuenta de que la fila 2 es el doble de la fila 1,
de modo que el determinante es 0.



1(_1)1+1
2(_1)4+4

0

9

6

—4 -5 6 -3
4 0

7 0

2 0

5 —4 1 2

1

6

-5
5 —4 1 2
2:(4-2°143-7+(=3)—(=2)"7-1-3-2:2) =2 (-53) = —106

e) Filal —Fila4

d) Col.4+ Col.1

3:5-(—3)+9:4:6+4-6-(=5)—9-5-(=5)—3-6-6—4-4-(=3) = 216
f)
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1 y—x y—x
Z—X Z—X
z—x t—x

y—Xx
t—x

1
1

y—X
zZ—X

= x(y —x)
0 z—x—y+x z—x—-y+x

1
1

t—x
x(y — x)

Yy—X zZ—X Z—X
t—x

y—x y—Xx y-—Xx

y—x z—x

1 z—x z—x

1 y—x y—x
1 z—x

x-1(—1)t*?!
Fila 2 — Fila 1, Fila 3 — Fila 1.

x(y — x)



1 y—X y—Xx

x(y—x) |0 z=y z—y
0 z—x—y+x t—x—-y+x

1 y—x y—x
0 z—y z—y
0 z—y t—y

=x(y —x)

zZ—y z-Yy 1 z-
x(y—x)-l(—1)1+1|z_y t_y|=x(y—x)(z—y)|1 t—i//|:

xy-0)Z-E-y)-C-]=x(-0Cz-y)(t-y-—z+y) =

=x(y—-x)(z—-y)(t—2)
Otra forma:

Fila 4 — Fila 3, Fila 3 — Fila 2, Fila 2 — Fila 1. Después de llevar a cabo las
operaciones con filas anteriores se obtiene una matriz triangular superior, por
lo que podemos calcular el determinante como el producto de los elementos
de su diagonal principal.

x X X X X X X X
x Yy Yyl _|xyy ¥y |_
Xy z z|~|*x y z z |~
X Yy z t 0 0 0 t—z
X X X X X X X X
x Yy oy y 0O y—x y—x y—x
0 0 z—y z—=y|lT|0 0 zZ—y z-—Y =x(y—x)(z—-y)(t—2)
0 o 0 t—z 0 0 0 t—z
h) Fila 2 + Fila3.
1 1 1 1 1 1
a b c |=la+b+c b+c+a c+a+b|=
b+c c+a a+b b+c c+a a+b
1 1 1
=(a+b+c)| 1 1 1 |=0
b+c c+a a+b

Como las dos primeras filas son iguales, el determinante es O.
Otra forma:

Col.2 —Col.1,Col.3 — Col. 1.

1 1 1 1 0 1
a b c =| a b—a c =
b+c c+a a+b b+c c+a—b—c a+b

1 0 0
a c—a
b+c a—-b a+b—-—b—-c

e



=b-a)a-c)—(c—a)(a—>b) =
=ba—bc—a?*+ac—(ca—ch—a%?—ab) =
=ba—bc—a’*+ac—ca+cb+a’*+ab=0

Otra forma: También lo podriais resolver utilizando la Regla de Sarrus.

Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 3, tales que |A| = 2 and |B| = —3.
Calcule:

a) [34]

b) |2A-3B|

c) |[B-A4-B|
Solucién

a) [34|=3%A]=3%-2=27-2=54
b) [24-3B| = [24|-|3B| = 2%|A|-3%|B| =2%-2-3%(-3) = —1.296
c) [B-A-B|=|B|-|A]-|B]=(=3)-2-(-3)=18

Calcule la inversa de las siguientes matrices:

/1 -1
a) A—(Z 3)
1 0 2
b) B=(0 -2 1
0 1 -1
11 1 1
[0 1 -1 2
¢ C={p 0 2 1
0 0 0 3
Solucién

a) Vamos a calcular la inversa de la matriz A aplicando el método del adjunto.
(1 -1
4= 3)
1,3 1 1 /3 1, 1,3 1 3/5 1/5
-1 _— [ — = —_— =
A= |A|(—2 1) 3+2(—2 1) 5(_2 1) (—2/5 1/5)
b) De nuevo, utilizaremos el método del adjunto para el célculo de la inversa de

la matriz B.
1 0 2
B = (0 -2 1 >
0o 1 -1

1 0 2
IBl=10 -2 1|=2-1=1
0O 1 -1




1 0 0
BT=({0 -2 1
2 1 -1

1 (—1)t |—12 _11| (—1)1+2 |g _11| (_1)1+3 \ .
51— Ik (_1)2+1 |0 01| (_1)2+2 |;~ _01| (_1)2+3 |2 ( :1 :;)
G iy I I D Fa I Vs —2|/

c) En este caso, vamos a aplicar método de eliminacién de Gauss-Jordan para el
calculo de la inversa de C.

11 1 1
01 -1 2
C=1lo0 0 2 1
00 0 3

11 1 111 0 0 0

{01 <1 20 1 0 o

€ID=10 0 2 1lo o 1 o

00 0 300 0 1

%Fila 4, Fila 3 — Fila 4, %Fila 3, Fila 2 — 2+ Fila 4, Fila 1 — Fila 2, Fila 1 —
Fila 3, Fila1 — Fila 4.

11 1 1j11 0 0 0 11 1 111 00 O
01 -1 20 1 0 0)_ ({0 1 -12/0 10 0]
00 2 10 0 1 0 00 2 1o 01 O
00 0 3lpo o 1 0o 0 0 1lo o 0o 1/3
11 1 1]t o o 0 11 1 1]t o o 0
o1 -12/010 0} f0o1-12/01 0 0 |
0 0 2 oflo 01 —-1/3 0 0 1 ofo 0 1/2 —-1/6
00 0 1/0 0 0 1/3 00 0o 1o o o 1/3
11 1 1]t 0 o0 0 1 11 1j]1 o 0 0
_)01—10010—2/3_)0100011/2—5/6_>
0 0 1 oflo o 12 —1/6 001 00 0 1/2 —-1/6
00 0 10 0 0 1/3 0 00 10 0 o 1/3
101 1|1 -1 —-1/2 5/6 100 1)1 -1 -1 1
[0 10 0f0 1 12 =56} _(0 10 0j0 1 1/2 —5/6}
0 01 00 0 12 -1/6 00100 0 1/2 —-1/6
000 10 0 1/3 000 110 0 ¢ 1/3
100 o]t =1 -1 2/3
L[0 10 0l0 1 1/2 -5/6
00100 0 1/2 —-1/6
000 10 0 o0 1/3



1 -1 -1 2/3
[0 1 1/2 -5/6
“lo o0 1/2 -1/6

0 0 o 1/3

8. Despeje la matriz X en cada una de las expresiones siguientes:
a) Al X=B
b) X1-A=B
c) A-X+B-X=B
d XT-A=BT
el A-X1-B1=B
f) A-X-B=A

Solucién

a) A" X=B=>AA"'X=AB=>I1X=AB=X=AB

b) X 1-A=B=>XX'"A=XB=>IA=XB=>A=XB=>AB '=XBB '=
AB'=XI=>AB1=X

¢) A-X+B-X=B=>(A+B)X=B=>(A+B)'A+B)X=(A+
B ' B=>IX=(A+B)'B=>X=(A+B)™'B

d XT-A=BT=2XTAA ' =BTA ' =2 X" =BTA 1=2XT=BT4"1=>
(XT)T — (BTA—l)T =X = (A—l)T(BT)T =X = (A—I)TB

e) A-X1V'B1'=B=2ATAX'B '=A4"'B=3IX"'B'=4"'B=>
X 'B'=A"'"B=>XX"'B'=XA"'B=>IB'=XA"'B=>B'=
XAT'B=>B B '=XA"'BB '= (B )2=XA"1U=>(BH2=X4"1>
(BHY24A=XA""A=> (B NH?4A=XI= (B H24=X

fy A-XB=A=2>A"'A-X-B=A"'"A=>IXB=1=XB=]=XBB™'=
IB'=XI=B'=X=B"1

9. Simplifique las siguientes expresiones:
a) A+B)?*—-(A4-B)?-24(A+B)
b) (A-B"1)*(B-A71)?
) A-BH (B-a )T
d) (A+B)"Y(AB+B*»(A'-B)!

Solucién

a) (A+B)?—-(A—B)?-24(A+B)=A?>+ AB+BA+ B? — (4*> — AB —
BA+ B?) — 2AA — 2AB = A> + AB + BA+ B?> — A> + AB + BA — B? —
2A% — 2AB = 2BA — 2A?

b) (A-B"H)2(B-A1)2=4-B1'-A-(B'-B)-A'-B-A'=A-B'-A-1]-
A1YVB-A1'=4-B1(4-AY)B-A'=A-B ' ]-B-A1=4-
(BY-B)-A'=A-1"A1=A4A-4"1=1

c) A-BHIB-AHtT=BH1-41-A4HTB1=B-(471-4)-
Bl'=B-1-B'=B-B1=1]

d) (A+B)Y(AB+B?)(A1-B)1=(A+B) (4B +B?)(B - (4 1)) =
(A+B) Y(AB+B*)(B™1-4)=(A+B)"Y(ABB™'A+ B?B74) =



(A+B) Y (AIA+ BBB™'A)=(A+B)"Y(AA+BA) =(A+B) (4 +
B)A=IA=A

10. Sean A, By C las siguientes matrices:

(1 1
a= (3 4)
(2 1
B = (1 1)
(1 2
c=(; 3)
Calcule el valor de la matriz X en cada una de las siguientes expresiones:
a) XA=B+1
b) AX+B=C

¢) XA+B=2C
d) AX+BX=C
e) XAB —XC =2C

Solucién

a) XA=B+I=>XAA ' =B+DA1=>XI=B+DA1=>X=((B+DA"

640G D+ 9=C 3
1 _ 1 _ _
A= m(—43 11) - m(—g 11) - (—43 11)

) _ 3:4+1-(=3) 3-(-1)+1-1
X=(B+’)A1=G ;)(—43 11) (1-412-E—3§ 1'(—1)12'1)

(9 =2
_(—2 1)
b) AX+B=C=2>AX=C—-B=2A""AX=A"(C-B)=I1X=A"Y(C—-B) =
X=A"Y(C-B)

c-n=( -G D=0 2

X=A4"1C-B)= (_43 _11) (‘01 é) _

4-(-1)=1-0 4-1—-1-2 —
:<—3-(—1)+1-0 —3-1+1-2):(34 —21)

() XA+B=2C=>XA=2C—-B=XAA1=Q2C—-B)A =Xl =(2C -
B)A™l'=> X = (2C -B)A™!

20=2(; 3)=; o

ee-m=(¢ 9-C D=6 )



X=(2C-B)A™ = ((1’ g) (_43 —11) _

_(0-4+3:(=3) 0-(-1)+3-1 —9 3

_(1-4+5-(—3) 1-(—1)+5-1):(—11 4)

d AX+BX=C=2>A+B)X=C=A+B) (A4+B)X=A+B)Cc>
IX=(A+B)C=>X=A+B)"C

arn=(; )+G =0 5

arnr =g (G DG D=0 D)

A+ B|\-4 3 15—8
_(5/7 =2/7
_(—4/7 3/7>
> 2
X:(A+B)1CZ<74 37>(1 3=
77

5,2, 5,2, 3 4
_[ 777 7 %7 |7 7
PP JUTIE SP: S 11
7 7 7 °77 7 7

e) XAB—XC=2C=X(AB—C)=2C = X(AB—C) =2C = X(AB —
C)Y(AB—C)"'=2C(AB—C) ' XI=2C(AB-C)"'> X =

2C(AB-0)7t
11 3 2
AB = (3 4) @ 1) - (10 7)
(4B - () = (130 3) B G g) - (g 2)

. 1 1 1/2 0
(AB - () =|AB_C|(_49 3)=§(_49 3)=(_9/8 1/4)

1
X=ZC(AB—C)‘1=(§ ‘é)( 2 2):
4
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11. Calcule el rango de las siguientes matrices:

2 -3
A_gﬁogz
B"(z -1 1)
1 0 2
c:(g . )
1 1 1
2 -1 0 7
D::(1 0 1 3)
3 2 7 7
1 2 -1 3 -2
/21. 0 1 1
E=|2 4 -2 6 —4|
&)0 0 0 0/
5 4 -1 5 0
Solucién
2 -3
A=(—6 9)
2| =2#0

|j3'§|=29—(%n(—®=18—18=0

r(4)=1
/1 0 6
B"(z -1 1)
[1l=1#0
1 0|_
E _J— 120
r(B) =2
1 0 2
C=(3 1 4
1 1 1
[1l=1%0
1 0] _
3 J—1¢0
1 0 2
3 1 4/=14+6-2-4=1%0
1 1 1

r(C) =3



2 -1 0 7
D= (1 0 1 3)
3 2 7 7

12l=2%0
2 -1y _ _
h 0|_2+1_3¢0
2 -1 0
1 0 1|=-3+7-4=0
3 2 7
2 -1 7
1 0 3=-9+14—-1247=0
3 2 7
2 0 7
1 1 3/=14+49-21-42=0
3 7 7
—1 0 7
0 1 3/=-7-14421=0
2 7 7

r(D) =2
/1 -1
2 0

2

1
E=|2 4 -2
0 0 O

4

5 -1

GO OV W
|

OO-P

SN~—

Podemos eliminar la fila 4 ya que todos sus elementos son iguales a 0.

1 2 -1 3 =2

1 2 -1 3 -2
2 1 0 1 1

21 0 1 1
2 4 -2 6 —4|-

2 4 -2 6 -4
00 0 0 0 5 4 1 5 0
5 4 -1 5 0

Ademas, también podemos eliminar la fila 3 por ser ésta el doble de Ia fila 1.

1 2 -1 3 -2 1 2 -1 3 -2
21 0 1 1) (2 1 0 1 1 )
2 4 -2 6 -4

Finalmente, eliminamos la fila 3 (fila 5 en la matriz original), ya que se puede
escribir como combinacion lineal de las filas 1y 2.

Fila 3 = Fila 1 + 2Fila 2



(

1 2
2 1
5 4

—1 3 -2

0 1 1)%(;2

1 5 0
=120

B ﬂ=1—4=—3¢0

r(E) =2



HOJA 3: SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Estudie los siguientes sistemas de ecuaciones lineales utilizando el Teorema de

Rouché-Frobenius.
xX1+x,=1
a) { 1 2

X2 +x3=5
x1+x2=1
b) {le +3x2 =2
3x;+4x, =9

3x1 — 7x, + 7x3 = k , teniendo en cuenta los posibles valores de k.
xl—x2—3x3 =-1
cxy+x;+x3=1

) {

{le —11x, +9x3 = 4
c)

X1 + €xz + X3 = C , teniendo en cuenta los posibles valores de c.
X1+ x2 +cx3 = 2c

Solucién

a)
{x1+x2=1

X, +x3=5
4= 1)
[1]=1+#0

H H=1—1=0

r(4) =1
A =(; 4l5)
[1]=1#0

1 1 _ o, _
" J_5 1=4%0

r(A|b) =2

Como elr(4A) =1 # r(A|b) = 2, el sistema es INCOMPATIBLE, y, por tanto, no
tiene solucion.

b)
X1 +x, =1

2x1 +3x, =2
3x; +4x, =9



1 1
A=<2 3)
3 4
1] =10

|§ §|=3—2=1¢0

r(4) =2
1 11
(A|b)=<2 3‘2)
3 419
[1]=1#0

|§ §|=3—2=1¢0

=27+8+6—-9-8-18=6+*0

r(Alb) =3

Como el r(A) = 2 # r(A|b) = 3, el sistema es INCOMPATIBLE, y, por tanto, no
tiene solucion.

c)

5X1 - 11x2 + 9X3 = 4‘
{3x1—7x2+7x3=k

xl_x2_3X3:_1
5 —11 9
A=(3 -7 7
1 -1 -3
|5]=5#0
5 —11_ _ _
3 T, |=-35+33=-2%0
5 —11 9
3 -7 7|=105-27-77+63+35-99=0
1 -1 -3

r(4) =2

5 —11 9 |4
(Alb) = <3 -7 7 ‘ k
1 -1 -31-1



|5]=5%#0

5 —11)_ _ _
3 T, |=-35+33=-2%0
5 —11 4
3 —7 k|=35-12—11k + 28+ 5k — 33 = 18 — 6k
1 -1 -1
18
18-6k=0=k=—-=3

Por tanto, si k = 3, entonces el determinante de (A|b) es iguala Oy el r(A|b) =
2 = r(A) < 3 = ndmero de variables (x;) . Por consiguiente, el sistema es
COMPATIBLE INDETERMINADO, con 3 — 2 = 1 grado de libertad, lo que indica
gue tiene infinitas soluciones.

Por el contrario, si k # 3, entonces el determinante de (A|b) es diferente de 0y
el r(A)=2+r(Alb) =3. Por lo que, en ese caso, el sistema serd
INCOMPATIBLE, lo que significa que no tiene solucion.

d)

x1+ch+X3=C
X1+ X, +cx3 =2c

c 1 1
A=<1 c 1
1 1 ¢

{cx1+x2+x3=1

c 1 1
1 ¢ 1l=c24+14+41—-c—c—-c=c®-3c+2
1 1 c

c3—-3c+2=0

Como hemos obtenido una ecuacidn de tercer grado tenemos que utilizar Ruffini
para calcular sus raices. Siempre que obtengamos una ecuacidon de grado mayor
gue 2 tendremos que utilizar este procedimiento.

1 0 -3 2
2 -2 4 =2
1 -2 1 0

c2—3c+2=(c+2)(c*—-2c+1)
c2—2c+1=0

2+v4—-4-1-1 1
Cc = =
2




c3=3c+2=(+2)(c—1(c—-1)

De modo que sic # —2y ¢ # 1 entonces el determinante de A es diferente de 0
y r(A) = 3 = r(A|b) = 3 = numero de variables (x;). El sistema es, por tanto,
COMPATIBLE DETERMINADO, y tiene una Unica solucidn.

A continuacion, vamos a ver qué pasa cuando ¢ = —2.
-2 1 1
A=(1 =2 1
1 1 -2
|[-2|=-2#0

|_12 1|=4—1=3qe0

-2
Sabemos que cuando ¢ = —2, entonces el |A] =0, asi que no necesitamos
calcular este determinante otra vez.
r(A) =2
-2 1 1]1
Ap)y=11 -2 1 |-2
1 1 -21-4
|-2|=-2#0

|‘12 _12|=4—1=3¢0

-2 1
1 -2 -2|=-16+1-2+2—-4+4=-15+#0
1 1 -4

r(Alb) =3

Por consiguiente, cuando ¢ = —2, r(A) =2 #r(A|b) =3. Y el sistema es
INCOMPATIBLE, lo que significa que no tiene solucion.

Finalmente, tenemos que estudiar qué pasa cuando ¢ = 1.

1 11
A=<1 1 1
1 11

[1/=1+0

i al=0



Todos los menores de orden 2 que podemos encontrar dentro de A son iguales a
0,asiqueelr(4) = 1.

11 11
(A|b)=<1 1 11)
11 112

l=1%0

H %|=2—1=1¢0

1 1 1
1 1 1{=2+1+1-1-1-2=0
1 1 2

r(Alb) =2
Cuandoc =1,7(4) =1 # r(A|b) = 2,y el sistema es INCOMPATIBLE, por lo que

no tiene solucidn.
2 4 4 X1 1
A=|4 8 8|x=\|X2],b=[2]
1 2 2 X3 1

Primero, escriba los siguientes sistemas de ecuaciones Ax =byAx=0.
Después, utilizando operaciones con filas (método de eliminacion de Gauss)
explique por qué el primer sistema no tiene solucion y el segundo tiene infinitas
soluciones.

Sean

Solucién

Ax =D

2 4 4 X1 1
A=(4 8 8| x=|x2|,b=|2
1 2 2 X3 1

2x1 +4‘x2 +4X3 = 1
{4)61 + 8x2 + 8.X'3 = 2
xl+2x2+2.X'3 :1

2 4 41
(Alb) = <4 8 8 2)
1 2 211

Primero vamos a intercambiar las filas 1 y 3 para obtener un 1 en la primera
posicion de la primera fila de la matriz. Y después, utilizaremos sencillas

operaciones con filas para reducirla.
2 4 41 1 2 2|1
4 8 8|2]—-|4 8 8|2
1 2 4 411

1 2 2




Fila 2 — 4Fila 1, Fila 3 — 2Fila 1,

1 2 2|1 1 2 2|1 1 2 2|1
(4 8 8 2>—><0 0 0 —2>—><0 0 0 —2)
1 2 4 411 0 0 0I-1

2 4 4
Una vez que hemos reducido la matriz ampliada, escribimos el sistema resultante.

0+-2

{x1+2x2+2x3=1
0+#-1

Las filas 2 y 3 son falsas, de modo que el sistema es INCOMPATIBLE, lo que
significa que no tiene solucidn.

Ax = 0: SISTEMA HOMOGENEQO

2 4 4 X1 0
A=<4 5 8),x=(x2),b=<o)
1 2 2 X3 0

{le + 4'x2 + 4X3 == 0

4‘x1+8x2+8X3=0
x1+2x2+ZX3=0

2 4 4|0
(A|b)=<4 8 80)
1 2 2lo

Del mismo modo que en el primer sistema que hemos resuelto, vamos a
intercambiar las filas 1 y 3 para obtener un 1 en la primera posicidn de la matriz. Y
después utilizaremos operaciones con filas para reducirla.

2 4 4|0 1 2 2]0
4 8 8|0]—=(4 8 8|0
0 2 4 410
Fila 2 — 4Fila 1, Fila 3 — 2Fila 1,

1 2 2
1 2 2|0 1 2 2]0 1 2 2]0
4 8 8|0]={0 0 0|0J—=10 O O0Of0
0 2 4 410 0 0 0lo

2 4 4
Una vez que hemos reducido la matriz por Gauss, escribimos el sistema resultante.

{x1+2x,+2x3 =0
El sistema anterior es COMPATIBLE INDETERMINADO, con 3 (variables x;) — 1
(ecuaciones linealmente independientes) = 2 grados de libertad. Por tanto, este
sistema tiene infinitas soluciones. Recordad que los sistemas homogéneos
siempre son compatibles.



A continuacion, obtenemos la solucidn del sistema.

x1+2x2+2x320$x1=—2x2—2x;;

—sz — 2x3
X3

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando la Regla de Cramer.
le + X2 + X3 = 7
a) { xq + Z.X'3 =7
2x1+2x; —x3=4
4-x1 + sz + 3x:; =3
b) {le +3xy, +4x3 = 2
3x1 +4x; +2x3=1
X1+ 2xy +2x3 =7
c) {4x1 +5x, +x3 =11
7x1—4x2 — X3 = 1

Solucién
a)

x1+ZX3:7
2x1+2x2—x3=4

2 1 1
A=(1 0 2
2 2 -1

Primero, tenemos que comprobar que, efectivamente, podemos utilizar la Regla
de Cramer para resolver el sistema. Para ello, calcularemos el determinante de la
matriz 4, y si es diferente de 0 podremos seguir con el ejercicio.

{2x1+x2 +X3=7

2 1 1
[Al=11 0 2|=24+4-8+1=-1%0
2 2 -1

Una vez que hemos comprobado que podemos utilizar este método, pasamos a
resolver el sistema.

7 1 1
7 0 2
x:4 2 _1:14+8—28+7:_
1 2 1 1 -1
1 0 2
2 2 -1




2 7 1
1 7 2
= 2 4 -1 =—14+4+28—14—16+7=5
2 2 1 1 -1
1 0 2
2 2 -1
2 1 7
1 0
= 2 2 4 :14+14—28—4:
3 2 1 1 -1
1 0 2
2 2 -1

b)

2x1 +3x, +4x3 =2
3x1 +4x, +2x3 =1

4 2 3
A=<2 3 4)
3 4 2

Al igual que en el caso anterior, comprobamos que podemos utilizar la Regla de
Cramer.

{4)61 + 2x2 + 3x3 = 3

4 2 3
2 3 4
3 4 2

|A| = =24+4+24+24-27-64—-8=-27+0

A continuacion, calculamos las soluciones del sistema.

_18+24+8-9-48-8 -—15
N -27 =27

5
9

W N R, N W
B N N
N Wl A w

_164+6+36—-18—-16—-12 12 4
N —27 =27 9

N W s w

=

N

I
TSNS
B w Nk o ow



4 2 3
2 3 2
3 4 1| 12+24+12-27-32—-4 -15 5
x3= = = = —
4 2 3 =27 =27 9
2 3 4
3 4 2
5
9
4
X = R
9

4x1+5x2 +X3 == 11
7x1—4—x2—x3=1

1 2 2
A=<4 5 1)
7 -4 -1

As in the two systems above, we check that it is possible to use Cramer’s rule.

{x1+2x2+2x3=7

1 2 2
|Al =14 5 1|=-5-32+14-70+4+8=-81+0
7 —4 -1

Now, we compute the solution of the system.

7 2 2
11 5 1
1 a4 4| -35-88+2-10+22+28 -81
1T 2 2 —81 =g 1
4 5 1
7 —4 —1
1 7 2
4 11 1
7 1 —q1l -11+8+49-154—1+28 -81
2= 2 2|7 —81 =g !
4 5 1
7 —4 —1
1 2 7
4 5 11
7 4 1| 5-112+154—245+44—8 —162
X; = - - —2
1 2 2 —-81 —-81
4 5 1
7 —4 -1




4.

1
X = (1)
2

Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones lineales realizando operaciones
con filas (método de eliminacion de Gauss) sobre la matriz ampliada de cada uno
de ellos.

x1—x2+5x3 =80
a) {Bxl +2x, —x3 =25

5x1 + 9X3 = 185
Xy +2x3 =17

b) { 3x1—x2 — X3 = 5

6x1 + sz + 6x3 =38
(—xl + 2x2 + SX3 =3
le + 3x2 — X3 = 17
X1 + 5x2 +4x3 =10
\ X, —x3=25
(le + 10x2 + 9x3 + 14'x4_ =14
X1 +3x3 —2x3+ x4 = 1
x1+5x2+3x3+7x4=8
\ X1 +7x, +5x3 +13x, =12

X1+ X+ X3 =a

e) { 2x; +x3 +2x3 =1, teniendo en cuenta los posibles valores de a.

c) A

d) <

ax; — X, —5x3 =-3
Solucién
a)
xl—x2+SX3 :80
{39(1 + ZXZ - X3 = 25
le + 9X3 = 185
1 -1 5|80
(Alb)=13 2 -1|25
5 0 9 1185

Fila 2 — 3Fila 1, Fila 3 — 5Fila 1, Fila 3 — Fila 2,§Fila 2.

1 -1 5180 1 -1 5 80 1 -1 5 80
(3 2 —=1(25 ) - (O 5 -16 —215) - (0 5 -16 —215) -
5 0 9 1185 5 0 9 1185 0 5 -161-215
1 -1 5 80 1 -1 5 80
-0 5 -16 —215) - (0 1 -16/5 —43)
0 O 0 0 0 O 0 0

A continuacién, escribimos el sistema resultante y calculamos su soluciéon. Como
hemos obtenido una fila de ceros, eso significa que tendremos que dejar una



variable libre para escribir la solucién. O lo que es lo mismo, el sistema serd
COMPATIBLE INDETERMINADO, con un grado de libertad.

X1 — X5 + 5x3 = 80

16
xz - ?X3 = _4‘3

Dejamos libre x3. Y despejamos el valor de las demas variables en funcion de ésta.

16 16
Xy —?DC3 = _4‘3 = Xy = _4'3 +?X3

16 9
xl—x2+5x3=80=>x1=80+x2—5x3=80—43+?x3—5x3=37—§x3

[(37-2x

5 %3

il BPOR LI
5 X3
X3

{ x2+2x3:7

b)

3x1—x2—x3=5
6x1+2x2 +6X3 = 38

0 1 217
(Alb) = <3 -1 —-1}|5 )
6 2 6 138

En primer lugar, intercambiamos las filas 1 y 2 para tener un 0 en la primera
posicién de la segunda fila de la matriz. Y después, continuamos simplificando la
matriz mediante operaciones con filas.

5

)

38

0 1 2|7 3 -1 -1
3 -1 -1]|5 > - <O 1 2
38 6 2 6

6 2 6
gFila 1,Fila 3 — 6Fila 1, Fila 3 — 4Fila 2, %Fila 2.

3 -1 —1[5 1 -1/3 —-1/3|5/3 1 -1/3 —-1/3|5/3
(0 1 2 7>—><o 1 2 7>—><o 1 2 7>—>
6 2 6138 6 2 6 |38 0 4 g8 |28
1 -1/3 —1/3|5/3
—><o 1 2 7)
0 0 o lo

Escribimos el sistema equivalente y lo resolvemos, dejando libre la variable x5.



1 1 5
X1 —=Xy —=X3 ==
1372 37373

xz +2x3 == 7
X3

xZ+2.X3:7:>x2:7_2x3

1 1 5 5 1 1 5 1 1 1
X1—§X2—§X3 =§=>X1 =§+§X2 +§X3 =§+§(7—2X3)+§DC3 =4'—§X'3
1
e 4‘—§x3
7—2x3
X3

c)
—x1 +2x2 + SX3 == 3
le +3x2 —x3 = 17
X1 + 5x2 +4X3 == 10

xZ—X3=5

-1 2 53
(3 3 7

0 1 -—-115

En primer lugar, vamos a intercambiar las filas 1 y 3 para tener un 1 en la primera
posicién de la primera fila de la matriz. Y después, continuaremos simplificando la
matriz mediante operaciones con filas.

-1 2 573 1 5 410
2 3 117y, 2 3 -—-1]|17
1 5 4|10 -1 2 5|3
0 1 -1!5 0 1 -1!5

Fila 2 — 2Fila 1, Fila 3 + Fila 1, Fila 3 + Fila 2, —%Filaz, Fila 4 — Fila 2,

— L Fila 4.
16

1 5 4110 1 5 410 1 5 410
2 3 —1|17 0 -7 —-9|-3 0 -7 —9|-3
12 s5|3)7{=1 2 s|3]7\lo 7 9|13]"
0 1 -1ls5 0 1 -1ls5 0o 1 -1l5

1 5 410 1 5 4 [10

0 -7 —9|-3 0 1 9/7|3/7

“lo o olfi0/7 o o o |10
0 1 -1l5 01 -1l5



1 5 4 10 1 5 4 |10
S0 1T 9/7 [3/7 )\ [0 1 9/7|3/7
0 0 0 10 0 0 0 |10
0 0 —16/7132/7 00 11-2

A continuacion, escribimos el sistema equivalente.

xl + sz +4'X3 =10
9 3

Xp +=X3 =3
279737y

0=10
k X3:_2

En la 32 fila encontramos una contradiccidn ya que 0 # 10, y, por tanto, el sistema
es INCOMPATIBLE, lo que significa que no tiene solucion.

d)
2x1 +10x, + 9x3 + 14x, = 14
X1 +3x,—2x3+x, =1
X1 +5x, +3x3+7x, =8
X1+ 7x, +5x3 + 13x, = 12

2 10 9 1414

(1 3 =2 1|1
@by={1 5 3 7|8
1 7 5 13l2

Primero, intercambiamos las filas 1 y 2 para tener un 1 en la primera posicién de la
primera fila de la matriz ampliada. A continuacién, seguiremos reduciendo la
matriz por medio del método de eliminacién de Gauss.

2 10 9 14,14 1 3 -2 1)1
1 3 =2 1|1)\,(2 10 9 14|14
1 5 3 7|8 1 5 3 718
1 7 5 13112 1 7 5 13112

Fila 2 — 2Fila 1,Fila 3 — Fila 1, Fila4 — Filal, Fila4— Fila2, iFilaZ,
Fila 3 — 2Fila 2, — gFila 3, Fila 4 + 6Fila 3.

1 3 -2 1711 13 -2 1711 1 3 -2 171
2 10 9 14|14 0 4 13 12|12 0 4 13 12|12
1 5 3 718715 3 718]/7\0o2 5 6|7]"
1 7 5 13112 1 7 5 13112 1 7 5 13112
1 3 -2 111 1 3 -2 111 13 -2 1,1
0 4 13 12[12 0 4 13 12|12 0 1 13/4 3|3
02 5 6(7]7\lo2 5 6|l7)]7lo2 5 6|7 ]|
0 4 7 12l11 00 —6 0Il-1 00 —¢ O0l-1



S OO -

3 -2 111 13 -2 111 13 -2 1|1
1 13/4 3|13 | (0 1 13/4 3| 3 |_ [0 1 13/4 3| 3
0 -3/2 0f1 0 0 1 0-2/3 00 1 0f-2/3
0 —6 0l 00 -6 o0f-1 00 o0 O0f-5
(x1+3x2—ZX3+x4=1
| 13
xZ+TX3+3.X4_=3
2
X3 = 3
0=-5

En este caso, la 42 fila es falsa, ya que 0 # —5. Por consiguiente, el sistema es
INCOMPATIBLE y no tiene solucién.

e)

le+xZ+2x3:1
ax, — X, — 5x3 = =3

a
1>
-3

Fila 2 — 2Filal1 , Fila3 —aFilal , —Fila2 , Fila3 —(—1—-a)Fila?2 ,
——Fila3, Fila1 - Fila 3, Fila 1 - Fila 2.

{ x1+x2+x3=a

1 1 1
(A|b)=(2 1 2

a —1 -5

1 1 1 a 1 1 1 a
<2 1 2|1 )-{0 -1 0‘1—2a>—>
a -1 -51-3 a -1 -5/ =3
1 1 1 a 1 1 1 a
-{0 -1 0 1—2a |-=10 1 0 2a—1 | -
0 -1—-a -5—a!-3—a? 0 -1—-a -5-—al-3—a?
1 1 1 a 1 1 1 20 — 1
—><o 1 0 | 2a-1 >—> 0 1 0|lg24q-4]"
0 0 -5-ala®+a—4 0 0 1|—=——

La solucidn del sistema es la siguiente.



~ —5—g

3a—1
—5—a
X = 2a—1

a’+a—4
—5—a

En el siguiente sistema
X1 +Xy—x3=2
X1 +2x, +x3=3
X1 +x,+(@®—5)x3=a
Calcule el valor del parametro a para que el sistema sea
d) compatible determinado, y calcule la solucién del sistema.

e) compatible indeterminado, y calcule todas las soluciones del sistema.
f) incompatible.

’

Solucién
x1+x2—x3=2
x1+2x2+x3=3
x,+x,+(a?—=5)x; =a
1 1 -1
A=<1 2 1 )
1 1 (a*>-5)
1 1 -1 2
(A|b):<1 2 1 3)
1 1 (a>-5)la
1 1 -1
Al =11 2 1 =2(@?*-5-1+14+42-1—(a*-5) =
1 1 (@a*-5)

=(@@*-5)+1=a%*—-4

a’?—4=0

a=i\/Z={_22

a?—4=(a—-2)(a+2)



d) Sia # 2ya # —2, entonces el determinante de A es diferente de 0y r(4) =
3 = r(A|b) = 3 = n2de variables (x;). Por tanto, el sistema es COMPATIBLE
DETERMINADO.

Ahora, vamos a calcular la solucidn del sistema utilizando la regla de Cramer.

2 1 -1
3 2 1
la 1 (@-5| 4@-5-3+a+2a—-2-3(*-5)
ST N D T (a—2)(a+2) =
1 2 1
1 1 (a?2-5)
_(@®-5)+3a—-5 a*+3a-10
T (@=-2D@+2)  (a—-2)(a+2)
a’?+3a—-10=0
4
_-3+,9-4-1-(-10) -3+7 | 3772
“= 2 R
-
_a’+3a—-10 (a—2)(a+10) (a+10)
T a-D@+2) @-2@+2) (a+2)
1 2 -1
1 3 1
11 a (@-5)| 3@-5-a+2+3-a-2(a*-5)
2T 1T -1 T (@a—2)(a+2) B
1 2 1
1 1 (a?2-5)
_(@*-5)—-2a+5  a*-2a  a(@-2)  a
(a=2)a+2) (a-2)a+2) (@a-2)(a+2) (a+2)
1 1 2
1 2 3
_ 1 1 a _2a+2+3—4—3—a_ a—2 _ 1
BEIT 1 -1 T @-2@+2)  (@-2@+2) (a+2)
1 2 1
1 1 (a2-5)
(a+10)
/(a—I—Z)\
_ a
= (a+2)
1

(a+2)



Ahora, vamos a ver qué pasa cuando a = 2.
1 1 -1
A=(1 2 1
1 1 -1
[1]=1+#0

H y=2—1=1¢0

Ya sabemos que cuando a = 2, el |[A| = 0, asi que no hace falta volver a calcularlo.

r(A) =2
1 1 —-1]2
(mm=<12 1 ﬁ
1 1 —-112
[1]=1+0

H y=2—1=1¢0

1 1 2
1 2 3|=4+2+3-4-3-2=0
1 1 2
1 -1 2
1 1 3|=2—-2-3-2+3+2=0
1 -1 2
1 -1 2
2 1 3|=2—-4-3-2+3+4=0
1 -1 2

Todos los determinantes de tercer orden de (A|b) son iguales a O.
Luego, r(A|b) = 2.

e) Asi, cuando a =2, r(A) = 2 =r(A|b) < 3 (nimero de variables x;). Luego,
el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO, con 3 - 2 = 1 grado de libertad.

El siguiente paso consiste en calcular las infinitas soluciones del sistema. Como
|A] = 0, en este caso, no podemos aplicar la Regla de Cramer, por tanto,
utilizaremos el método de eliminacién de Gauss para resolverlo.

1 1 -1}|2
(Alb) = (1 2 1 3)
1 1 -112

Fila 2 — Fila 1, Fila 3 — Fila 1.



1 1 -1)2 1 1 -1|2 1 1 -1|2
1 2 1(3)=»(0 1 2((1|-{0 1 2|1
1 1 -112 1 1 -112 0 0 010

Una vez reducida la matriz ampliada, escribimos el sistema equivalente y lo
resolvemos. Al haber obtenido una fila entera de ceros, tendremos que dejar una
variable libre para calcular su solucion. Eso quiere decir que, en este caso, el
sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO, con 3 — 2 =1 grado de libertad.

{x1+x2—x3=2

x2+2.X3=3
X3
Xy +2x3 =3 >x, =3 —2x3
x1+x2—x3=0=>x1=—x2+x3=—(3—2x3)+x3=3x3—3

La solucidn del sistema es la siguiente.

3x3 -3
X = (3 - 2x3>
X3

Finalmente, tenemos que estudiar qué pasa cuando a = —2.
1 1 -1
A=11 2 1
1 1 -1
[1]=1+#0

1 1. .
|1 J|=2-1=1%0

Anteriormente, vimos como cuandoa = —2 el |[A| = 0, de modo que no hace
falta volver a calcular su determinante.

r(A) =2

1 1 —-1]2
(A|b)=<1 2 1 3)

1 1 —-11=-2

[1]=1+#0

H g|=2—1=1¢0

1 1 2
1 2 3([=—4+2+3-4-3+2=—-4%0
1 1 -2



r(A|b) =3

f) Luego, cuandoa = —2,r(A) = 2 # r(A|b) = 3. Por consiguiente, el sistema
es INCOMPATIBLE y no tiene solucidn.

Resuelva los siguientes sistemas homogéneos:

le + X2 + X3 = 0

a) x1+2x2+x3=0

X1+ X2 +2x3 = 0

ax;+x,+x3=0

b) {x1+ ax; + x3 = 0, teniendo en cuenta los posibles valores de a.
X1+ Xy +axg = 0

Solucién
a)

x1+2x2+x3=0

{2x1+x2+x3=0
x1+x2+2x3=0

En primer lugar, como en casos anteriores, vamos a intercambiar las filas 1 vy 2,
para tener un 1 en la primera posicién de la primera fila de la matriz. Y después,
continuaremos simplificando la matriz mediante operaciones sencillas con filas.

2 1 110 1 2 110
<1 2 10>—><2 1 10)
0 1 1 210

11 2
Fila 2 — 2Fila 1, Fila 3 — Fila 1, —%Fila 2, Fila 3 + Fila 2, %Fila 3,

1 2 110 1 2 110 1 2 110
(2 1 10>—><0 -3 -1 0>—><0 -3 -1 0>—>
1 1 2Ilo 1 1 210 0 -1 110
1 2 110 1.2 10 1 2 110
—>(0 1 1/30>—><011/30>—><011/30>
0 -1 110 0 0 4/3lo 0 0 110

A continuacién, escribiremos el sistema equivalente y lo resolveremos. Recordad
gue un sistema homogéneo siempre tiene solucion, por tanto, siempre sera
COMPATIBLE. Si tiene solucién Unica, es decir, la trivial, en la que todas las
variables son iguales a 0, serda COMPATIBLE DETERMINADO. Y si, ademas de la
trivial, tiene infinitas soluciones, sera COMPATIBLE INDETERMINADO.

X1+2xZ+X3=O

1
Xy +§X3 =0

X3:O



x3=0

1 1
Xp+=x3=0>2>x,=—=x3=0
2 3 3 2 3 3
x1+2x2+X3=O=>x1=—x2—X3=0

0
x=10
0
En este caso, el sistema homogéneo es COMPATIBLE DETERMINADO, ya que la

Unica solucién posible es la trivial.

También, podriais haber resuelto el sistema utilizando la Regla de Cramer, o el
método de la inversa, y habriais obtenido la misma solucion.

b)

x1+ax2+x3=0
x1+x2+ax3=0

a 1 1
A=<1 a 1
1 1 a

{axl +x,+x3=0

a 1 1|0
(A|b)=<1 a 10)
1 1 alO
a 1 1
Al=11 a 1|=a®*+1+1-a—-a—a=a®>—-3a+2
1 1 a

a®>—3a+2=0

Como hemos obtenido una ecuacion de tercer grado, a continuacion utilizamos
Ruffini para calcular sus raices.

1 0 -3 2
2 -2 4 =2
1 -2 1 0

a>—3a+2=(a+2)(a*—2a+1)
a’?—2a+1=0

2+v4—-4-1-1
a = =
2

a®—3a+2=(@+2)(a-1D@-1)



Luego, sia + —2 y a # 1, entonces el determinante de A es diferente de 0
y r(A) =3 =r(A|b) =3 =n2devariables (x;) . Es decir, el sistema es
COMPATIBLE DETERMINADO.

El siguiente paso es, por tanto, calcular la solucién del mismo. Para ello, vamos a
utilizar la Regla de Cramer. Aunque al tratarse de un sistema homogéneo
compatible determinado, sabemos de antemano, que la Unica solucién posible de
este sistema sera la trivial, el decir, aquella en la que todas las variables son
iguales a 0.

0 1 1
0 a 1 0
0 1 al_ —
15001 1_a3—3a+2_0
1 a 1
1 1 a
a 0 1
1 0 1 0
_11 0 al_ —
2% 1 1_a3—3a+2_0
1 a 1
1 1 a
a 1 0
1 a O
o111 ool 0 _
37 1la 1 11 a3-3a+2
1 a 1
1 1 a
0
x=10
0
Ahora, vamos a ver qué pasa cuando a = —2.
-2 1 1
A=(1 =2 1)
1 1 -2
|-2]=-2+#0
-2 1)_, 4 _
|1 _2|_4 1=3%0
Ya sabemos que cuandoc = —2,el |[A| =0, asi que no necesitamos volver a

calcularlo.
r(A) =2



-2 1 1
(A|b)=<1 -2 1

0
0)
0

1 1 -2
|-2|=-2%0

2 1|_,_._

|0 l=4-1=3=0
0 1 1
0 -2 1]=0
0 1 -2

Todos los determinantes de tercer orden de (A|b) son iguales a O.
Luego, r(A|b) = 2.

Luego, cuando ¢ = —2,1r(4) = 2 = r(A|b) < 3 (n? de variables x;). Por tanto, el
sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO, con 3 - 2 = 1 grado de libertad.

A continuacion, vamos a calcular la solucién del sistema. En este caso, el |[A] =0,y
por eso sélo podemos utilizar el método de reduccién por filas (eliminacién de

Gauss).
-2 1 110
(A|b)=<1 -2 1 O)
0

1 1 -2
Vamos a comenzar intercambiando las filas 1y 2 para conseguir un 1 en la primera
posicién de la primera fila de la matriz. Después, utilizaremos el método de
eliminacidn de Gauss para simplificarla.
0
0
0

-2 1 110 1 -2 1
1 -2 1 0> - <—2 1 1
0 1 1 -2

1 1 =2
Fila 2 + 2Fila 1, Fila 3 — Fila 1, Fila 3 + Fila 2, —éFila 2.

1 -2 110 1 -2 110 1 -2 110
(—2 1 1 O>—><O -3 3 O>—><O -3 3 0)
1 1 =210 1 1 =210 0 3 =310
1 -2 1|0 1 -2 110
—><0 -3 3 O>—><O 1 -1 O)
0 0 O0Io 0 O 010

A continuacidn, escribimos el sistema equivalente y lo resolvemos. Al haber obtenido
una fila entera de ceros, tendremos que dejar una variable libre para poder calcular su
solucién. Luego, en este caso, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO, con 1
grado de libertad.



X3
xZ—X3:0:>xZ:x3
x1—2x2+X3=0=>x1=2x2—X3=X3

X3
X3
Finalmente, tenemos que estudiar qué pasa cuando a = 1.
1 1 1
A=|1 1 1
1 1 1
1] =1+0
1 1) _
|1 1 =0
Todos los determinantes de 22 orden de A son iguales a 0. Luego, r(A) = 1.

1 1 110
(A|b)=<1 1 10)
1 1 1lo

11]=1#0
1 0] _
|1 0_0

Todos los determinantes de segundo orden de (A|b) son iguales a 0, asi que
elr(Alb) = 1.

Luego, cuando a=1 , 7r(A) =1=r(4]|b) < 3(n%devariables x;). Por
consiguiente, el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADO con 3 — 1 = 2 grados
de libertad.

A continuacidn, tenemos que calcular la solucién del sistema. Al igual que en el
caso anterior, solo podemos utilizar el método de Gauss para resolverlo, ya que el
|A| = 0.

1 1 110
(A|b)::<1 11 o)
11 1lo

Fila 2 — Fila 1, Fila 3 — Fila 1.

1 1 110 1 11
1 1 10>—><O 0 0
0 1 11

1 11

0 1 1 1
O>—><O 0 0
0 0 0 O

0
0
0



Ahora, escribimos el sistema equivalente. En este caso, hay dos filas de ceros,
luego, como veiamos anteriormente, el sistema serda COMPATIBLE

INDETERMINADO con 2 grados de libertad. Y, por tanto, tendremos que dejar 2
variables libres para calcular su solucién.

{x1+x2 +X3=O
X2

X3
x1+x2+X3=O=>x1=—x2—X3

—X2 — X3
X3



HOJA 4: AUTOVALORES, AUTOVECTORES Y DIAGONALIZACION

Calcule los autovalores y autovectores de las siguientes matrices:

1 0 2
a) A= (2 -1 1)
1 0 0

-1 0 1
b)A=(O 2 0)
1 4 -1

Solucién
a)
1 0 2
A=12 -1 1
1 0 O

En primer lugar, tenemos que escribir el polinomio caracteristico.
|[A—AIl =0
1-4 0 2

2 -1-2 1
1 0 0-—-21

=1-DE1-DEDH-2(-1-1) =

=1 -2DA+2A)+2422=2—-212+22-234+2421=-13+31+2

—A34+31+2=0

Utilizamos Ruffini.
-1 0 3 2
—2 -4 -2
-1 -2 -1 0

2

/11:2
B 43A4+2=A=2)(=A2—21—1)

A2 -21-1=0

Azz_z_l

/122J_r\/4—4-(—1)-(—1):> 2+0
-2 -2

Ya podemos factorizar el polinomio caracteristico anterior.
A +31+2=1-2)1+1)?
Como se puede observar, A; = 2 tiene multiplicidad algebraica igual a 1. Sin

embargo, 1, = —1 tiene multiplicidad algebraica igual a 2.
A continuacion, calculamos los autovectores.



A-2[)H)X =0
1-2 0 2 X1 0
( 2 —-1-2 1 )<x2>:<0>
1 0 0—2/ X3 0
-1 0 2 X1 0
( 2 -3 1 ><x2> = <0>
1 0 -2/ \x3 0

En primer lugar, intercambiamos las filas 1 y 3, para tener un 1 en la primera
posicion de la matriz. Después, continuamos simplificando el sistema utilizando

operaciones con filas.
0 1 0 =210
0] 2 -3 1|0
0 -1 0 2 10

1 0 2
2 -3 1
Fila 3 + Fila 1, Fila 2 — 2 - Fila 1, —gFiza 2.

1 0 -2
1 0 =210 1 0 -2
(2 -3 1 0>—><2 -3 1
0 0 0 0

-1 0 2
0
O)
0

1 0 -2
—>(0 1/3 —=5/3
0 0 0

Por consiguiente, la solucién del sistema es

X3
1

§X2_§X3=O$XZ=5.X3

x1—2X3=0=>x1=ZX3

2x3 2
X3 1
Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por

un Unico autovector).

),2:—1
(A+1)X=0

1+1 0 2 X1 0
( 2 -1+1 1 ><x2>:<0>
1 0 0+1/ M3 0



2 0 2\ /X 0

2 0 1 <x2> <0)

1 0 1/ Ms 0
En primer lugar, intercambiamos las filas 1 y 3, para tener un 1 en la primera

posicion de la matriz. Después, continuamos simplificando el sistema utilizando
operaciones con filas.

2 0 210 1 0 110
(2 0 1 0>—><2 0 1 0>
1 0 110 2 0 210
Fila2—2-Fila 1, Fila3 — 2-Fila1l, —Fila 2. Después intercambiamos las
filas 2 y 3.
1 0 1]0 1 0 110 1 0 110
<2 0 10>—><0 0 —10>—><0 0 —10)—>
2 0 210 2 0 210 0 0 o010
1 0 1]0 1 0 110
—>(0 0 1 0)—><0 0 0 0)
0 0 0lo 0 0 110

Por consiguiente, la solucién del sistema es
x3 = 0

X2
X1+X3=0$xl=_X3=O

&)-=()

Como se puede observar, A, = 1 tiene multiplicidad algebraica igual a 2 vy
geométrica igual a 1, ya que la base que acabamos de obtener estd compuesta
por un Unico autovector. Por tanto, A no es diagonalizable.

-1 0 1
A=<0 2 O)
1 4 -1

En primer lugar, tenemos que escribir el polinomio caracteristico.

b)

|A—All =0

-1-2 0 1
0 2—-1 0
1 4 -1-2

=(-1-DR-D(1-D-2-2) =




=(2=-2423)(-1-2)—2421=24+21—-A2 4224+ 212 -23-2+21=

= =% + 421
Al == 0
-3 = —)2 = =
A+4r=0>A(-21"+4)=0> _12+4:0:>/12:4:>{/{12_ 2
3 — —2
Ya podemos factorizar el polinomio caracteristico anterior
“2B+41=21-2)(1+2)
Como podemos observar, los 3 autovalores, A; =0, 1, =2y A; = —2, tienen

multiplicidad algebraica igual a 1.
A continuacion, calculamos los autovectores.

).1 :0
(A—0L)X =0

-1 0 1 X1 0

1 4 -1/ X3 0
En primer lugar, intercambiamos las filas 1 y 3, para tener un 1 en la primera
posicion de la matriz. Después, continuamos simplificando el sistema utilizando

operaciones con filas.
0 1 4 -1]0
oO)]-{0 2 010
0 -1 0 110

-1 0 1
0 2 O
Fila3+Fila1,Fila3—2-Fila2,%Fila2.
0

1 4 -1
1 4 -1]0 1 4 -1|0 1 4 -1 1 4 -1
o 2 0)0)J—>y0 2 0|0)=(0 2 O00O|—=10 1 O
0 0 4 010 0 0 010 0 0 O

-1 0 1
Por tanto, la solucién del sistema es
X3

x2:0
X1+4x2—x3=0=>x1=—4x2+x3=0+x3=x3

(£)-=(2)

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

0
0
0




(A=2[)X =0

-1-2 0 1 X1 0
( 0 2—-2 0 ><x2>=<0>
1 4 —1-2/ 3 0
-3 0 1 X1 0
( 0 0 O ><x2> = (0)
1 4 -3/ 3 0

En primer lugar, intercambiamos las filas 1 y 3, para tener un 1 en la primera
posicién de la matriz. Después, continuamos simplificando el sistema mediante

operaciones con filas.
0 1 4 -3]|0
0]—-1 0 O 010
0 -3 0 110

-3 0 1
(000
0 1 4 -3
0>—><00 0
0 0 1 —2/3

1 4 -3

Fila3 + 3 Fila 1, 11—2Fila 2.

1 4 —3]0 1 4 -3
(0 0 00>—>(0 0 0
-3 0 1lo 0 12 -8
1 4 =310
—>(01—2/30>
0

0 0 0

0
0)
0

Por tanto, la solucion del sistema es

X3

x2—§x3=0=>x2=§X3

8
X1 +4x;, —3x3 = 0= x; = —4x, + 3x3 =—§x3+3x3 ==X3

3

1 1

_x [a—

373 3

2 =x3| 2

_x —

W) Y

X3 1

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

),2 = —2
(A+2[)X =0



—-1+42 0 1 X1 0
( 0 242 0 ><x2>:<0>
1 4 —-1+2/ X3 0
1 0 1\ /x1 0
5960
1 4 1/ %3 0
Fila 3 - Fila 1,Fila 3 - Fila 2, Fila 2.
1 0 110 1 0 110 1 0 1
0 4 0(0)]—-({0 4 O|0)—>(0 4 O
1 4 110 0 4 010 0 0 O
Por tanto, la solucién del sistema es
X3

x2=0
X1 +x3=0=>x =—x3

0 = x3< 0 )

X3 1
Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

0 1 0 1
0>—><O 1 0
0 0 0 O

0
0
0

Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para todos los autovalores, la
multiplicidad algebraica (1) coincide con la geométrica (1).

1 1/3 -1

P=<o 2/3 0)

1 1 1

00 0
D=P-1AP=<0 2 o).
00 -2

2. Considere las matrices que se muestran a continuacion:

1 -1
A:(o —1)
1 -1
Az(—1 1)
1 0 4
A= (0 2 0)
2 0 -1
2 0 1
AZ(O 2 —1>
0 0 3



1 0 2
A=(0 -1 1
0O 0 2

a) Razone si cada una de estas matrices es diagonalizable.
b) Silo es, escriba A de laforma A = PDP~1.

Solucién
1= 21
En primer lugar, tenemos que escribir el polinomio caracteristico.
|A—AIl =0

|1—A -1
0

o l=a-nE1-n

A2—21-35=0

A_Zi\/4—4-1-(—35)_2i12_ 1-A=4 =1
B 2 T2 ‘{—1—,1:,12=—1

Ya podemos factorizar el polinomio caracteristico anterior.
A-1A+1

Como se puede observar, A; = 1 tiene multiplicidad algebraica igual a 1, al igual
que i, = —1.

A continuacion, calculamos los autovectores.

2.1:1
(A-1)X=0

(o 2 )E)=0)
(6 22G)=0)
—Fila 1, Fila2+ 2-Fila 1.
(6 Z2l)-G Zl)-G olo) =G 1l
Por tanto, la solucién del sistema es

X1
x2=0



(6)=x0)

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

2.22—1
(A+1)X=0

(5" i) G)=0)
(6 0)G)=0)
~Fila1,Fila2—9-Fila1,—Fila 1.
G ol-G &)
Por tanto, la solucién del sistema es
X2

1
x1—§x2=0:x1=§x2

1 1
_x —
2 2| = X2 2
X2 1
Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para todos los autovalores, la
multiplicidad algebraica (1) coincide con la geométrica (1).

P=( 1)
! 1 0
D:(O —1)
Por consiguiente,
1 - —
=16 =6 )

amrors= (0 )G )

-G 6 V-6



4= (—11 _11)

En primer lugar, tenemos que escribir el polinomio caracteristico.

1A= 21 =0
=2 =1l q-nD-D-1=1-21-2+2-1=22-22
1 1-2
A =0
2 _ — _ _ 1
2-21=05 (A 2)1_0{1_2:%2:2

Ya podemos factorizar el polinomio caracteristico anterior.
A2=21=21(1-2)

Como se puede observar, A; = 0 tiene multiplicidad algebraica igual a 1, al igual
que A, = 2.

A continuacion, calculamos los autovectores.

Al =0
(A—0I,)X =0

(5" 206 =0)
(5 G)=0)
Fila 2 + Fila 1, Fila 2 + 2 - Fila 1.
(5 710-G ol
Por tanto, la solucién del sistema es

X2
xl—x2=0=>x1=x2

() =)

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).



A-2[)H)X =0
(5" )6 =0)
G D=6
—Fila 1, Fila 2 — Fila 1.
(j :1 |8) - (—11 —11 |8) - ((1) (1)|8)
Por tanto, la solucién del sistema es

X2
X1 +x,=0=>x; =—Xx,

() =%(3)

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para todos los autovalores, la
multiplicidad algebraica (1) coincide con la geométrica (1).

=i 7)
y b= 9
0 2
Por consiguiente,
_ 1 — 1/2 1/2
PIZEG 11):<—1/2 1/2)

. _ 172 12
A= PDP™ :(1 11)(8 (2))(—1//2 1?2)2

_n(1/2 1/2 _
:(8 22)<—1//2 1?2):(—11 11)



1 0 4
A=10 2 O
2 0 -1

En primer lugar, tenemos que escribir el polinomio caracteristico.
|[A—AIl =0
1-1 0 4

0 2—-1 0
2 0 -1-4

=1-D2-H(-1-1)-82-1) =

=(2—3/1+/12)(—1—/1)—16+8/1=—2+/1+2/12—/13—16+8/1
=—-2342424+91—-18

Utilizamos Ruffini.
-1 2 9 -18

2 —2 0 18
-1 0 9 0
/11 == 2

234222491 —-18=1—-2)(—1*+9)

AZ=3

—/12+9=0:>,12=9:>/1=J_r\/§:>{ B
13—_3

Ya podemos factorizar el polinomio caracteristico anterior.
2324222491 -18=(1-2)(1—-3)(1+3)

Como se puede observar, A; = 2 tiene multiplicidad algebraica igual a 1, al igual
qued, =3y A; = -3

A continuacion calculamos los autovectores.

11:2
(A-2[)X =0

1-2 0 4 X1 0
( 0 2—2 0 ><x2>:<0>
2 0 —-1-2/ \X3 0
-1 0 4 X1
( 0O 0 O ><x2>
2 0 -3/ \%3

—Fila 1, Fila3 — 2 - Fila 1,§Fila 3.

Il
/-~
o OO
N~



-1 0 40 1 0 —4)0 1 0 —4,0
<0 0 O ‘0>—><0 0 O ‘0>—><0 0 O ‘0>
2 0 =310 0o o 510 0 o 110

Por tanto, la solucién del sistema es
.X3 = 0

X2
xl_4‘X3:0:>x1:4X3:0

3)-+()

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

).2:3
(A=3L)X=0

1-3 0 4 X1 0
( 0 2-3 0 )<x2>=<o>
2 0 —1-3/\x3 0
-2 0 4\ /M 0
( 0 -1 0 )(9@) = (0)
2 0 -4/ \X3 0

Fila 3 + Fila 1, —%Fila 2, —Fila 2.

-2 0 410 -2 0 40 1 0 =20 1 0 —-2y0
0 -1 0 ‘0 —><0 -1 0‘0 -0 -1 O ‘0 -0 1 O ‘0>
2 0 —410 0 0 00 0 0 010 0 0 010

Por tanto, la solucion del sistema es
X3

x2=0
X, —2x3=0=>x; =2x3

()=

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).



(A+3L)X =0
143 0 4 X1\ /0
( 0 2+3 0 ><x2>=<0>
2 0 —1+3/ W/ \o
4 0 4\ /X1 0
52966
2 0 2/ M3 0
~Fila1,Fila3 -2 Fila1,<Fila 2.

4 0 40 1 0 10 1 0 10 1 0 10
(0 5 O’0>—>(0 5 O’0>—><0 5 O|0>—><O 1 0|0>
2 0 210 2 0 20 0 0 0'0 0 0 0'0

Por tanto, la solucién del sistema es

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para todos los autovalores, la
multiplicidad algebraica (1) coincide con la geométrica (1).

0 2 -1
P=<1 0 O>
01 1
y
2 0 O
D=<O 3 O)
0 0 -3

Por consiguiente,

0 1 0
PT=2 0 1
-1 0 1

0 1 _|2 1| 2 0
1 01 10 0_101 _%) 01
P=— _|o 1 |—1 1| _|—1 o| -
|1 0 _|o 0| 0 1
0 1 2 1 2 0



1 0 -3 0 0 1 0
= _(_1 0 _1> = ( 1/3 0 1/3>
3\1 0 -2/ \-113 0 23
0 2 -1\/2 0 0 0 1 0
A=PDP—1=<1 0 0)(0 3 0)(1/3 0 1/3)=
01 1/\0 o -3/\-1/3 0 2/3
0 6 3 0 1 0 1 0 4
=<2 0 0)(1/3 0 1/3>=<0 2 0)
0 3 -3/\-1/3 0 2/3 2 0 -1

2 0 1
A=(0 2 -1
0 0 3

En primer lugar, tenemos que escribir el polinomio caracteristico.

|A—All =0

0 2—1 -1
0 0 3—-4

=2-D2-HDE-H=2-MV*B-1

2-1)?*@B-1)=0=>

2
2

A=0

A:O}/h:z

:{(2—/1)2=o=>(2—/1)(2—/1)=0=>{ -
Ya podemos factorizar el polinomio caracteristico anterior.
2-21D2CB-1D)=U-2)2(1-3)

Como se puede observar, A; = 2 tiene multiplicidad algebraica igual a 2, y
A, = 3 tiene multiplicidad algebraica igual a 1.

A continuacion, calculamos los autovectores.

),1:2
(A=2I)X=0

2—2 0 1 X1 0
( 0 2—2 —1><x2>:<0>
0 0 3—-2/ \X3 0
0 0 1 X1 0
<O 0 —1) <x2> = <O>
0 0 1 X3 0



Fila 2 + Fila 1, Fila 3 — Fila 1. Después intercambiamos las filas 1y 3.

0 0 1,0 0 0 170 0 0 1,0 0 0 0)0
<0 0 —1‘0>—>(0 0 0‘0>—><0 0 0‘0>—><0 0 0|0)
0o o 110 0 0 10 0 0 0'0 0 0 1'0

Por tanto, la solucién del sistema es

.X3 = 0
X2
X1

2)-(3)+ ()= 8=

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 2 (la base estd formada por
dos autovectores).

/X~

).2:3
(A=3L)X=0

2—3 0 1 X1 0
0 2—3 -1 ><x2>=<0>
0 0 3—-3/ X3 0
-1 0 1 X1 0
( 0 -1 —1) <x2> = <0>
0 0 0 X3 0
—Fila 1, —Fila 2.

-1 0 10 1 0 -1y0 1 0 —-1¢0
0 -1 —1‘0 -0 -1 —1|0 -0 1 1 ‘0
0 0 010 0 0 010 0 0 o0

Por tanto, la solucidn del sistema es

X3
x2+x3=0:>x2=—x3
xl_X3=0:x1=x3

X3 1

X3 1
Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).



Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para todos los autovalores, la
multiplicidad algebraica coincide con la geométrica.

1 0 1
P=<O 1 —1>
0 0 1
2 0 0
D=10 2 0
0 0 3
0
1

1 0
PT=<0 0)
1 -1 1

Por consiguiente,

R S T
/—11 11 1—1\
S B I (Y
\00 1o 10|/001
10 0o ol o

1 0 1 2 0 0/1 0 -1
A=PDP'=(0 1 -1J{0 2 off{0 1 1 |=
0 0 1 0 0 3/\0 0 1

2 0 3 1 0 -1 2 0 1
=0 2 -3)J]10 1 1 |=({0 2 -1
0 0 3 0 0 1 0 0 3

1 0 2
A=(0 -1 1
0O 0 2

En primer lugar, tenemos que escribir el polinomio caracteristico.

A=Al =0
1-1 0 2
0 -1-2 1 [=Q-D1-1D2-21)
0 0 2—21
(1—/1)(—1—/1)(2—,1)=0=>{—1—/1:0=>,12=—1

Ya podemos factorizar el polinomio caracteristico anterior.

1=-D1-D2=-D=A-1DA+1DA-2)



Como se puede observar, 1; = 1 tiene multiplicidad algebraica igual a 1, lo
mismo que A, = —1yA; = 2.

A continuacion, calculamos los autovectores.

2,121
A-L)X=0

1-1 0 2 X1 0
( 0 -1-1 1 )<x2>:<0>
0 0 2—1/ X3 0
0 0 2\ /x 0
(O -2 1> <x2> = <O>
0 0 1/ V3 0

%Fila 1, Fila 3 — Fila 1, —%Fila 2. Después intercambiamos las filas 1y 3.

0O 0 20 0O 0 10 0O 0 10
0 -2 1‘0 —><O -2 110)->=10 =2 1‘0 -
0 0 10 0 0 10 0 0 o0l0

0 0 1 0 0 O 0 |0
—><O 1 —1/2’0)—> 0 1 —1/2‘0)

0 0 0o 10 0 0 1 10

Por tanto, la solucién del sistema es
x3:0
1
x2—§x3=0=>x2=§x3=0
X1

X1 1

0 0
Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

}.2=—1
(A+I)X =0

1+1 0 2 X1 0
( 0 -1+1 1 ><x2>:<0>
0 0 2+ 1/ X3 0
2 0 2\ /x; 0
00 1)()-(
0 0 3/ \3 0

(@)



%Fila 1, Fila 3 — 3 - Fila 2. Después intercambiamos las filas 2 y 3.

2 0 20 1 0 10 1 0 10 1 0 10
<O 0 1‘0>—><0 0 1‘0>—><0 0 1‘0>—><0 0 0|0>
0 0 30 0 0 30 0 0 0'0 0 0o 1'0

Por tanto, la solucién del sistema es

X3:0
X2
X1+X3=0$x1=—X3=0

&)-=()

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

).2:2

—Fila 1, — gFila 2.

-1 0 290 1 0 =210 10 -2,0
0 -3 1|0 -0 -3 1|0 10 1 —1/3‘0
o o olo o 0o olo o0 o lo

Por tanto, la solucién del sistema es

1 "3 1
xZ_§X3:O:x2:§X3

X1 —2x3=0=>x; =2x3

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).



Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para todos los autovalores, la
multiplicidad algebraica (1) coincide con la geométrica (1).

10 2
P=<0 1 1/3)
00 1
1 0 0
D=<O -1 0)
0 0 2

1 0 0
PT:<O 1 0)
2 1/3 1

Por consiguiente,

s 1 2 o

1/1/3 1 21/3\ o

=—| "o %0 l=(0 1 -1/3

=71l - |1/3 1| 1 |2 1/3] |

\ 0/ 00 1
_|oo |01

1 0 2\/1 0 0\/1 0 -2
A=PDP7 1= (0 1 1/3>< -1 0)(0 1 —1/3)=
00 1/\0 0 2/\0 0 1

1 0 4 1 0 -2 1 0 2
= <O -1 2/3) <O 1 —1/3) = (O -1 1)
0 O 2 0 0 1 0 0 2

Calcule A™.
(1 4
a) A= (9 1)
2 0 3
b) A= 0 0 0
-1 1 -2
1 4 1
c) A=(2 1 0
-1 3 1
Solucién

a)

4= 1)

En primer lugar, tenemos que escribir el polinomio caracteristico.

|A— Al =0



LA l=a-Da-1-36=1-21+22-36=1>-21-35

9 1-1
2-21-35=0
14
L2 A-4 1 (35 2412 h=5=7
B 2 2 | oD .
2_ 2 -

Ya podemos factorizar el polinomio caracteristico anterior.
A2—=21-35=A—-7)(A1+5)

Como se puede observar, A; = 7 tiene multiplicidad algebraica igual a 1, al igual
que 4, = =5.

A continuacion, calculamos los autovectores.

Al =7
(A-71)X =0

(5" 126 =0)
(5 ZG)=0)
—=Fila1,Fila2—9-Fila1,—Fila 1.
(5 %l)-G Z-6 737l
Por tanto, la solucién del sistema es

X2

2
x1—§x2=0:>x1=§x2

2 2
_x —
372 |=x2|3
X2 1
Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).



A-7L)H)X=0
('s” 159 =0)
(5 &G =)
=Fila1,Fila2—9-Fila1,—Fila 1.
(5 sl)=G -6 %)
Por tanto, la solucién del sistema es
X2

2
x1 +§x2:O:>X1:_§x2

2 2
— — x ——
372 |=x2| 3
X2 1
Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para todos los autovalores, la
multiplicidad algebraica (1) coincide con la geométrica (1).

2 2
1 1

y
(7 O
D_(O —5)
Por consiguiente,
2
i L [13 _(3/4 1/2)
_Z+2 2 \-3/4 1/2
373\l 3
2 2 1
g (2 “Z\7 oN[ 2 2
AzPDP1=<3 3)(0 —5) 3 1)~
1 1 1 3

(20 (G 12)=G D



2 2\ ,on
e (3 D)0 S -

2-7" —2-(=5)" L ) i D

_ 3/4 1/2\ _ 2 3
=\ 3 3 . (—3/4 1/2)‘ 3(7" — (=5)") 7"+ (=5)"
7 (=5) : .

b)

2 0 3
A=(O 0 O)
-1 1 -2

En primer lugar, tenemos que escribir el polinomio caracteristico.
|[A—2AIl =0
2—1 0 3

0 0-4 0
-1 1 -2-21

=Q2-DED(=2-1)—-31=

= (24 4+ 22)(—2 ) —31=41—222+ 202 -3 =31 = -1 + 1

Al=0

(—/12+1)=0:>/12=1:>{’12=1

—,13+,1=0=>/1(—,12+1)=o=>{
A3=—1

Ya podemos factorizar el polinomio caracteristico anterior.
“B+1=22-1DA+1)

Como se puede observar, A; = 0 tiene multiplicidad algebraica igual a 1, al igual
qued, =1yA; =—1.

A continuacion, calculamos los autovectores.

11:0
(A—0-1)X=0

2—-0 0 3 X1 0
< 0 0-0 0 ><x2>=<0>
-1 1 —-2—0/ \X3 0
2 0 3 X1 0
( 0 0 O ><x2> = (0)

-1 1 =2/ \x3 0

%Fila 1, Fila 3 + Fila 1. Después intercambiamos las filas 2 y 3.



2 0 3710 1 0 3/210 1.0 3/2 0
(0 0 0‘0>—>(0 0 0‘0>—><0 0 0 |o)
-1 1 =210 -1 1 =210 0 1 -1/210
1 0 3/2 0

—><0 1 —1/2‘0)

oo o0

Por tanto, la solucién del sistema es

X3
x2—§x3 =0=>x, =§x3
X1 +§x3 =0=>x =—Ex3
3 3
(-2) [

Este autovector tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada
por un unico autovector).

Az=1
A-L)X=0

2—-1 0 3 X1 0
< 0 0-—-1 0 ><x2>=<0>
-1 1 -2-1/\x3 0
1 0 3\ /%1 0
( 0 -1 0 ><x2> = <0>
-1 1 -3/ M3 0

Fila 3 + Fila 1, Fila 3 + Fila 2, —Fila 2.

1 0 310 1 0 30 1 0 30 1 0 370
0 -1 0 ‘0 -0 -1 0‘0 =10 -1 0‘0 -0 1 0‘0
-1 1 =310 0 1 ol0 0 0 o'0 0 0 o'0

Por tanto, la solucién del sistema es
X3

x2:0
xl+3X3=0$x1=_3x3

(07)-x(¢)



Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base esta formada por
un Unico autovector).

2.22—1
(A+1)X=0

2+1 0 3 X 0
( 0 0+1 O ><x2>=<o>
~1 1 241/ \x3 0
3 0 3\ /M 0
( 0 1 0 )(xz) = (0)

-1 1 -1/ \x3 0

éFila 1, Fila 3 + Fila 1, Fila 3 — Fila 2.

3 0 370 1 0 1,0 1 0 10 1 0 10
0 1 0‘0—> 0 1 0‘0—>0 1 0‘0—>0 1 0‘0
-1 1 -110 -1 1 -110 0 1 ol0 0 0 0'0

Por tanto, la solucidn del sistema es

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para todos los autovalores, la
multiplicidad algebraica (1) coincide con la geométrica (1).

-3/2 -3 -1
P= ( 1/2 0 o>
1 1 1

0 0 O
D=0 1 0
0 0 -1

—-3/2 1/2 1
( -3 0 1)
-1 0 1

Por consiguiente,

PT



0 1 -3 1 -3 0
/ |o 1 _|—1 1| |—1 0 \|
.1 /2 1 -3/2 11 _|-3/2 1/2]|_
P - 1.3 |0 1| -1 1| -1 0 | =
272 |1/2 1| C=3/2 1] [-3/2 1/2/
0 1 -3 1 -3 0

0 2 0
:<—1/2 -1/2 —1/2)
1/2 —3/2 3/2

3 0 2 0
/‘E -3 ‘1\ 00 0 /_1 1 _1\
A=pPDP1=| 1 |<0 1 0>| 2 2 2=
\Z L L) G
1 1 1 2

N w
\_—

N| =

0 2 0
0 -3 1 /_1 1 _1\ 2 0 3
=<0 0 o)l 2 2 2I=<0 0 o)
0 1 -1 \1 3 §/ -1 1 -2
2 2 2
—3/2 =3 —1,,0 0 0 0 2 0
A"=PD"P‘1=<1/2 0 0)(0 1 0 )(—1/2 -1/2 -1/2
1 1 1/\0 o (-n*/\1/2 =372 3,2

0 -3 —(-D" 1
=<0 0 0 ) 2 2 2=
0 1 (=) 1 3 3
2

2

/ 3—(-D"  3+3(-1D" 3-3(-D" \

2 2 2

= 0 0 0
k—1 +(-D)" -1-3(-D" -1+ 3(—1)")

2 2 2

c)

1 4 1
A=(2 1 0
-1 3 1

En primer lugar, tenemos que escribir el polinomio caracteristico.

|A—All =0

>=



1-1 4 1
2 1-2 0 |=0-HA-HA-D+6+1-D)=-81-21) =
-1 3 1-2

=(1-224+22A-D)—-14+71=1-21+22—-24+212-23-1+72

= =23+ 3% + 41
—,13+3,12+4/1=0:>;1(—;12+3/1+4)=0:>{ =0
-2 +31+4=0
—22+431+4=0
2
3+ /9-4-(-1)-4 |h=7="1
A= =
s Jo= o4
3__2_

Ya podemos factorizar el polinomio caracteristico anterior.
—AB+322+41=21+1)(A1—-4)

Como se puede observar, A; = 0 tiene multiplicidad algebraica igual a 1, al igual
quel, = -1y i; =4.

A continuacion, calculamos los autovectores.

11:0
(A=0-1)X=0

1-0 4 1\ /% 0
2 1-0 0 ><x2>=<0>
-1 3 1-0/ M3 0
1 4 1\ /X 0
(2 19)6)-6)
-1 3 1/ X3 0
Fila3+Fila1,Fila2—2-Filal,Fila3+Fila2,—%Fila2.
1 4 10 1 4 10 1 4 1,0
2 1 0‘0 -2 1 0‘0 -0 -7 —2‘0 -
-1 3 110 o 7 210 0o 7 2 10

1 4 1,0 1 4 10
—><O -7 —2‘0 —><O 1 2/7‘0)
0 O 0 '0 0o 0 o'0



Por tanto, la solucién del sistema es

X3
+2 0
X —Xq = =X, =——X
8 1
x1+4x2+x3:0:>x1=—4x2_x3=7x3—x3:7x3

— — x — —
X3 1
Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un unico autovector).

).2:—1
(A+1,)X =0

1+1 4 1 X1 0
( 2 1+1 0 ><b>=<@)
—1 3 141/ \x3 0
2 4 1\ /x 0
(3196
—1 3 2/ \x; 0
%FﬂaLFﬂa3+FUaLFﬂa2—2-FUa2,—%lelFUa3—5-Fﬂa2
2 4 10 1 2 1/2,0 1 2 1/2,0
(2 20‘04220‘0>—>22 0‘0—>
1 3 2 1o 0 5 5/2l0

-1 3 210
1 2 1/2p0 1 2 1/2)0
>—><0 1 1/2‘0)—><0 1 1/2|0)
0o 0 010

0 5 5/210

1 2 1/2,0
_9(0 —2 —1‘0
0o 5 5/210

Por tanto, la solucién del sistema es

X3

1
—x3=0=2>x,=—=
x2+2x3 Xy 2x3
1 1 1 1
x1+2x2+§x3 =0$x1 = _sz_zxg =x3—§x3 =Ex3



Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

).2 :4‘
(A—4L)X =0

1-4 4 1 X1 0

Sl )0

-1 3 1—-4/ 3 0

-3 4 1 X1 0

D60

-1 3 =3/ 0
—%Filal,Fila3+Fila1,Fila2—2-Filal,Fila3+5-Fila1,—3Fila1.

-3 4 10 1 —4/3 —1/30 1 —-4/3 -1/3 0
<2 -3 0 ‘0>—><2 -3 0 |0)—><2 -3 0 |o)—>
-1 3 =3lo -1 3 -3 10 0 5/3 -—10/3l0
1 —4/3 —1/3 o 1 —4/3 —1/3,0 1 —4/3 —-1/3,0
_>< -1/3  2/3 |0>—><o -1/3  2/3 ‘0>—><0 1 —2 ‘0>
0 5/3 -—10/310 0 0 o o 0 0 0o 10

o

Por tanto, la solucion del sistema es

X3
xZ_ZX3:O:x2:2x3
4 1 4 1 8
x1—§X2—§X3 =O$X1 =§XZ +§X3 =§X3 +§X3 =3x3

3X3 3
<2x3> = X3 <2>
X3 1

Este autovalor tiene multiplicidad geométrica igual a 1 (la base estd formada por
un Unico autovector).

Luego, en este caso, A es diagonalizable ya que para todos los autovalores, la
multiplicidad algebraica (1) coincide con la geométrica (1).



1/7  1/2 3
P=<—2/7 ~1/2 2)
1 1 1

0 0 O
D=0 -1 0
0O 0 4

1/7 =2/7 1
PT=<1/2 -1/2 1)
3 2 1

Por consiguiente,

Pl = 1 6,3 2 1 —1-12+14+421—-4+2_20_10
14 7 2 77 14 127
|—1/2 1| _|1/2 1| |1/2 —1/2|
2 1 3 1 3 2 \
P_l_i|_|—2/7 1| |1/7 1| _|1/7 —2/7||_
=10 2 1 3 1 3 2 | |7
7\ 1-2/7 1 _|1/7 11 |11/7 =2/7
~1/2 1 172 1| |12 -1,2

, (=5/2 5/2  5/2 —7/4 T4 T7/4
E<16/7 —20/7 —8/7):(8/5 —2 —4/5)

3/14 5/14 1/14 3/20 1/4 1/20
1/7 1/2 3\ /0 0 0\ /-7/4 7/4 7/4
A=PDP‘1=<—2/7 —-1/2 2)(0 ~1 0)(8/5 ~2 —4/5):
1 1 1/\0 0 4/\3/20 1/4 1/20
0 —1/2 12\ /=7/4 7/4 7/4 1 4 1
=(0 1/2 8)(8/5 -2 —4/5):(2 1 0)
0 -1 4/\3/20 1/4 1/20 -1 3 1

1/7 1/2 3\ /0 0 0\ /—7/4 7/4 7/4
A" = PD"P~1 = (—2/7 -1/2 2) <0 (-D™ 0 )( 8/5 -2 —4/5) =
1 1 1/\o 0 47/ \3/20 1/4 1/20

o &Y 3
2 ~7/4 7/4 7/4>

—| (-1 . (8/5 —2 —4/5
\0 > 2'4) 3/20 1/4 1/20
0 (-D"  4n




1)"+9 4n-1
—(-1D"+3-4"1

-2(-1)"+3- 4"—1\

(= ;
=i —4(— 1)"+6 4n-1 1tz ant 2(-1D)"+2-471 |
5
\ 1)" + 3471 —4(—1)" + 471

—2(-1D)" + 41

5



HOJA 5: FORMAS CUADRATICAS:

1. Clasifique las formas cuadraticas asociadas a las siguientes matrices y expréselas
en forma polinédmica:

) (; 3)

b) (—12 1

(g]
—
/N
I
NN
N—

cleWHONNNONWHN-PU'I
N

(=3

N—r

d)

= O NUIW
N~ ~—__—

f)

wONNQOQCﬂ-PH

g)

h)

Solucién

4

a) X(2

;) XT=(x1 x) (421 g) (2) = 4x? + 3x2 + 4x,x,

A =14 =4>0
i =1r 245
|A2|—|A|—|1 fJ=12-2=10>0

Como todos los menores principales son positivos, esta forma cuadratica es
DEFINIDA POSITIVA.

b) X(_l2 _14)XT:(X1 Xz)(_lz _14)(;C;)=—2x12—4x§+2x1x2
|4l =1-2]=-1<0
gl =141 =72 L]=8-1=7>0

Como los menores principales alternan en signo, empezando por negativo, esta
forma cuadratica es DEFINIDA NEGATIVA.



X1

c) X(i g) XT =0 x2) (i g) (Xz) = 5x2 + 8x;x,

A1l =15]=5>0
|,42|=|A|=|f’L g —0-16=-16<0#0

Como el ultimo menor principal (determinante de toda la matriz) es distinto de 0,
y la forma cuadratica no es ni definida negativa, ni definida positiva, Q es
INDEFINIDA.

2 1 3 2 1 3\ /%
d) X<1 4 5>XT=(X1 X x3)<1 4 5><xz>=2x12+4x§+8x§+

3 5 8 3 5 8/ \x3
2x1X5 + 6x1x3 + 10x,x5

|4 =12]=2>0

12 Y _q_4_
|A2|—|1 4 =8-1=9>0
2 1 3

1 4 5
3 5 8

14s] = 1] = =0

Como todos los menores principales son positivos, menos el Ultimo que es 0, esta
forma cuadratica es SEMIDEFINIDA POSITIVA.

2 0 2 2 0 2\ /%
e) X(O 0 0)XT=(01 x x3)<0 00 <xz = 2x% + x2 + 4x,%3

2 0 1 2 0 1/ \Xx3
|A;| =12]=2>0
_12 0] _
=2 9=0

2 0 2
0 0 O
2 0 1

5] = 1] = =0

Por tanto, este criterio no decide y tenemos que utilizar el de los autovalores.
|[A—1IA]1 =0

2—-1 0 2
0 0-1 0
2 0 1-2

=(=224+2) (1= +41=21—-22+222 — 13 + 42

— _234 92 = (=22 = 1=
=2 +2+61=(-2+1+6)1 0:{—,12+/1+6=0

=C-=-DEDEL=D 4=




Rea+6=0mo tEVIZ# D6 145

-2 )
-1+5 4 ,

_) -2 =2
—1—5_—6_3
-2 =2

Como la matriz tiene un autovalor positivo 3, otro negativo -2, y otro igual a 0,
esta forma cuadratica es INDEFINIDA.

2 2 0 2 2 0\ /%
f) X{2 2 0 |XT=01 X2 x3)(2 2 0 ||X2|=2x%+2x5—x2+
0 0 -1 0 0 —1/\x3

4x1x,

A, =2=2>0

2 2 0
Azl =|Al=[2 2 0]=0
0 0 -1

Por tanto, este criterio no decide y tenemos que utilizar el de los autovalores.

|A—11]=0

2—1 2 0
2—A 0
0 0 -1-21

=4 —-22-224+2)(-1-2)+4+42

=4 —42+20)(-1-2)+4+42

= —4+41—2%2—42+42%2 — 23+ 4+410=41+3212-23=0

N

=Q2-VD2-1)H(1-21)—-4(-1-21)

Tenemos que utilizar Ruffini:

471 3 4 0
1 -4 0
—1 4 0 0

—/12+4,1=o=>(—;L+4),1=o=>a={"1+4/1:_00:>’1:4

Como la matriz tiene un autovalor positivo 4, otro negativo -1, y otro igual a 0,
esta forma cuadratica es INDEFINIDA.

1 3 0 1 3 0)\/*%
g) X{3 =2 7 |XT=0( x x)|3 -2 7 |[*2|=xFf-2xF+
0 7 14 0 7 14/ \x3

14x2 + 6x1x, + 146x,x3



|41l =11]=1>0

|A2|=|§ _32|=—2—9=—11<0

1 3 0
|A;]=1A|=|3 =2 7|=-203<0#0
0 7 14

Como el ultimo menor principal (determinante de toda la matriz) es distinto de O,
y la forma cuadratica no es ni definida negativa, ni definida positiva, Q es
INDEFINIDA.

-2 0 0 -2 2 0 X1
h) X(O -1 0 >XT=(X1 X2 x3)<0 -1 0 ><x2>=—2x12—
0 0 -5 0 0 =5/ \X3

x% — 5x2

Como se puede observar, se trata de una matriz diagonal, por tanto, los elementos
de su diagonal principal son sus autovalores. En consecuencia, para saber su signo
basta con mirar el signo de los elementos de su diagonal principal. Como todos
ellos son negativos, esta forma cuadratica es DEFINIDA NEGATIVA.

Estudie el signo de las siguientes formas cuadraticas:

a) Q(xq,x3,x3) = 3x3 +2x5 + 3x3 + 2x1x,

b) Q(xy1,x2,x3) = 3x% + 3x2 + 4x,x, + 8x1x3 + 4x3X3

¢) Q(xq,X3,X3,Xx,) = —2X5 + 4x3 + x% — 6x,x3 + 4x3X,

d) Q(xq,x3,x3) = 2x% 4+ 2x2% + 2x3 — 2x1x5 + 2x1%x3 — 2X3X3
e) Q(xq,x3,x3) = 2x3 4+ 3x5 + x5 + 2x,x; + 2X3X3

f) Q(xq,xz,x3) = 3x2 + 3x% + 2x2 + 6x1x,

g) Q(xq,x3,X3) = x5 + X3 + 2x1X; — 2X,X3

Solucién

a)

31 0\ /%
Q(x1,xp,x3) =3x2 +2x2 +3x2 +2xyx, = (%1 X2 X3)(1 2 0][*x

|41l =13]=3>0

IA2I=|2 ;=6—1:5>0

310
|43l =1Al=[1 2 o0o|=15>0
0 0 3




Como todos los menores principales son positivos, esta forma cuadratica es
DEFINIDA POSITIVA.

b)
Q(x1, x5, x3) = 3x% + 3x% + 4x,x, + 8x1x3 + 4x,%5

3 2 4\ /%1
=(X1 X2 X3) <2 0 2) <x2>

4 2 3/ \X3
|4 =13]=3>0

|A2|=|§ S —0—4=-4<0

3 2 4
|Az| =1Al=(2 0 2/=8=#0
4 2 3

Como el ultimo menor principal (determinante de toda la matriz) es distinto de O,
y la forma cuadratica no es ni definida negativa, ni definida positiva, Q es
INDEFINIDA.

c)
Q(x1, %5, Xx3,%4) = —2%% + 4x3 + x2 — 6x,%5 + 4x3%,
-2 0 0 0 X1
0 0 =3 0}|[*
x
Do -3 4
0 0 2

= (xl Xy X3

2
1 X4

|4;] =1-2]=-2<0

il =] o] =0

-2 0 0
|A;l=[0 0 -3]=18>0
0 -3 4
-2 0 0 0
_a_lo 0o =3 o_
|4;] = |A] = 0 3 4 o |=18%#0
0 0 2 1

Como el ultimo menor principal (determinante de toda la matriz) es distinto de O,
y la forma cuadratica no es ni definida negativa, ni definida positiva, Q es
INDEFINIDA.



d)

Q(x1, x5, x3) = 2x% + 2x% + 2x3 — 21X, + 2x1X5 — 2X5X3

2 -1 1\ /%1
= (X1 X2 X3)| - - 2
(x1 X2 x3)[—-1 2 1] x
1 -1 2/ \X3

41| = 12| =2>0

=2 T=4-1=3>0

2 -1 1
|As] = 1Al =|-1 2 —=1|=4>0
1 -1 2

Como todos los menores principales son positivos, esta forma cuadratica es
DEFINIDA POSITIVA.

e)

Q(x1, x5, x3) = 2x2 + 3x2 + x2 + 2x1%x, + 2X,x3

2 1 0\ /%1
=1 X2 x3)({1 3 1][*

0 1 1/ \Xx3
A1l =12]=2>0

IA2|=|i §=6—1=5>0

2 1 0
Az =]Al=1 3 1/=3>0
0 1 1

Como todos los menores principales son positivos, esta forma cuadratica es
DEFINIDA POSITIVA.

f)

3 3 0\ /%
Q(x1,x5,x3) =3x% +3x% +2x3 + 6xyx, = (X1 X2 %3)(3 3 0] *

|41l =13[=3>0

R

3 3 0
|A;] =1A]=|3 3 0|/=18-18=0
0 0 2

Por tanto, este criterio no decide, y tenemos que utilizar el de los autovalores.

|A—1I1] =0



3-1 3 0

3 3-1 0 |=@-DB-D2-1)-92-21)

0 0 2-2
=(9-31-32+2%)(2-1) —18+921
=(9-61+12)(2—-21)—18+92
=18—-91— 121+ 612 + 212 — 13 — 18 + 91

A=0
=—/13+8/12—12/1=(—/12+8/1—12)/1=0:>{/1=6
A=2

Como todos los autovalores son positivos, menos uno que es 0, esta forma
cuadratica es SEMIDEFINIDA POSITIVA.

g)
1 1 0 X1
Q(x1,xp,%3) = X2 + X2 + 2x1x — 2x,x3 = (X1 X2 X3)(1 0 —1]|*
0 -1 1 X3
|4l =1=1>0
1 Y _g_q=_
ol = |7 g|=0-1=-1<0
1 1 0
43| =Al=|1 0 -1[=-2=%#0
0 -1 1

Como el ultimo menor principal (determinante de toda la matriz) es distinto de O,
y la forma cuadratica no es ni definida negativa, ni definida positiva, Q es
INDEFINIDA.

. Encuentre los valores del parametro a para los que Q(xq, X, x3) = 3x§ + x% +
3x3 + 2x,x, — 2ax,x;3 es Semidefinida Positiva.

Solucion
3 1 —-a
Q(xq, %, %3) = 3x2 + x% +3x5 + 2x1%, —2axyx3=X[ 1 1 0 |XT

|41l =131 =3>0

|A2|=|i i|=3—1=2>0

3 1 —a
|A;]=1Al=[1 1 0|=9-a*-3=-a?+6=0
—-a 0 3

—a’+6=0>a>=6>a=+V6



Cuando a = +/6, todos los menores principales de A son positivos, excepto el
ultimo que es 0. Por tanto, para esos valores de a, Q (x4, x,, x3) es Semidefinida
Positiva.

Calcule los valores del parametro a para los que Q(xq,x3,x3) = Bx% + x% +
ax3 — 2x,x, + 3x,x3 — 4x,x5 es Definida Positiva.

Solucién
Q(x1,x5,x3) = 3x% + x3 + ax2 — 2x;x, + 3x;%3 — 4x,%5
3 -1 3/2\ /%
= (xl,xZ, X3) <_1 1 _2> <x2>
3/2 -2 a/\x;
4| =13]=3>0
_|3 -1j_._+_
|A2|—|_1 1|—3 1=2>0
3 -1 3,2 9 23
sl =lAl= -1 1 -2|=3a+3+3-7-a-12=2a-—>0
3/2 =2 a

L33 . 33
—_— : —_—
=% R

. 33 I .
Si a>?, todos los menores principales de A son positivos, y, por tanto,

Q (x4, x5, x3) es Definida Positiva.

Indique el signo de la siguiente forma cuadratica restringida:

1 4 0\
Qxyz)=(* ¥ Z)<4 2 —1><y>

0 -1 -1/ 'z
sa —x+y—z=0

Solucién:

Para clasificar una forma cuadratica restringida, como es este caso, primero
podemos ver el signo de la forma cuadratica sin restringir, puesto que si tenemos
la suerte de que sea definida positiva o definida negativa no haria falta clasificarla
restringida ya que no cambiaria su clasificacion. Para estudiar el signo de la forma
cuadratica sin restringir vamos a utilizar el método de los menores principales.

|41 =111 =1



11 41 _qe=_
4ol = |, 1|_1 16 = —15
1 4 0
Asl =4 2 -1/=13=%0
0 -1 -1

Como el ultimo menor principal (determinante de toda la matriz) es distinto de O,
y Q@ no es ni definida positiva, ni definida negativa, es INDEFINIDA. Por tanto,
tenemos que restringirla al subespacio dado por la ecuacién —x +y — z = 0.

Para restringirla debemos obtener la forma polindmica.

1 4 0\ /x
Qx,y,z)=(Xx ¥y 2) (4 2 —1) <y> =x2+2y% — 7% + 8xy — 2yz
0 -1 -1/ 1z

y también debemos desarrollar la ecuacion a que se restringe que es:
—x+y—z=0

Sabemos que cuando tenemos una forma cuadratica restringida deben quedar

n-m variables siendo n el numero de variables originales (en nuestro caso, n = 3)
y m el nimero de restricciones del problema (m = 1), luego nos deben quedar
3-1 = 2 variables. Para ello, debemos despejar en la restriccién y sustituir la
informacién obtenida en la forma cuadratica original. Como tenemos una Unica
restriccion, sélo podemos despejar una variable en funciéon de las otras dos. Si
despejamos, por ejemplo, la variable y tenemos:

y=x+2z
Sustituyendo esta informacion en la forma cuadratica inicial tenemos:

Q(x,y,2) = x* +2y* — 2% + 8xy — 2yz
=x?>+2(x+2)?—-2z>+8x(x+2) —2(x + 2)z

=11x2 -z 4+ 10xz = (x 2z) (151 _51) (JZC)

|A;] = |11] = 11
S T
|A2|—|5 _1|_ 11-25=-36%0
Por tanto, la forma cuadratica restringida es también INDEFINIDA, ya que el

ultimo menor principal el distinto de 0, y Q no es ni definida positiva, ni definida
negativa.



6. Clasifique la siguiente forma cuadratica restringida:

Q(x,y,2) = 2xy + 2xz + 2yz
{ 2x=0
sa {7, 0

Solucién:

Antes de clasificar la forma cuadratica restringida vamos a clasificarla sin restringir
para ver si es definida, puesto que en ese caso no haria falta restringirla. Para ello,
escribimos la forma matricial de dicha forma cuadratica:

0 1 1\ /x
Q(x,y,z) =2xy + 2xz + 2yz = (x,y,2) (1 0 1) (y)
1 1 0/ \z

A continuacién, la clasificamos utilizando el método de los menores principales:

|A411 =10] =0
o o1y_
42l =[1 ol =1
01 1
sl =]1 0 1|=-2=%0
11 0

Como el ultimo menor principal (determinante de toda la matriz) es distinto de O,
y Q(x,y,z) no es ni definida positiva, ni definida negativa, la forma cuadratica sin
restringir es INDEFINIDA. Por tanto, al no ser definida pasamos a restringirla.

Resolviendo el sistema dado por las dos restricciones obtenemos:

2x=0=>x=0
y—z=0=>y=2

Sustituyendo el resultado anterior en la forma cuadratica original nos queda:
Qx,y,2) =2xy+2xz+2yz=2-0-24+2-0-z+22-2=22z>>0
Por tanto, la forma cuadratica restringida al subespacio dado las ecuaciones

2x =0
{y _,=0°% DEFINIDA POSITIVA puesto que al sustituir z por cualquier valor

distinto de cero siempre saldra un nimero positivo.



7. Clasifique, utilizando el método de los autovalores, la siguiente forma
cuadratica:

Q(x,y,2z) = x* + 2y* + z* — 2xy — 2yz.

é¢Cambia el signo si la clasificamos ahora restringida al subespacio dado por la
ecuacionx +y = 0?

Solucion:

Para poder clasificar la forma cuadratica por el signo de los autovalores tenemos
que obtener los mismos. Para ello, tenemos que escribir la forma cuadratica en
forma matricial, que, como ya sabemos, se obtiene colocando en la diagonal
principal los coeficientes de los términos cuadraticos, mientras que cada elemento
a;j, coni # j, se obtiene de dividir por dos el coeficiente del término que
multiplica la variable i por la j. Asi tenemos:

1 -1 O X
Q(x,y,z) =x2+2y2 + 2% — 2xy — 2yz = (x,y,2) (—1 2 —1) <y)
0o -1 1 z

A continuacion, calculamos los autovalores de la matriz anterior.

1-4 -1 0
|A—All=| -1 2-1 -1
0 -1 1-2
=1-DC-HDA-H-EDEDA-D-EDEDA -
=A1-1)A-3)A=0

Luego, los autovalores son:

/11:1
12:3
13:0

Con lo cual, la forma cuadratica sin restringir seria SEMIDEFINIDA POSITIVA,
puesto que uno de los autovalores es cero y los demas positivos.

Si clasificamos la forma cuadrdtica sujeta a la restriccion x +y = 0 nos
desaparece una de las variables, puesto que recordemos que si tenemos una
forma cuadrdtica con variables, (en nuestro cason = 3) y la sujetamos a m
restricciones (en nuestro caso m = 1) nos queda una forma cuadratica conn —m

variables (3 -1 = 2).

Despejando en la restriccion obtenemos que x = —y . Sustituyendo esta
informacidén en la forma cuadratica original nos queda:

Q(x,y,z) =x2+2y2 + 2% = 2xy — 2yz = (=y)? + 2y? + z2 = 2(—y)y — 2yz

=5y2+22—2yz=(y 2) (_51 _11) (}z])



|A1] =[5]=5>0
5 —1
ol =|> T |=5-1=4>0

Como los dos menores principales son positivos, la forma cuadratica restringida al
subespacio dado por la ecuacién x +y = 0 pasa a ser DEFINIDA POSITIVA,
cambiando su clasificacién anterior sin restringir que recordemos era
semidefinida positiva.

Un fabricante produce tres bienes en cantidades x, Yy, z, respectivamente, y
obtiene con ello un beneficio segun la expresion:

B(x,y,z) = 5x* + 9y? + z> — 8yz

Determine si los beneficios del empresario son estrictamente positivos en cada

uno de los siguientes casos:

a) La cantidad que produce del primer bien es dos veces la que produce del
segundo.

b) Por cada unidad producida del primer bien produce dos del tercero.

c) La cantidad que produce de los tres bienes es la misma.

Solucién:

a) Vamos a clasificarla primero sin restringir, para ello calculamos su matriz
simétrica asociada:

5 0 0 X
B(x,y,z) =(x Y Z)(O 9 —4)(}’)

0 —4 1/ \z
|B:l =15 =5
_ 5 0]_
|BZ|_|0 9_45
5 0 0
IBsl=10 9 —4|/=-35#0
0 —4 1

A la vista del signo de los menores principales la forma cuadratica es INDEFINIDA,
ya que el ultimo es distinto de 0 y no es ni definida positiva, ni definida negativa.
Por tanto, presentaria beneficios y pérdidas.

La cantidad que produce del primer bien es dos veces la que produce del segundo,
esto nos lleva a restringir la funcién de beneficios con la siguiente restriccion:

B(x,y,z) =5x% +9y? + z?> — 8yz
s.a. x=2y



Por lo que la forma cuadratica restringida seria:

B(x,y,z) = 5x* + 9y* + z% — 8yz = 5(2y)* + 9y* + z* — 8yz

=29y2+ 22 —8yz= (¥ 2) (EZ _14) (}z])

|Bi| =129 =29 >0
129 =4 _ 50 1. _
Bol =%, |=29-16=13>0
Por consiguiente, al ser los dos menores estrictamente positivos la forma

cuadratica restringida es DEFINIDA POSITIVA, lo que significa que con esta
combinacidn de produccion siempre se obtienen beneficios.

b) Por cada unidad producida del primer bien produce dos del tercero, esta
combinacion nos lleva a restringir la funcion de beneficios con la restriccidn:

B(x,y,z) = 5x* + 9y? + z? — 8yz
s.a. z=2x

Por lo que la forma cuadratica restringida seria:

B(x,v,z) = 5x% + 9y% + z2 — 8yz = 5x2 + 9y? + (2x)? — 8y(2x)
=9x2 +9y? —16yx = (¥ }’)( ? _8) (x)
-8 9/\

|Bil =191=9>0
Bol =2 O|=81-64=17>0
-8 9
Por tanto, al ser los dos menores estrictamente positivos la forma cuadratica

restringida es DEFINIDA POSITIVA, lo que significa que con esta combinacion de
producciéon también se obtienen siempre beneficios.

¢) Lacantidad que produce de los tres bienes es la misma.

B(x,y,z) = 5x? + 9y + z? — 8yz
=7
s ly=jz

Por lo que la forma cuadratica restringida seria:

(2lay=r=s

B(x,y,z) =5x?>+9y? +2z2 —8yz =5x2+ 9x? + x2 = 8xx = 7x%> > 0

Este resultado nos indica, que la forma cuadratica restringida siempre serd
positiva, lo que quiere decir que es DEFINIDA POSITIVA. Por tanto, en este caso,
también se obtienen beneficios siempre.



9. Una panaderia que pretende ampliar su cuota de mercado, esta pensando en
lanzar tres tipos nuevos de pan: pan de centeno multivitaminico, pan a las finas
hierbas y pan de queso. Segin un estudio de mercado los beneficios que
obtendria con las ventas de los tres nuevos tipos de panes siguen la siguiente
expresion:

B(x,y,z) = x* + 2y* + 32> + 6xy + 2yz,

donde, x, y y Z representan las cantidades vendidas de los tres productos. En
dicho estudio se indica también que se va a vender el cuadruple de pan de queso
que el de finas hierbas. Indique si le va a resultar rentable a la panaderia el
lanzamiento de los nuevos productos.

Solucion:

Para analizar si resulta rentable el lanzamiento de los nuevos productos (x,y, z),
hemos de comprobar si los beneficios son positivos, teniendo en cuenta la relacidon
prevista entre z (pan de queso) e y (pan a las finas hierbas). Se trata, pues, de
clasificar la siguiente forma cuadratica restringida:

B(x,y,2z) = x* + 2y? + 3z% + 6xy + 2yz
s.a. z=4y

Si aplicamos el método de los menores principales a la matriz asociada a la forma
cuadratica sin restringir:

1 3 0\ /x
B(x,v,z) =x?+2y?>+3z2+6xy+2yz=( Y 2) (3 2 1) (y)
0 1 3/ ‘\z

Bl = 1] =5>0
1 3jop_9-o
Bl =[5 5|=2-9=-7<0

1 3 0
IB;]=|3 2 1|=-25#0
0 1 3

Como el ultimo menor principal es distinto de 0 y la forma cuadratica no es ni
definida positiva, ni definida negativa, es INDEFINIDA, es decir, los beneficios son
positivos para algunos valores de (x,y,z)y son negativos para otros (en cuyo
caso, obtenemos pérdidas).

Ahora bien, teniendo en cuenta que existe una relacién entre las ventas de los dos
ultimos productos, veamos si considerando dicha relacién, los beneficios seran
siempre positivos. Para ello sustituimos la restriccién en la funcién, y aplicamos de
nuevo el método de los menores principales:



B(x,y,z) = x? 4+ 2y? + 3z% + 6xy + 2yz
= x2 + 2y% + 3(4y)% + 6xy + 2y(4y) = x* + 58y2 + 6xy

= y)(é 538) (;)

|Bil=[11=1>0
_ 11 3|_ca_o-—
|132|_|3 58|_58 9=149 >0

Como todos los menores principales son positivos, la forma cuadrdtica es
DEFINIDA POSITIVA, por lo que, en este caso, siempre se obtienen beneficios, vy,
por tanto, resulta rentable el lanzamiento de los nuevos productos, bajo la
relacion prevista entre ellos.



TEMA 2: CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES:

2.1 FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. CURVAS DE NIVEL.

2.2 DERIVADAS PARCIALES: VECTOR GRADIENTE Y MATRIZ HESSIANA. FUNCIONES
DIFERENCIABLES.

2.3 REGLA DE LA CADENA PARA FUNCIONES DIFERENCIABLES.

2.4 DERIVACION DE FUNCIONES IMPLICITAS. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA.

2.5 FUNCIONES HOMOGENEAS. TEOREMA DE EULER.

2.6 HOJAS DE EJERCICIOS.

2.1 FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES. CURVAS DE NIVEL

Notacidn para funciones de varias variables:

En la asignatura anterior a ésta, estuvimos trabajando con funciones de una variable,
y = f(x) donde x es la variable independiente e y la variable dependiente. De ahora
en adelante, vamos a extender esta idea, trabajando con funciones con mas de una
variable independiente. A continuacién se muestran algunos ejemplos.

fley) =2x%+y?
g(x,y,z) = 2xe¥?
h(xl, xz,X3,X4) = le - xz + 4x3 + X4

Como se puede observar, la notacion para funciones de varias variables es la misma
gue para funciones de una variable.

z = f(x,y) = 2x% + y?
w=g(x,y,z) =2xe¥”
h(x1, X2, X3, X4) = 2X1 — X5 + 4x3 + X4
En la funcién z = f(x,y) hay dos variables independientes, x e y, y una variable
dependiente, z.
Por otro lado, en la funcién w = g(x,y, z) hay tres variables independientes x, yy z y

una dependiente, w.
Finalmente, la funcion h depende de 4 variables.

Cuando estemos calculando el valor de una funcidn de varias variables, tendremos que
sustituir cada una de las variables independientes por su valor. Por ejemplo,
considerando la funcién f anterior, vamos a calcular (2, 3), f(4,—3) and f(5,y).

fxy) =227 +y?

flx,y)=2-22+4+32=2-44+9=17



f(x,y)=2-4>+(-3)2=2-16+9 =41
flx,y) =2-52+y%2=2-25+y% =50+ y?
Todas las operaciones que se pueden llevar a cabo con funciones de una variable,

también pueden realizarse con funciones de variables variables. En particular, para dos
funciones f y g que dependan de dos variables se tiene que:

9y =fxy)tglxy)

D&y =0y gkxy)

f _fy) .
(g) (x,y) = Ty sig(x,y) # 0.

Curvas de nivel de funciones de varias variables:

. . 1
Consideremos la funcién y = S oXxy = 1.

En realidad, en Economia Unicamente nos importa la parte positive de la funcién, por
lo que el dibujo anterior quedaria:




Si sustituimos el numero 1, en la funcién xy = 1 por cualquier otra constante k, se
obtiene xy = k. De modo que para cada valor que demos a k tenemos una funcion

diferente, o una curva diferente.

En el grafico superior se muestran las curvas de nivel que se obtienen al dar diferentes

x>
Il
I
Ln

o
LT
F

o

valores a k.

Otra funcion interesante es la CIRCUNFERENCIA.

donde 7 representa el radio de la circunferencia. Graficamente, se tiene que:
f\
T T
T

Si sustituimos 2 por k, obtenemos x? + y%2 =k, de modo que de nuevo, dando
diferentes valores a k, se obtienen diferentes funciones (circunferencias concéntricas).

En este caso, el radio de estas circunferencias seria Vk.



Finalmente, vamos a estudiar la PARABOLA:

y=x2=>-x*+y=0

\J

Once again, if we write k instead of 0, we would havey = x2 + k> —x2+y =k, so
again, for different values of k, we would have different parabolas.

f
k=2
%1
jﬂ
x
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Las curvas de nivel tienen una gran relevancia, ya que se pueden encontrar en
fendmenos naturales muy importantes. A continuacién se presentan algunos
ejemplos.

La magnetosfera:

Campos magnéticos:

“The Earth’s Magnetic Field

ng:etic Geographic
priae 0 ’NorthPoIe

' South

: o/
. Geographic ;
.South Pole g‘;g?etlc
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Mapas topoldgicos:
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Ademas, en Economia también se utilizan las curvas de nivel. A continuacion, vamos a
estudiar un importante ejemplo, la funcién de Cobb—Douglas.

Funcién de Cobb—-Douglas:

La funcién de Cobb-Douglas se utiliza muy frecuentemente en Economia para
representar la relacidn entre los factores productivos (inputs) y el nivel de produccién
(output). Inicialmente, fue propuesta por Knut Wicksell (1851-1926), y mas tarde, fue
desarrollada por Charles Cobb y Paul Douglas. En 1928, Charles Cobb y Paul Douglas
publicaron un estudio en el que modelizaban el crecimiento de la economia americana
durante el periodo 1899 - 1922. En este articulo se consideraba una idea muy
simplificada de la economia en la que la produccién estaba determinada Unicamente
por dos factores, trabajo y capital. Aunque en la realidad la economia se ve afectada
por una gran cantidad de factores, su modelo resultd ser bastante preciso. La funcién
de Cobb-Douglas es de la siguiente forma:

Y = ALKP,
donde:

e Y = produccién total (valor monetario de todos los articulos producidos en un
ano).

e L =trabajo (nimero total de personas/horas trabajadas en un afio).

e K =capital (valor monetario de toda la maquinaria, equipamiento, y edificios).

e A =factor total de productividad.

e ay Bson las elasticidades de los factores de producciéon, trabajo y capital,
respectivamente. Estos valores son constantes determinadas por la tecnologia
disponible.

Posteriormente, algunos autores han extendido la funcién de Cobb-Douglas afiadiendo
un tercer factor de produccién, la tecnologia, representada por T. En este caso,Y =
AL“KPTY. Pero nosotros no vamos a considerar esta extension.
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Las elasticidades de los factores de produccién miden la sensibilidad de la produccién
ante cambios en los niveles de trabajo o capital utilizados, ceteris paribus. Por ejemplo,
si a = 0,15, eso quiere decir que un incremento del 1% en el factor trabajo se
traduciria, aproximadamente, en un incremento del 0,15% en la produccion. Ademas,

e Sia+pf =1=diremos que la funcion de produccion tiene RENDIMIENTOS A
ESCALA CONSTANTES. Es decir, si incrementamos L y K en un 20% cada uno, Y
crecera también un 20%. En decir, si la produccién crece en la misma
proporcion que los factores, entonces hay rendimientos a escala constantes.

e Sia+p <1=diremos que la funcién de produccidén tiene RENDIMIENTOS A
ESCALA DECRECIENTES. Si la produccién crece en menor proporciéon que los
factores, entonces hay rendimientos a escala decrecientes.

e Sia+f >1=diremos que la funcién de produccién tiene RENDIMIENTOS A
ESCALA CRECIENTES. Si la produccion crece en mayor proporcion que los
factores, entonces hay rendimientos a escala crecientes.

2.1 DERIVADAS PARCIALES: VECTOR GRADIENTE Y MATRIZ HESSIANA.
TABLA DE DERIVADAS:

Funciones Algebraicas

Funciones Derivadas
y=k y':O
y=x y':

y=f%g y=f*g

y=k-f y=k-f
k k- f
y:— y:
/ 2
_f _I
YTk YT %
y=f-g y=f-9+f-g
yzi y:f 9-f-9
9 g?
Funciones Potenciales y Exponenciales

Funciones Derivadas
y = x" y =n-x"1
y=f" y =nfrieff

y:fl/nzw y':—
n-n/n-f”‘l
y=a y=a fIna
y=f9 Y=g ftf+f% g Inf
y:ef y’:ef.f’

Funciones logaritmicas



Funciones Derivadas

y =logs f y = ffloga e
y=Inf y = L
f
Funciones Trigonométricas
Funciones Derivadas
y=sinf y=f"-cosf
y=cosf y=—f"-sinf
y=tgf =tanf y = I "+ sec?
cos? f
y = arcsin f y = —f
1—f?
y = arccos f y = _f—
1-—f2
y = arctg f y = f
1412

Regla de la cadena:
(fog)'(x) = f(9(x))g"(x)
DERIVADAS PARCIALES:

Definicién: Sea f: X c R™ - R, X un conjunto abierto, e, = (0, ...,1, ...,0) el i-ésimo
vector de la base canénica, y d = (ay, ..., a,) € X. Entonces,

of

— (@) = f,,(@) = 'y, (@) = },i_%f(a + he)) — f(d)

Oxi h
- flaq,..,a; +h,...,ay) — f(aq, ..., a;, ..., Qy)
= lim
h—0 h

es la DERIVADA PARCIAL de f respecto de la variable x;.

En la practica, las derivadas parciales son las derivadas de una funcidon que dependa de
mas de una variable.

Para_una funcién de 2 variables: Sea f(x,y) una funcién que depende de dos
variables. Si mantenemos constante y y derivamos f (suponiendo que f es derivable)
con respecto a x, obtendremos la derivada parcial de f con respecto a x, y se denota
por

of . _ .
a_fx_fx-



Andlogamente, Si mantenemos constante x y derivamos f (suponiendo que f es

derivable) con respecto a y, obtendremos la derivada parcial de f con respecto ay, y
se denota por

of
@ =f=fy
. of of -
Ejemplo 1: Calcule Yoy de f(x,y) = xIn(y) enel puntod = (1,1).
Solucién
To compute Z—z we assume y is constant and we differentiate f with respect to x to
obtain
of
2 =1
52— m()

of ~ ~
5= (1,1) =In(1) =0

d . . . .
Now, to compute é we assume x is constant and we differentiate f with respect to y
to obtain

of «x
dy 'y
of 1
—(1,1)=-=1
5, (LD =1
Ejemplo 2: Calcule%yi—’;de f(x,y) = e?enelpuntod = (2,3).
Solucién
X
of _ 5.1
d0x y
of 3
e3
—_ 2 pp—
ax( ,3) 3
of % (—x)
dy y?
of -2 2
— (2 = —e3
ay( 3 =—5e

Una funcién de 3 variables: tiene 3 derivadas parciales.




a_x:fx:fx
af

@_fyzfy
of . _
g_fz_fz

Una funcién de n variables: tiene n derivadas parciales.

Ejemplo 3: Calcule %,% y % de f(x,y,z) = 2x*y3 —xyz + 5z3 en el punto
a=(1,2,1).

Solucidn
d
£=4xy3—yz
d
Y 121)=4-1-2°-2-1=4-8-2 =30
0x
d
—f=6x2y2—xz
dy
d
UV 121)=6-12-22-1-1=6-4—1=23
dy
d
(,)—]ZC=—xy+1SZ2
of
(121 =-1-2+15-12=-2+15=13
Ejemplo 4: Calcule %,a—iy% de f(x,y,z) = x> — 2xy + z3 enel puntod = (2%, O).
Solucién
of
—=2x—-2
0x . y
af(210> 22 21—4- 1=3
dx\'2’ 2 -
d
—f=—2x
dy



VECTOR GRADIENTE:

Definicién: El gradiente de una funcién de varias variables f (x4, X3, ..., X,) se define
como una matriz columna o un vector cuyos componentes son las derivadas parciales

de f, y se denota por Vf = grad(f) = f (x4, %y, ..., X,). Es decir:

VI(xy, Xg, o, Xp) = Vf = grad(f) = f'(xq, %3, 0, Xp) = I dx, i

El gradiente de f en el punto a = (ay, ..., a,) es

of
(5@

[ of . |
V(@ = | x, “‘)i

Z @ )

Ejemplo 1: Calcule el gradiente de f(x,y) = xIn(y) enel puntod = (1,1).

Solucién

T\ (mo)
Vf =grad(f) = f'(x,y) = of | = X
ay

y

of
vf@ = | 9 (a)\=(°)



X

Ejemplo 2: Calcule el gradiente de f(x,y) = e” en el puntod = (2,3).

Solucién

of 1
a_ / ey PR—
Vf = grad(f) = f@y) = 57 | = y

 \e )

Ejemplo 3: Calcule el gradiente de f(x,y,z) = 2x?y3 —xyz + 523 en el punto
a=(1,21).

Solucién
of
I/g; I 4xy3 — yz
Vf =grad(f) = f'(x,y) = i 3y i =| 6x*y* —xz
\6f —xy + 1522
0z

Ejemplo 4: Calcule el gradiente de f(x,y,z) = x> —2xy +2z3 en el punto
- 1
a= (Z'E' 0)

Solucién

af 2x—2y
Vf =grad(f) = f'(x,y) = 3y =< —2;( )
of 3z



3
Vf(a) = | a) | = <—04>

w“
(@
(@)

of
ox
of
dy
of
3z

Ejercicio: Calcule todas las derivadas parciales y el gradiente de las siguientes
funciones:

a) f(x,y)=x*’y+2x+y,d=(01)

b) f(x,y) = sen(xy) + cos(x),d = (g 0)
o fix,y)=xe¥,d=(23)

d) f(x,y) =In(x*+2y),d = (1,0)

e) f(x,y)=yx*+2y,d=(3,-2)
f) f(x,y)=xe*Y,d=(2,-1)

g) f(x,y) =In(2x +yx),d=(1,-1)

h) f(x,y) =xsen(x —y),d = (0, g)

i) flx,y)= 5y + 4xty + 3x2y3 + 2xy* + 2x+ 3y + 5,d = (-2,1)
) fry) =2 d=25)

k) f(x,y) =xIn(y) +yln(x),d = (2,1)

) f(x,y,2) =In(xyz),d=(1,-2,—-1)

m) f(x,y,z) = x®> + 2xy + y* + y3z,d = (2,-1,0)

n) fxy) = Bxy - 4y*)3,d = (-1,-1)

o) f(x,y) = m

p) f(z t) = t*tan(3zt)

Q) f(x,y,7) = esno)

r) f(y,w) = arccos(yw)

s) f(x,y,2) = x-nz\/ﬁ

t) f(x,y,z,w) =(xw)?,d=(1,2,-1,1)

u) f(x,y,zw,t) = xyw—+Vzwt,d = (-3,-1,2,2,1)
v) f(x,y) = tan(x® - 5y%)

x’ytz
w) f(x,y,2) = 21y?i72

x) f(x,y,z) =2x+3y?—senz
Solucion

a)
flx,y) =x*>y+2x+y
of

— =2 2
)" xy +

0
—f(0,1)=2-0-1+2=2
0x



— 1
24+1= 2
- o o 2xy +1 )
, /g;g =(x2+
f):f'(x,y)_\
rad(
Vf=g

dy

Z—f(0,1)> @
X
Vf(O,l) = af

(0,1)
; )
s(x
sen(xy) + co
) =
fly
b)

€9)
os(xy) —sen
=yc

2)=0-1=-1
) (n) = cos(0) — sen (E
sen (>
s )=0-coS(§ ) af:xcos(xy) |
%(E’O . | ECOS(O) :2
E-cos(g-O) >
%(g‘o)_z

en(x)
s(xy) —;) )
: (y “ x cos(x
Ox | _

(x,y) = <g

H=f i

rad

Vf=g

%@‘0) ) @1)
) <§—’;(§,o)

xy
f(x,y) = xe
c)

)
e”Y(1+xy
ey =

+ xy

of _ o

ox

6
="7e
.3) =
23(1+2
=e
ox

of

— xZ e*y
oy



d)

— 3 =4e°
22%¢2

o (23) =

dy

— _ y)
d > (exy(1+
dx X
af
(x,y) (
f=grad(f)=f"(x
Vf =

xZe®y
ay
6
e
5. )
0x
)=\ of s
) ’ 2y)
) =In(x? +
" 2x
o= x2 + 2y
ax
2-1 - _5
2 .
T (1.0 =
" 2
> Ty 2y
@ —_— =2
-0
1242
T 10 = 5
dy

2x
L x2 +2y
o 2
0x _
| ’y) < )
grad(f) = f'(x
Vf =

x2+2y
dy
of (1,0) _ (3)
ax
VT or (1,0)
Vf(1l, @
) = yx* +2y
f(x’gf = 2xy
" =-12
=2-3- (_2)
9 3,-2) =
" of _ x?+2
ay

of

=11
3242 =

2) =

_(3’_

ay

)



/g ny )
Vf =grad(f) =f'(xy) = \ay

x2 +2
—f(3 -2) 12)
0x _ ( 5
Vf(3,-2) = (ﬂ -2
dy
x+y
f(x,y) = xe
f)
Y (1 + x)
o _ eXtY 4 xe*tY = e**Y(
dx
1=3e
of 1) =e?1(1+2)=3e
—=(2,-1) =
0x(
Of = xe*tYy
ay

1 =2el =2e
i(z,—n = 2e?
dy

> (ex+y(1 + x))
ox
f=grad(f) =f(x,y) = <af
Vv

xex+y
dy
g(z'_l) (Se)
0x = (3¢
Vf(2,-1) = <g(2’_1)
dy
f(x,y) =In(2x + yx)
g) y o
2+ _ -1
Z_f:2x+yx 2+y)x
x
1
g(l -1)=-=1
1
x —
B 2ty
L= S Q4+y)x 2+
E X
dy 2x+y

1 :1:1
g(l_l)‘j T



of 1
Vf =grad(f) =f(x,y) = (g?) = ( 316 >
dy 2+y

I 1,1
CEE (3} >= (1)

@(1'—1)
h)

f(x,y) = xsen(x —y)

i sen(x —y) + xcos(x — y)

%(0,%) = sen(0—§)+0cos(0—g) =-1+0=-1
% =—xcos(x —y)

@(o,g) — —0cos (0—%) —0

of
Vf =grad(f) =f'(x,y) = (%) = (Sen(x—_x}::)o:(:cc—o;()x ) J’)>
dy

o (o
1093023

9y (0.3)

flx,y) =5y° + 4x*y + 3x%y3 + 2xy* + 2x + 3y + 5

d
% =16x3y + 6xy3 + 2y* + 2

0
%(—2,1) =16(-2)%3-1+6(-2)-13+2-1*+2=-136

d
% = 25y* + 4x* + 9x%y% + 8xy3 + 3

%(—2,1) = 25(=2)* +4(-2)*+9(-2)?(-2)?+8(-2)- 13+ 3 =595



af
/ax\ 16x3y + 6xy® + 2y* + 2
Vf =grad(f) = f'(x,y) = \ <25y4 + 4x* + 9x2y? + 8xy3 + 3
dy

af( 2,1)
ox - —-136
V(=21 =1, =
)
j) ,
_ Xy
foy) =57 e
of _y’(x*y’+ 1) —xy?(2xy?) _y*(x?y*+1-2x%%) e x’y® -1
ox (x2y3 +1)? (x2y3 +1)2 (x%2y3 +1)2
0 2253 -1 —12475
—f(2,5) = —52 =
ox (2253 + 1)2 _ 251001
of  2xy(x?y®+1) —xy*(3x%y?) xy(2x®y®+2—-3x?y%) x’y3 -2
dy (x2y3 + 1)2 - (x2y3 +1)2 - TGy 1)
of 2253 _3 4980
529 =25

(225 + 1)2 251001

of / x?y3 -1
AN R CE S

Vf = grad(f) =f'(x,y) = g? x2y3 —2
ay TGy 12
%29\ (751001
Vf@25) = | of =| 4980
—(2 5) S5ETO0T
251001
k)

f(x,y) = xIn(y) + yIn(x)

af 1 y
Fie In(y) tyo= In(y) +3

o 21) =In(1) + 2= 0+2 =2
ax = Y

F el ) =g +
—_— =X nx)=1n(x -
ay y y

) 2
%(2,1) =In(2) + <= 0,6931 +2 = 2,6931



y
Vf =grad(f) =f'(x,y) = (g > <ln()’) +;

In(x) + =

%(2,1) 1
vF21) = | of :< - )
—(@21)/ \2,6931

f(x' Y Z) = ln(xyz)

of _yz _1
af 1
Ox(’ ,—1) 1
of xz 1
of o
af_ xy _1
aZ_xyZ_Z

3f(1 ) 1)_1_ )
az "~ ===

of
ox
of
ay
of
3z

g(l -2,-1) )
Vi(1,-2,-1) = (1 -2,-1) | = <—71
\—(1 -2, 1)/ -

floy,z) =x*+2xy +y* +y’z

of
0x x+2y

-

Vf = grad(f) = f'(x,y,2) =

I
—

N =L Rk =
~

p—
~__

|



af(z -1,00=2-2+2-(-1)=2
a )

%=2x+2y+3yzz
dy
-1)%0=2
L 2, -1,0)=2242(~1) +3(-1)
@ )
af_ 3
a—}’
Y @-10) = (-1 = -
0z of

y3
of

ox 2x + 2y ,

oy = | L= | 2x + 2y + 3y22
Vf =grad(f) = f'(xy,z kay)
9z

of

-1,0
—(2 )W ,
; (2)
Vf(2,-1,0) = —(2 —1,0)
\_(2 -1 0)/

fx,y) = Bxy — 4y?)3

2\2
of _ 3(3xy — 4y*)*3y = 9y(3xy — 4y*?)
ax
_ -1 2)2 =-9
U (1 -1) = 9(=1)B(=1)(=1) — 4(—1)
0x
— 4y%)2(9x — 24y)
of _ 3(3xy — 4y?)?(3x — 8y) = (3xy — 4yH)*(
3=
of

( ]

2
9y(3xy — 4y?) )

af
0 2 B
Vf =grad(f) =f(xy) = /af B ((Sxy —4y%)"(9x — 24y)

dy



0)

p)

Or

Or

a)

%(—1,—1)\ o
VLD = o = (1)
@(—1 —1)/
_ X
f(x,y)—x+y
of x+y—x y
ax (x+y)?  (x+y)?
of x
ay  (x+y)?

af y

9. 2
Vf = grad(f) = £ (o) = (3?) - ( ey )

ay/ \ x+y?

f(z,t) = t*tan(3zt)

O _ s L 5

=t7st =3 ——7——
0z cos?(3zt) cos?(3zt)

of
0z

= t*3tsec?(3zt) = 3t5 sec?(3zt)

0
a—]; = 3t3tan(3zt) + t*

of
ot

cos?(3zt)

= 3t3tan(3zt) + 3t*zsec?(3zt)

of / 3t5; \
2
Vf =grad(f) =f'(zt) = <gjzc> ) \ N 3z )

9 3 4
5t 3t°tan(3zt) +t cos2(3z0)

B < 3t° sec2(3zt) >
3t3 tan(3zt) + 3t*zsec?(3zt)

f(x, y, Z) — esin(xyz)

o

i ese"(7) . cos(xyz) - yz

o

= eSen(2) . cos(xyz) - x
3y (xyz) - xz



)

= esen(y2) . cos(xyz) - xy

0z
af
| g; | /e"D - cos(xyz) - yz
Vf = grad(f) = f'(x,y,2) = | 3y | = | esen(¥2) . cos(xyz) - xz
kay) esen(xyz) . cos(xyz) . xy
f
0z

f(y,w) = arccos(yw)

of -w
y  J1-y*w?
A
ow  [1—y2y?

/g\ v
ay B /1 _yZWZ
\af I e A

ow J1—y2w?
fx,y,2) =x-n%[yz

Vf = grad(f) = f'(y,w) =

0
af ,1 z x-mt-z
— =X "TT* — —
dy 2 )yz  2\yz
= = (e )
—=x'wflnnyz+x n?f—-——=x-w¥|Inm. ./ yz +
0z Y 2 [yz Y ZM
of n?.[yz
ax x-nz.z
0
Vf = grad(f) = f'(x,y,2) = % _ 2 /52

%/ kx-nz<ln1t yz+2\7y_z>)

flx,y,z,w) = (xw)¥?

t)

Recuerde quecuandoy = f* =y =n-f* 1 - f,ycuandoy=a/ =2y =a/ - f"-
In a.



— = yz(xw)”*"'w = yzw(xw)?*1

0x
O 12 11 =2 (=1)-1- (1. 1)2CD-1 = _
—(12-1)=2-(-1-1-(1 1)2ED-1 = _2
%—(xw)yz-z-ln(xw)
dy
af 2(-1)
$(1,2,—1,1) =(1-1) (-1)In(1-1)=—-In(1) =0
£=(xw)yz-y-ln(xw)
of 2(-1)
5 (12-11)=(1-1) 2:In(1-1)=2-In(1) =0

— = yz(xw)?* 1x = yzx(aw)?*1

ow

£(1,2,—1,1) =2-(-1)-1-(1-1)*CD-1=_2

ow
af
a yz—1
of / yZIy/v(xw) \
v |

Vf = grad(f) = f Goy.zw) = | | = g“gy = 1?1?;3 )

6_ yz—1
a]Zc yzx(xw)
ow

af
—(1,2,—-1,1
ax(” 1)

Z—f(1,z, -1,1)
vF(1,2,—1,1) = a% -
5, (12-11)

of
ow

(1,2,-1,1)
u)

f(xiin;W; t) = Xyw — VZWt

of
ax_yw

of
—(-3,-1,221)=(-1)-2=-2
0x



o _

ay—xw
d
_f(_gﬁ_lizizil) = (_3) ' 2 = _6
dy
of wt
0z 2vzwt
f —3-1221) = ——2 L 1
R A Wi )
af zt
—_— =Xy —
ow Y 2\/zwt
o (~3-1221) = (=3)(—1) = ——b _3_L1_3
aW ) y by - 2 '—2.2.1 - 2 2
of zZw
ot 2vzwt
of 22
—(-3,-1,221)=—-——=-1
at( ) 272221
af
ox yw
af xw \
@ _ wt
) of 2vVzwt
Vf=grad(f)=f(x,y,z,w,t) = E = Zt
x -—
of Y 2Vzwt
m _ VA%
of 2vVzwt
at

af

- (=3,-1221)
af /
5y ("3 ~122.1)
af !

Vf(=3,-1221) = | = (-3,-122,1) =|

af
—(-3,-1,2,2,1
aW( 3; lll)

of
Fn (-3,-1,2,21)



f(x,y) = tan(x® — 5y?)

of 3x?2

- _ — 222 car2(+3 _ B2
9x ~ cosi(x® —5y7) 3x“sec*(x> — 5y°)

of —-10y
dy cosZ(x3 — 5y2)

= 10y sec?(x® — 5y?)

/a 3x?

. ox cos2(x3 — 5y2) 3x% sec?(x® — 5y?)

Vf = grad(f) = (0y) = \af - ~10y ~ 10y sec?(x® - 5?)
dy cosZ(x3 — 5y2)

w)

x2ytz
f <"'3"Z>=m
of 2xy*z(x? + y? + z%) — x?y*z2x ny Yz(x% + y? + 22— x?)
ox (x% + y? +zz)2 (x% +y2 +2z%)?

_2xy*z(y* + 2%)
(a2 + y2 + 22)2

of  4x?y’z(x? +y? +2°) —x%y*z2y  4x*y3z(x® +y? +2%) — 2x%y°

ay (x2 + y% + z2)? - (x% + y% + z2)?
2x2y3z(2x% + 2y% + 222 —y?)  2x%y3z(2x% + y? + 2z?)
- (x2 + y2 + z2)2 - (x% + y% + z2)2
of  x*y*(x® +y? +2%) —x%y*z2z  x?y*(x? + y? + z%) — 2x%y*z?
0z (x2 +y% +2z%)2 N (x2 +y% +z%)
x2y4(x2 +y2 + ZZ _ 222) B x2y4(x2 + yz _ ZZ)
(x2 + y? + z2)2 (2 + y? + 22)?

(x2 + y2 + z2)?2

of / 2xy*z(y* + z?%)
|
= |

I
) 2x%y3z(2x% + y? + 2z
Vi =gradf) =fxy ) =| 5 yx2(+ y2 +yz2)2 2 |
af x2y*(x? + y* — 2z2)
az x2 + yZ + ZZ)Z

f(x,y,z) = 2x + 3y? —senz

af
a—z
d

ay



af
— =—cosz

0z
of
(2
Vf=gmd(f)=f'(xy2)='g'=< 6y )
" ay |

of
0z

DERIVADAS PARCIALES SEGUNDAS Y MATRIZ HESSIANA:

Las derivadas parciales segundas se denotan por

92f

0x;0x; = [lxi = frixy

Y son las derivadas parciales primeras de las derivadas parciales de primer orden.

2 2
e -, y se llaman DERIVADAS CRUZADAS.

Cuandoi #j = =
*J 0x;0x; 0x;0x;

9%f _ o%f
dx;0x;  Ox?

Por el contrario, cuando i = j =

Ejemplo: Calcule todas las derivadas parciales segundas de f(x,y) = x3 + 2xy, en el
puntod = (1,2).

Solucién

En primer lugar, tenemos que calcular las derivadas parciales de primer orden.

of
— =3x%4+2
) x“+ 2y

of _

=2
dy x

A continuacion, calculamos las derivadas parciales de segundo orden.

o0%f 3 0%f i
dxdx 0x% *
9 f

ﬁ (1,2) = 6



aZ
f_,
dxdy

0% f
dxady

(1,2) = 2
9%f  0f
dydy dy?

0% f
a—yz (1,2) =0

02
f_,
dyodx

0% f
dyox

(1,2) =2

Definicion (MATRIZ HESSIANA): La matriz Hessiana de una function de varias
variables y = f (x4, x5, ..., x,), se define como la matriz H n X n cuyos (i, j)-ésimos
elementos son las derivadas parciales de segundo orden de f(xq, x5, ..., Xp,),

0%f
0x;0x;
Es decir,

9%f  82f 92f
0x,0x, 0x,0x,  0x,0%,

0% f 0% f 0% f
Vif =H(f) = 0x,0x; 0x,0x, ~ 0x,0x,

0% f 0% f 0% f
0x,0x; 0x,0x,  0x,0x,

a%f _ a%f
axiaxj - axjaxi

Observacion: Como , cuando i # j, H(f)siempre sera una matriz

simétrica.

La matriz Hessiana en un punto se define como:

> 0 *f
0x,0x, @ 0x,0x, @ - 0x,0x, @
o2f A 92f
V@ = HO@ = | Tmon @ Tmon D " dgox, @
T @ 2L @ o @

0x,0x, 0x,0x, T 0x,0x,



Ejemplo: Calcule la matriz Hessiana de f(x,y) = x> + 2xy,en el puntod = (1,2).
Solucién
Por el ejemplo anterior ya sabemos las derivadas parciales de segundo orden de la

funcién anterior, por lo que Unicamente tenemos que rellenar la matriz Hessiana con
ellas.

o}f  9f
9x?  0xd
Vi =H() = a};f afoy :(6zx g)
dydx 9y?
°’f
/a a2 (12) a a

62)

VEf(1,2) = H()(1,2) = o2 f 52
dydx ay? LD /

Ejercicio: Calcule el vector gradiente y la matriz hessiana de las siguientes matrices:
a) f(x,y) = 5x*y + 3x%y? + 5y3

b) f(x,y) = (x* +y°)°

o flx,y)=x3+y>—3x—12y+20

d) f(x,y,z) = x*y+ y*z+ 2> — 2x

e) f(x,y) =e**¥

f) f(x,y) = sen(xy)

g fxy)=x"

h) f(x,y,z) =In (?), enelpuntod = (e, e?,1).

i) f(x,y) =e*y+ xe”,enelpuntod = (0,1).

i) f(x,y) =arctg/x2+ y,enelpuntod = (1,0).
k) f(x,y)=e*,enelpuntod = (—1,0).

Solucién

a)
f(x,y) = 5x%y + 3x%y? + 5y3

0
—i = 10xy + 6xy?

d
% = 5x% 4+ 6x2y + 15y?



af
vf = B 10xy + 6xy*
f 522 + 6x%y + 15y?
dy.
i
dxdx _ 0x2
02f
dxady

= 10y + 6y

= 10x + 12xy

o*f _9*f
dydy ay

= 6x2 + 30y

62

dyox

= 10x + 12xy

o*f  9*f

ax?  0xdy 10y + 6y2> 10x + 12xy
Vif=H({)=| ., | = 2

a%f  0%f 10x + 12xy 6x“ + 30y
\ayax ay

b)
fley) = (x*+y3)°
af_ 2 3\4
Foie 10x(x* + y°)
af_ 2 2 3\4
ay—l%/@ + y°)
of
vf = ox | _ [ 10x(x* + y*)*
of |~ \15y2(x% + y*)*
dy
a*f 2f
0x0x ax2

= 10(x% + y3)* + 80x%(x? + y3)3

2

dxdy

= 120xy?(x? + y3)3

0%f 2f
ayay ay?

= 30y(x? + y3)* + 180y*(x2 + y3)3

aZ

Jdyox

= 120xy?(x? + y3)3



o o)

dx?* 0xdy
2f=H =
vef ) 92f  9f
dydx 0y?
_(10(x* + y3)* 4+ 80x*(x% + y3)3 120xy%(x? + y3)3
120xy?%(x? + y3)3 30y(x? + y3)* + 180y*(x? + y3)3

c)
flx,y) =x3+y3—3x—12y + 20

af )
a—3x -3
of )
@—Sy —12
of
_ox ) _ 3x%2 -3
v =0f | = (52 - 12)
dy

0°f _0f _,
oxox  oxz2 >~
62
f _ 0
dxdy

02f 9%
dydy dy*

aZ
f _y
dyodx

A
_ | 0x? O0xdy { (6x O
vr=tn=| 3 %7 1=(T )
Jdyox B_yZ

d)
f(x,v,2) = x*y + y?z + z? — 2x
of

~ =2xy -2
dx Xy



9%f

2xy — 2
= x%+2yz
y* + 2z

0} o _,
oxox  oxz Y

0% f

oxdy

0% f B

oxdz 0

2x

of 9 _

0% f
dyodx

= 2x

o2 f _,
ayaz Y

0% f

0% f __azf__
d0z0z 9z%2

dzox = °

62f 3
0z0y

0% f

2y

0% f

= =2
dyoy ayz Z

0x?2

2
vif=H(p) = | 2L

Jdyox
0%f
0z0x

0xdy
o0%f
ay?
0%f

0z0y

0% f
dyoz
0% f

0z2

axazji y

2y 2x

0

2y

0

2



e)

f)

f=H() =
\Y

) — er+3y
y
fx,

3y
af — zer+
ax
3y
af — 3€2x+
ay
+3y
éi (ze§i+3y)
ox _ Ze
Vf @
2x+3y
_— 62f=4e
e ~ ox?
0x
0x

2x+3y
o°f = 6e
dxdy

+3y
Zf aZf‘= 9ezx
6=a_y2
dydy

2x+3y
o°f = 6e
dyox

2x+3y
2 e 822x+3y
Zf ; f‘ <4er+3y

! dxady _ te

Ax2

dx o

% f o

dyox dy

) = sen(xy)
flo,y

of

= y cos(xy)
ox
= x cos(xy)
dy
of

y cos(xy)
dx

B (x cos(xy))
Vf = g

dy

)



P i
oxox  oxz Y MY

Tf _ (xy) (xy)

xdy cos(xy) — yx sen(xy
0% f  0%f 5

33y a_yz = —x*sen(xy)

2
f_
yax cos(xy) — xy sen(xy)

0% f  0%f
dx? dxdy
2 = H = =
vr=Hn=| 5. 57 |
dydx 0dy?
_ —y? sen(xy) cos(xy) — xy sen(xy)
cos(xy) — xy sen(xy) —x? sen(xy)
g)
fo,y) =x”
af
A y-1
O0x yx
Ly
3y x” In(x)
of
_fox|_(ye? )
v/ = ﬁ B (xy In(x)
dy
0% f  0%f
= —= —_ y-2 — 2 _ y-2
T2~ 32 YO~ Dx (e —y)x
o°f =xY" 1+ yx¥ 1In(x) = x¥71(1 + yIn(x))
d0xdy
a%f  0%f
- =Y — vy 2
3y3y ~ 3y? x¥ In(x) In(x) = x¥ (In(x))
o =yx¥ 1In(x) + xyl = yx¥ 1In(x) + il = yx¥ In(x) + x¥1
Jdyox X x

=xY"1(yIn(x) + 1)



0%f  9%*f
ax? M\
aZf aZf
dyodx a_yz

sz — H(f) — ( (yZ - y)xy—Z xy_l(l + yln(x))>

x’"1(1 + yIn(x)) x? (In(x))?

f
FAGEE) /1
of e
Vf(e,e?1) = L@(e,ez, 1)) = ki)
of e
5(8,62, 1) 1
9%f  9%f 1

(')xaxzﬁ:_xz

62
f _y,
dxdy

0%f
axaz_o
0% f B 0%f 1

dydy 0y  y?




92f

6y6x=
02f
dydz
02f 8*f 1
0z0z 0z% z2
02f
azax_o
62
f — 0
dzdy
/azf a*f  o°*f \ 1
laxz 0x0y axazl /ﬁ O\
2 92 1
vi=np=| 2L 2L T G-l 0 - o
dyox 0y* 0yoz | y
0*f 9 3% \ o L
dzox 0z0y 922 z?
0% f ) 0% f 0% f
3.0 ) ’1 Y ) 2’ P ) 2'
6 z(een D) 0x0 (e,e%1) Oxaz(ee 1)\
a%f 92 f
V2f(ee?1) =H ee1—| —(e,e2,1 2 1) | =
f( ) =H(f)( ) (ee 1) ayz(ee ) ayaz(e,e,l)l
02f sy O 2 qy O /
) ’1 2
prem LY aZay(ee ) S5eet D)

flx,y) =e*y + xe”

= (0,1)
af N
2 = y
9x ye* +e
0
of _ e* +xe”



of
e f> o)
0

y

©, )\
Vf(o,1>—< F on /

0°f o f
9T e

dxox 0x?
62f

— et 4oV
559y e +e

0%f  0*f
=— =xe”

dydy  0y?
02 f

= eX y
3ydx e*+e

(78 or)
_ _| 0x2 0xdy | _ ye* e*+e”
sz—H(f)_ aZf azf _(ex+ey xeY )
Jdyox a_yz

zf aZf
0x a2 O axay(o'l)\‘

Zf aZ
SO0 55O /

VF(0.1) = H(F)(O01) = =(13¢ "0°)

j)
f(x,y) = arctg /x> +y

a=(1,0)

2x X

of  2yx*+y  x*+y X
0x 1+(w/x2+y)2 L+x2+y  Q+x2+y)/x2+y

=x(1+x?+y) 1 (x? + y)~ /2




1

_f= y = =—(1+X2 +y)—1(x2 +y)_1/2

dy 1+(1/x2+y)2 20+ x2+y)/x2+y 2

of
_lox ) _ (1+x2+y),/x2+ \
vr=95]=

oy (2+2x2+ Zy),/xz + /

7 L 0)\ / (1402 +01)\/02— \ (2)
& )/ (2+2-0242- 1)\/W/ *

f
V£(1,0) = f
ay

tx + XA+ Yy — / 2x
1 2 2 y x| 2x+/x2 + (1 + 2+ )

dxdx 0x? ((1 Fx?+y) P y)z

3
(1+x2+y)x/x2+y‘x<2x x2+y+(2x;rzx2:2xy))

((1 + x2 + y)\/m)2

2 3
(1+ 22 + y)/x2 +y—x<4x(x +y)+ @x +2x +2xy)>

24/x% +y

((1 +x% + y)\/m)2

(1+x2+y)Jx2+y _x<4x +4X}/2+2x:2x +2xy>
= y

((1 +x% + y)\/m)

4 2 2 4 2
(1+x2+y) /7x2+y_<4x + 4x y2+232c++2x + 2x y)
— X y

((1+x2+y)\/m)2
(1+x%2+y) [x2 + <6X +6xy+2x>

x%+y

((1 +x2 4+ y)/x? + )2




21+ x%2 + y)(x% + y) — 6x* — 6x%y — 2x2
2\x*+y
1+x?2+y)?(x%2+y)

_2(1+x? +y)(2x? + 2y) — 6x* — 6x%y — 2x%
21+ x2+y)?(x2 + y)Jx% +y

B 2x2 +y + 2x* + 2x2%y + 2x%y + 2y? — 6x* — 6x2%y — 2x? B
(14+x2 +vy)2(2x%2 + 2y)/x%2 + y
B y — 4x* — 2x%y + 2y?
(1+x24+vy)?2(2x?2 + 2y)/x%2 +y

s =x (—(1 +x2+y)2(x* + )_% —1(1 +x2+y) H(x?% + )_%>
553y y 2= y y
9%f :ﬁzl(—(1+x2+y)_2(x2+y)_1/2—1(1+x2 + )1 (x? +y)—3/2>
dydy dy? 2 2
0*f 1

1
__(_ 2 -2 2 -1/2 _ = 2 1.2 -3/2 _
3y0x 2( A+ x“+y)“2x(x*+y) 2(1+x +y)t(xc+y) 2x>

1
—x (—(1 +x2 4P+ =S4 )+ y)-3/2)

o o)
s | 0x? 0x0dy
dydx dy?
92 02 —
6_x]2C(1'0) 6x6fy (1'0)\ -1 71
V0 =HDWO =| 5 YN bl B
ayax(l’o) a_yz(l’o) / 2 1
k)
fGy) =e™
a=(-10)
.



vF(-10) = | 3

azf 02](: )
—_—,— y
oxox oxz 7 °
0% f
dxady

=eX + xyexy

2 2
9 f —ﬂ:xzexy

dydy  dy?
0% f
= Xy xy

dydx  © +yxe
%f  0%f
dx2  dxdy y2ery e + xye®

2f = H = _
Ver () azf azf <exy + xye® ey

dydx 0dy?

62f aZf
52z L0 axay(—1,0)\‘_(0 1)
s “\1 1

V2f(=1,0) = H()(-1,0) = g
dydx (=1,0) ay? (=1,0)

MATRIZ JACOBIANA:

Definicidn: La matriz Jacobiana de una funcién vectorial estd formada por todas las
primeras derivadas parciales de esta ultima. Suponga que f: R™ - R™, donde

f1(x1, s x)

f(xl, ...,xn) =y = fz(x1,:...,xn)

fm(xl,....,xn)



Las derivadas parciales primeras de estas funciones se pueden escribir en una matriz
m X n, denominada jacobiano, y denotada por J(f), es decir:

% of

a(fy, ..., m axl axn
](f)=]aCf:]f(x1’---’xn)=%= af af
\ax1 T 0x,

La matriz jacobiana en el punto d es

of1 61

—f(a) L (a)\

J(H @ = | . af
\a_xl(a) ax’:(a) /

La fila i-ésima (i = 1, ...,m) de esta matriz es el gradiente de la i-ésima funcidn f;,
dentro de f.

Ejemplo 1: Calcule el jacobiano de la funciéon f(x,y) = (x ln(y),e§> en el punto
a=(1,1).

Solucién
fi=xIn(y)

afl—l »)

iu 1) =In(1) =0

afy x
dy y



dy
of, _—1 %__
5(1,1)—Te =—¢
dfi 0f x
- 2= 1 d
](f)=|/ax ay\:/nm y
o 08 |7\ 15
dx dy y y?
afl 6f1
J( _/a(l,l) 3(1'1)\_ 0 1
f)(ljl)_l afZ afz ~\e —e)
2 D 5 D /

Ejemplo 2: Calcule el jacobiano de la funcién f(x,y,z) = (2x*y3 — xyz + 523, x> —
2xy +z3) enelpuntod = (1,2,1).

Solucién
fi = 2x*y3 —xyz + 52°

0

d
a_{ci(llzll)=4"1'23—2'1=4-8_2=30

d
6_];(1’2’1)=6'12'22—1-1=6-4—1=23

0
I _ —xy + 152*

0z
d
a—ﬁ(1,2,1)=—1-2+15-12=—2+15=13
z
fo =x%—2xy+23

—Z =2x =2
0x x y

af> B _ ~
0x



of

ay=—2x
2(121)_—2 1=-2

afz_ 2

?i;-— 3z

2(121)_3 12=3

o O 0%\

)

= ox dy 09z | _ <4xy3 —yz 6x*y*?—xz —-xy+15z
1) = f, 0f 0fz | \ 2x-2y —2x 3z2
dx 0dy 0z
fi 0f1
/0—(121) —(121) \ 30 23 13
JHA2ZH =] 5% f 1= 5
—2(121) —2(121) —(121)/

Ejercicio: Calcule el jacobiano de las siguientes funciones:

a) f(x,y,z) = (xsen(y) cos(z), x sen(y) sen(z), x cos(y))
b) f(x,y,z) = (x,5z,4y* — 2z, zsen(x))

) f(x,y) = (xcos(y), xsen(y))

d) f(x,y,z) = (e*y,In(xyz)),enelpuntod = (1,1,1).

e) f(x,y,2z) = (e;z, sen(xyz),In (%)), enelpuntod = (1,1,1).

f) fery.2) = (xIn(),e:)

g fxy) = ((x+ 12y, 7x* + y,—y?)

h) f(x! Y, Z) = (xzyzzz'zy - SX)

i) fxy) =x- v, 5x3,xy)

) fpn= (ot 2 o)

1+x+y+z’ 1+x+y+z’ 1+x+y+z

Solucién

a)

f(x,y,2z) = (xsen(y) cos(z), x sen(y) sen(z), x cos(y))

f1 = xsen(y) cos(z)

3)



% = sen(y) cos(z)

d0x
1 —
E = x cos(z) cos(y)
0f1
5, = X sen(y) sen(z)

f» = x sen(y) sen(z)

of. = sen(y) sen(z)

2Jz
dx
d

a—fz = x sen(z) cos(y)

% = x sen(y) cos(z)

0z
fz = xcos(y)
0
95— cosy)
aa—];f = —xsen(y)
fs
e 0
0fi 0fi 0f
x dy 0z
of, of sen(y)cos(z) xcos(z)cos(y) —xsen(y)sen(z)
J(H) = % F 22 | =| sen(y)sen(z) xsen(z)cos(y) xsen(y)cos(z)
g}; 6}3“,3 5;3 cos(y) —x sen(y) 0
9x dy 0z

b)
f(x,v,2) = (x,5z2,4y% — 2z, zsin(x))

flzx
of;

o
o _,

ady



J(f) =

3
0x
af>
0x
0f3
0x
3,
0x

o _

0z 0
fa=5z
of,
ox 0
o _
dy
of,
97 0
fs=4y? =2z
of;
ox 0
of;
ay =
of;
97 - 2

fa = zsen(x)

0fa

ik cos(x)
o _
dy
0fs
i sen(x)
o
0z
nh| [ 1
0z | — 0
of; 0
37 z cos(x)
ofs
0z



c)
f(x,y) = (x cos(y), x sin(y))

fy = x cos(y)
1 < cos)
L~ —xsen(y)
f, = xsen(y)
92  en(y)
of

6_; = x cos(y)

A\

ox 0dy | (cos(y) —xsen(y)
J(F) = kafz of | = (sen(y) x cos(y) )

Way

d)
f(x,y,z) = (e*y,In(xyz)), en el punto d = (1,1,1).

fr =e*y
ofi
ox ¢
o _ .
dy
0f1
~Z- =0
0z
f2 = In(xyz)
af, B 1
ox x
aif, 1



0z
0h Oh Oh\ e, ex o
Y BB T
afz afZ afZ VW v 7
g2 J2 2 X y z

ox 0dy 0z

afl afl afl
§(1,1,1) W(1,1,1) 7(1’1’1)\‘

d e e O
J(HALL) = B
%(1,1,1) %(1,1,1) %(1'1'1)/ t 1)
dx dy 0z

f(x,y,2) = (eiz, sen(xyz),In (%)) enelpuntod = (1,1,1).

fi=evz

0x y y

Ut _ sy (_—x>z = _Zeury
oy y? y?

afl X
2 ox/y
dz ¢

fo = sen(xyz)
0
(’)_xz = yz cos(xyz)
% = xz cos(xyz)
dy Y
af;

i xy cos(xyz)



ady ZZ \y?*/ xz \y? y

y

fs 1 x y x 1

0z X2 y xz y z

y
oh ok N, ”
ox dy 0z / —e*/y —= ey e*/y
of, 0fr of Y y
J(H) =222 = 2 |=|yzcos(xyz) xzcos(xyz) xycos(xyz) |

ax 0y oz 1 1 1
28 on on) \ 3 5 :
dx Jdy 0z

afl afl afl

E 1 -1 1
0fs 0fs

| | e e e
/(f)<1,1,1>=l";ﬁ<1,1,1) 2—?(1,1,1) o 111y i=<cos<1) cos(1) cos(1))
X
of;
ka(l,l,l) @(1,1,1) 5(1,1,1)/

f)
fy,2) = (xIn(y), e?)

fi=xIn(y)

0fy

—2=In()




x
1 Z
0x ay /n(y) y 0

9]2 ez xez
0x ay 7z 72

ofi Ofi afl\
afz

(=)
|
—

g)
f,y) = ((x + D%, 7x* +y,—y?)
fi=&+1)?%
% =2(x+1y=2y(x+1)
0fp 5
E = (x + 1)
fo=7x*+y
0fy . 3
E— 28x
ofs _
dy B
f3= _3’3
fs _
ox
0
o ofs
0 0
ajfz 6;2 2y(x+1) (x+1)2
J(f) = % v |~ 28x3 1
y 0 -3 2
ofs Ofs g
dx dy
h)

f(x,y,2) = (x*y?z?%,2y — 5x)

2,2

fi :xzy Z



of;
1= of

ax

of

of,
ay

of

of,

f2 =2y —5x

f2 _
0x

0f2 _
ay

0f2 _
0z

2

0

A

-5
0z

| = <2xy222

2yx?z?
2

f(x'Y) = (x—y,5x3,x3’)

2zx%y?
0

)



o of
dx dy

lep oan| (X, 2
J(f) = Fm Wi—<15yx2 2
kafg ofs

ox dy
i) x Z
f(x'y'z)=(1+x+y+z'1+xi)’+zll+x+y+z>
~ x
=Ty
%_(1+x+y+z)—x_ 1+y+z

ax  (A4+x+y+2?2  (A+x+y+2z)?

0fi X
3y (1+x+y+2z)?
fi —X
0z (1+x+y+2)?
_ y
f2_1+x+y+z
f, -y

9x (+x+y+2)?

of, (l+x+y+z)—-y 1+x+z
dy (A+x+y+2?  (A+x+y+2)?

oh_ -y
0z (1+x+y+2z)?

Z

Ty

fs —Z
ox (1+x+y+2)?2




fs -z
dy (A+x+y+2)?

fs (I+x+y+z)—z  1+x+y
9z (A+x+y+2? (A+x+y+2)?
o Ofi Ofs
dx Jdy 0z
kax 9y 9z |
dx Jdy 0z
1+y+z —-X
/(1+x+y+z)2 1+x+y+2)? (1+x+y+z)2\
I -y 1+x+z -y I
|(1+x+y+z)2 A1+x+y+2)? (1+x+y+2)? |
—z 1+x+y /
(1+x+y+z)2 1+x+y+2? Q1+x+y+2)?

DERIVADAS DIRECCIONALES:

Definicion (NORMA DE UN VECTOR): La norma de un vector v = (v, vy, ..., Uy) €S
vl = Vo2 +vZ + -+ vZ.

Ejemplo:
v =(2,3)
l|v|| = /2% + 32 =v4+9=+13

Definicion (VECTOR UNITARIO): Es un vector cuya norma es 1. Es decir, ||v|| = 1.

Ejemplo:
v =(1,0)
lv|| =v1%24+02 =1

Definicion: (DERIVADA DIRECTIONAL): Si una funcién de varias variables
f(x1, x5, ..., x,) es diferenciable, su derivada direccional en el punto a en la direccién
del vectorv = (vq, vy, ..., ) se puede obtener multiplicando la traspuesta de su
gradiente en el punto a y un vector unitario v. Es decir,



V1
ﬁ(a)=(Vf(a))t-v=<aa—f( (@), )) "
Un

_of

= T (@) v+ (@) v+t (@)

dx, dxy,

Ejemplo: Calcule la derivada direccional de f(x,y) = 4x* + y* en el punto (1,1), en
la direccién del vector v = (2, 1).

Solucién

r) (Lo 1>\

v/ ( )—la"ll— i = %
N TR O

v = (2,1) no es unitario, ya que su norma no es 1, por lo que tenemos que dividirlo
por su norma.

vl =22 +12 =5

2 1
Por lo que el vector unitario correspondiente es v = (— —).
a P NN

Por tanto,

2 2
£ = (VD) \/EW=(8 2)- ‘/f\\=8-i+z-i=

V5 V5

Este resultado indica que cada vez que las variables independientes crezcan una

. . ., ., 18 .
unidad en la direccién v = (2,1), la funcion decrece en NG unidades.

Ejemplo 2: Calcule la derivada direccional de f(x,y,z) = e + e** + e?* en el punto
(1,1,0), en la direccion del vector v = (—1,0,0).

Solucién
af
/5_951\ /ax1 (1.1 O)\
of ye*Y + ze** f | e
Vf(x,y,2z) = | — | = | xe® + ze¥? |,Vf(1,1,0) = | —(1,1,0) | = <e>
kaxz | xexz_|_yeyz kaf 2
) o

110)/



v = (—1,0,0) es unitario.
Por tanto,
. (1 -1
£,(1,1,0) = (Vf(1,1,0)) < 0 ) = (e,e,2) ( 0 ) =—e
0 0

Este resultado indica que cada vez que las variables independientes crezcan una
unidad en la direccién v = (—1,0,0), la funcidn decrece en e unidades.

Eiemplo 3: Calcule la derivada direccional de f(x,y,z) = 3x%yz+5xz + 6 en el
punto (1,0,—1), en la direccién del vector v = (1,-2,—-1).

Solucién
of of
(3 [35,00-D)
| o5 | 6xyz + 5z | of _5
Vf(x,y,z)=i Tz i= 3x%z ,V£(1,0, 1)— —(10 ) <5>

3x%y + 5x
\—(1 0, —1)/

v = (1,—2,—1) no es unitario, ya que su norma no es 1, por lo que tenemos que
dividirlo por su norma.

vl =12+ (-2)2+ 12 =6

1 -2 -1
Por lo que el vector unitario correspondiente es v = (— — —).
a P NN

Por tanto,

G

| 32| 1Y
£1,0,-1) = (VFL,0,-D) | 22 | = (=5,-3,5) - | =2
V6 V6

-1 -1
V6 V6

_ e L 5.2 .. (—_1):—_4%163
6 Ve T\ Ve

Este resultado indica que cada vez que las variables independientes crezcan una
unidad en la direccién v = (1, —2,—1), la funcién decrece en 1,63 unidades.



2.3 REGLA DE LA CADENA PARA FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Como ya sabemos, la regla de la cadena es una regla de derivacidn para la composicién
de funciones.

Para funciones de una variable, la regla de la cadena nos dice que si f y g son
diferenciables, entonces

d
- (Fg) = f'(g() - '),
Que de forma abreviada se puede escribircomo (f o g)' = (f'og)-g'.

Esto es, la derivada de la composicion de funciones se puede calcular como el
producto de la derivada de “la funcién de fuera”, f, y la derivada de “la funcion de
dentro”, g .

Para simplificar la expresion anterior hacemosy = f(g(x)), yu = g(x), entonces,

y=fwy

d dy du
a(f(g(x))) = du dx

Notese que cuando substituimos la funcidn interior por u, f esta en funcién de u, por

. d . .
lo que la derivada de f es ﬁ. Ademas, como g(x) = u (u es funcion dex), g' = u' =
du
dx’

Ejemplo: Calcule la derivada de f utilizando la regla de la cadena:
a) f(x)=@x*+1)°

b) f(x) = sen(x?)

c¢) f(x) = arctan(sen(x))

d) f(x) = e®

Solucién

a)

flx) = (x* +1)3
u=gkx)=x%+1
y=f=u?

d dy du
O a2ox =3+ 1)% - 2x = 6(a? + 1)?
dx du dx



b)
f(x) = sen(x?)

u=g(x) =x?

y = f@) = sen(w)

dy _ dy du _ _ 5 _ )
T du I cos(u) - 2x = cos(x*) - 2x = 2x cos(x*)
c)
f(x) = arctan(sen(x))
u = g(x) = sen(x)
y = f(u) = arctan(u)
dy dy du 1 ) = 1 ) = cos(x)
dx du dx  1+w2 Y T Tr(ein())? Y T 11 sent(x)
d)
fx) = e
u = g(x) =In(x)
y=f(u=e"
1
d_y=ﬂ.d_u= u.l=eln(x) .1= e
dx du dx X X X

La regla de la cadena también se puede aplicar para funciones de varias variables. A
continuacion, consideramos la funcién z = f(x,y) donde x = g(t) ey = h(t). Si g(t)
y h(t) son diferenciables con respecto a t, entonces

dz 0z dx+az dy
dt 0x dt dy dt
Suponga que cada argumento de z = f(u, v) es una funcién de dos variables tal que

u=h(x,y)yv=g(,y), y que estas funciones son diferenciables. Entonces,
utilizando la regla de la cadena, se tiene:

az_az 6u+az ov
dx Odu Jdx 0Ov Ox
az_az 6u+az ov
dy odu dy dv dy



En general, para funciones R" L R™ i R, si f es diferenciable en el puntod € R",y g
gf(x)=gof

es diferenciable en el punto b= f(@), entonces, la composicion de funciones

g(f(x)) = g o f es también diferenciable en el punto d y se cumple que:

V(g o )@ =Vg(@) - Jf(a@.

Es decir,

oz ., 0z 0z

(— (a),a—(a),---,—(a)) =
X 0x,,

0xq
0 9] 9]

0xq 0x, 0x,,

[ oy dy |

0z -, 0Z .- 0z .- | =22 @) -2 (@) —=(a) |
— _ b ,— b e, —— b . aas

(ayl ( ) ayz ( ) aym ( )) I axl: axZ . axn: I

9 dy dy
Doy 2ng.. 2ng)

dx4 dx, 0x,,

Si desarrollamos el producto anterior, obtenemos el valor de todas las derivadas
parciales de z:

0z 0z ,», 0y 0z ,», 0y 0z ,», 0y

— (A =—|(b R e +—(b T2 > +...+—(b 1

dx4 @) 9y, ( ) d0x4 @) ady, ( ) 0x4 @) ay,. ( ) dxq @)
En general,

aZ aZ - ay aZ - ay aZ — ay

— (@D =—(b) @D +—(b) =2@D+ +—(b) =23

axi (a) ayl ( ) axi (a) ayZ ( ) axi (a) aym ( ) axi (a)

Las expresiones anteriores son faciles de recordar mirando el diagrama que se
presenta a continuacion:

m
s

1A

e
-
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Eiemplo: Dada la funcién u = f(x,y) = x2 + 2y, donde x = g(r,t) = r sen(t),

. u  ou ..
y y = h(r,t) = sen?(t), determine el valor de a—: y 0—1: utilizando la regla de la

cadena.

Solucién

L]
) U]

ou odu 6x+6u ay_z N 12.0=2 , oo »
or = ox or Tay ar_ 2X sen(®) = 2r sen(t) - sen(t) = 2r sen’(t)

du Odu 0dx Ou Jdy

E=E'E+@'E = 2x -rcos(t) + 2 - 2sen(t) cos(t)
= 2-rsen(t) -rcos(t) + 2-2sen(t) cos(t)
= 2(r* + 2) sen(t) cos(t)

EJERCICIOS:

1. Calcule la derivada de z con respectoat, parat = 1.

_xt4y? 1 (1) ot
z= xX—y X=E)Y T

Solucién

CC
oo

dz 0z Ox 0z 0y _

ot ox ot oy ot

_2x(x—y)—(x2+y2).1_ -1 2y(x—y)+x2+y2_1+t—t_
- (x = y)? 1 (=) (x = y)? a+o? -
t
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2x% = 2xy — (x* + y?) (—1) 2xy — 2y + x% + y? 1
(x —y)? (x = y)? (1+6)?

tZ
_x?=2xy—y? (—1) x% + 2xy — y? 1
B (x —y)? (1+0)?

(x —y)*? t
Parat = 1:
1
x(1)=ln(I)=ln(1)=O
ho L _1
YD =17773
1 (12 1 (1\?
0z, _0=2:0:3-(3) (—1)+°+2'0'7‘(7) 1
at()_ (0_1)2 1 (0_1)2 (1+1)2
2 2
1 B
7 7 1_3
"1 DT T
) )

x dz
2. Seanz =u?v —2u®+ 35 u=eVyv = ey Calcule —parax =1ey = 0.

_L]
) b

dz 0z Ou 0z Jdv 1
——=Quv —4u) ey + (u? + 6v) ——

£:£'£+av'ax y+1

Solucién

Parax =1ey =0:
u(1,0) =et%=¢e%=1

1
17(1,0) = 0+—1 =1
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1
—1 =2:1-1-4-1) -0 12 1) —=7
(1,0) = ( )-e?-0+(1°+6- )0+1

. . 0z
Aunque en el enunciado no se nos pide calcular % lo vamos a hacer a

continuacion.

0z 0z Bu 0z 0v ( —x )

R T _ xy -
ay ™ ay v 3y Quv — 4u) - ex + (u? + 6v) - O T D2

Parax =1ey =0:

0z . 5 . -1 _ 9
@(1,0)=(2-1-1—4-1)-e 0.1+(1%2+6-1)- <—(O+1)2> -24+7(-1)

3. Sea f(x,y) = xy, donde x(t) = 3 + 4t e y(t) = 6 — 2t. Calcule g utilizando

la regla de la cadena.

Solucién

6f af dx Jf OJdy _ _
e aaﬁ‘@ a—y 44+ x-(—2) =4y —2x =4(6 — 2t) — 2(3 + 4t)

=24—-8t—-6—8t =18t — 16t
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4. Una empresa fabrica 2 productos. Los ingresos de esta compaiiia vienen dados
por la funcién I(q4,q2) = q3q,, donde q;(K,L) = 5K + L, yq,(K,L) = 6K +
2L. Calcule los ingresos marginales con respecto al trabajo %, y con respecto al

. ar ...
capital K utilizando la regla de la cadena.

KN
]

al 0l 0q, 0l 0q;
9K _ 9q, 0K ' 9q, 9K
= 10(5K + L)(6K + 2L) + 6(5K + L)?
= (50K + 10L)(6K + 2L) + 6(25K? + 10KL + L?)
= 300K? + 100KL + 60KL + 20L? + 150K? + 60KL + 612
= 450K? + 220KL + 26L*

Solucién

=2¢:1q2 "5+ q% - 6 = 10q1q, + 647

al 0l dq, 0l 0q
oL _9q. oL Taq, oL
= 2(5K + L)(6K + 2L) + 2(5K + L)?
= (10K + 2L)(6K + 2L) + 2(25K? + 10KL + L?)
= 60K? + 20KL + 12KL + 4L% + 50K? + 20KL + 212
= 110K? + 52KL + 6L?

=2q1q2° 14+ ¢ 2 =2q:q; + 2qF
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5. Sea z= f(x,y) = x*y — y3, donde x = g(t) = sen(t) ey = h(t) = e’. Calcule

a -
! para t = 0 utilizando la regla de la cadena.

at
Solucién
I X I Y
I I
I t l t
of of ox of dy _ 5 Nt
% =9 ot @E—ny cos(t) + (x* —3y*)-e
Parat = 0:

x = g(0) =sen(0) =0
y=h(0)=e"=1

of

E(O)=2-0-1-cos(0)+(02—3-12)-e°=—3

6. Sea u =y? —x, donde x = cos(t) e y = sen(t). Calcule % utilizando la regla

de la cadena.

Solucién
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6u 6u ox
ot 6x at

0z 0z .ps
7. Sea z=u+ v, donde u = x3y? y v = x?y3. Calcule x Vay’ utilizando la regla

ou ay

de la cadena.

Solucién

a:

dy

0z

0z

ay Jt

—1-sen(t) + 2y - (—cos(t)) = —sen(t) — 2y cos(t)

—sen(t) — 2sen(t) cos(t) = —sen(t) (1 + 2 cos(t))

]

[N

3| 8| | KN

0z

0z

e

Jdu L 0z
ox Ov
ou N 0z
dy O0v

SAy

v

. __=1-

ay

3x2y? +1-2xy3® = 3x%y% + 2xy3

2x3y +1-3x2y? = 2x3y + 3x%y?

Sea z=f(x,y) =y3—3x%y, donde x =gu,v) =u®*+vey=h(uv)=

%. Calcule Z—Z (u=1v=1)y g—z (u = 0,v = 1), utilizando la regla de la cadena.

[

Solucién

]

G

!

dz
6u

0z 0Ox

ax ou oy

0z ay
ay ou

1
= —6xy - 2u + (3y* — 3x2) —
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Parau =1,v = 1:
x=g(1,1)=12+1=2
1
y=h(1,1)=I=1

0z
—(u—lv—l)——6 2:-1-2-1+(3- 12 -3- 22) —=—24—9=—33

dz 0z ax 0z ay_ 6 14 (377 — 322 (—u)
av _ax ov oy av Y By *) v2

Parau =0,v = 1:

=g(0)=02+1=1

0
y=h(01)=7=0
0z 5 5 -0
%(UZO,U:1)2—610+(30 —-3-1 )<?):O

9. Sea f(u,v) =uv,u(x,y) = x + y,v(x,y) = 2x%. Calcule f o —f, utilizando la
regla de la cadena.

Solucién

_L]
L) b

or _of 6u+6f ov 1+u-4x =v+4dxu=2x*+4x(x +y)
ox _ou ox ov ax " s A= EFY

= 2x% 4 4x? + 4xy = 6x* + 4xy

af of ou Odf dv
— —+——=v-1 0O=v=2
ay Ju 6y+6v dy vt v x

2.4 HOJAS DE EJERCICIOS

A continuacidon se muestra una hoja de ejercicios para ser resuelta por los estudiantes.
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HOJA 6: VECTOR GRADIENTE Y MATRIZ HESSIANA:

Calcule el gradiente de las siguientes funciones:
X

a) f(xy.2) =

b) f(x,y) =ax*+2bxy—y*+x—-y+1

) f(x,y,z)=2x3—-3xy*—xyz

d) f(x,y) =x"

Solucién

a)

ferd =+

of (x+y+z)—-x  y+z
ox (x+y+2?2  (x+y+2)?

of —X
dy (x+y+2)?

of —X
0z (x+y+2)?

g y+z
( \ /(x+y+z)2
|
I

| —X

Vo || Gryrer
of —X
dz (x+y+ 2)?

N

b)
flx,y) =ax?*+2bxy —y*+x—y+1

af—z +2by +1
o - 2ax y

af
< = 92bx—-2v—1
3y bx — 2y

of
U - ax _<2ax+2by+1>
f= of | " \2bx-2y-1

ay



flx,y,2z) = 2x3 — 3xy? — xyz

af 5
§—6x -3y

Z_yZ

6f_3
3y~ Xy — Xz

d)
fox,y)=x

P y-1
0x yx

3y = x¥ In(x)

o

v/ = g_;g - (xz”T;E;))

dy

Calcule la matriz Hessiana de las siguientes funciones:
a) f(x,y,2)=x*y’z*

b) f(x,y) = x*sin(y)

¢ f(x,y,z) =x3y* + x*z + xyz

d) f(x,y,2z) = x>+ y* + 2*

e) flxy) =5

Solucién
a)
flx,y,2z) =x%y3z*
of

=2 3,4
Ox Xy~ z



d

%: 3x2yzz4
af 2.,3.,3
& 4x°y°z

92 f —ﬂ=2y3 .

0x0x  0x2 g
Oaxzaj; = bxy*zt
;xzécz = By’

oO°f _%F = 6x2yz*

dydy 0y?
gi;x::6xyzz4
aa;;z = 12x2y?2z3
aazztic = 8xy°z’
aazzaj; = 12x2%y?z8

02f  9f 9
0x?  0xdy axaz\‘ 2y

3,4 6 2,4
2 {aZf 0% 0’f 24 garyat
V2f = H(f) = | — —— |=|6xy’z* 6x’yz
Oyox 0y* 0ydz | \g . 3.3 19,242,3
! ) y3z x%y*z
9> f  0*f  3%f

dzox 0z0y 0z2

8xy3z3

12x
12x

2y2Z3
2y3Z2



b)

c)

VAf = H(f) =

f(x,y) = x*sin(y)

af :
i 2x sin(y)

f_
@—x cos(y)
of
[ ax | _ (2xsin(y)
vf = of _(xzcos(y)>
dy

0% f 3 0% f
dxdx  9x2

= 2sin(y)

02

dxdy

= 2x cos(y)

r oy

= — = —x2gj
393y~ 3y2 x* sin(y)

S pxcosy)
3yox x cos(y

%f  0%*f
0x? 0dxdy _<Zsin(y)

9%f 9*%f | \2xcos(y)
dydx 0y?

flx,y,z) = x3y? + x?z + xyz

of
— =3x%y* + 2xz +
F)” x°y Xz +yz

0

%=2x3y+xz
9]
—f=x2+xy

0z

2x cos(y)
—x? sin(y)

)



of 3x%y? + 2xz + yz
2x3y + xz

2
of x% + xy

<l
\H
Il
|
Il

0% f B 0% f _ 0
0z0z 9z%2
0% f
0z0x
0% f B
azay_x

=2x+y

o°f  0*f 9%f

/axz 0xdy 0x0z
vr=n( = |9 ﬁ; 9 |-

dyox 0y* 0yoz

oxf  0*f  a’f

dzdx 0zdy 9z

6xy*+2z 6x’y+z 2x+y
6x’y +z 2x3 x
2x+y X 0

d)
f(x,y,z) = x* + y? + z*

o _

=2
0x x



oy~ ¥
af_
E—ZZ
of
(3)
|

Vf='ka

9°f  0%f

dxdx  9x2 -

d%f

dxdy =0

02
f—O

0xdz

0°f 9% ,
dydy dy*

92f

dyodx =0

0% f _

dydz 0

0% f B 0% f _
0z0z 0z%2

0% f

0z0x =0

°f

0z0y 0

0%f  0%*f

0%f
(axz
25 _ _| 9*f
Vif=H(f) = | Tyon

E
0z0x

0xdy 0x0z
0%f  9%f
dy?  dyoz
90*f  0%f
0z0y 922

|

-



e)

feoy) ==

y
of . _ v
dx  (x—y)?
g_x—y+y_ X
dy (x—y)? (x—y)?
af —y
ay (x —y)?
0°f 9*f 2y
dxdx 0x2  (x—7y)3
0°f —(x-y)?-2yx-y) —(x—y)—-2y —x+y-2y _
0xdy (x —y)* (x—y)3 (x—y)3
0*)f 9*f  2x
dydy dy?  (x—y)3
0°f (x—y)P—-2x(x—y) x—-y—2x —x-y
dyox (x —y)* (- y)3 (x—y)?
o2 f —x—y
2p _ _| ax? axay\ /(x y)3 (x—y)3\
Vi=H =| 3 e 2
dydx dy? (x—y)3 (x-y)3
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