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Introduccién

Introduccién

Como ya hicimos para la |6gica proposicional, en este tema vamos a
estudiar la semantica y sus sistemas de demostracion en la légica de
primer orden. Volvemos a recordar sus definiciones:
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primer orden. Volvemos a recordar sus definiciones:

La semantica es la definicién de un conjunto de significados
(generalmente verdadero o falso) que se puedan asociar a una expresion
bien construida. Permite definir la validez de un expresién o de un
razonamiento.
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Introduccién

Introduccién

Como ya hicimos para la |6gica proposicional, en este tema vamos a
estudiar la semantica y sus sistemas de demostracion en la légica de
primer orden. Volvemos a recordar sus definiciones:

La semantica es la definicién de un conjunto de significados
(generalmente verdadero o falso) que se puedan asociar a una expresion
bien construida. Permite definir la validez de un expresién o de un
razonamiento.

Los sistemas de demostracion son sistemas formales que permiten
averiguar cuando una expresién o un razonamiento son validos. En el
contexto de la semantica se denominan teoria interpretativa.
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Introduccién

Volveremos a estudiar los conceptos fundamentales de validez de una
féormula, de consecuencia I6gica y de equivalencia entre férmulas en el
contexto mas complejo y detallado de la légica de primer orden.
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Volveremos a estudiar los conceptos fundamentales de validez de una
féormula, de consecuencia I6gica y de equivalencia entre férmulas en el
contexto mas complejo y detallado de la légica de primer orden.

A pesar de las muchas analogias entre la seméantica de la légica
proposicional y la de la légica de primer orden, veremos que hay varias
diferencias entre ellas.
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Introduccién

Introduccién

Volveremos a estudiar los conceptos fundamentales de validez de una
féormula, de consecuencia I6gica y de equivalencia entre férmulas en el
contexto mas complejo y detallado de la légica de primer orden.

A pesar de las muchas analogias entre la seméantica de la légica
proposicional y la de la légica de primer orden, veremos que hay varias
diferencias entre ellas.

La principal es que en la l6gica de primer orden no hay un algoritmo de
decision de validez de férmulas (como veremos, se pierde la propiedad de
decidibilidad). Los métodos de las tablas de verdad y de los tableaux de
la I6gica proposicional no se pueden extender a la légica de primer orden.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Debido a la mayor precision y variedad de los elementos basicos del
lenguaje de la I6gica de primer orden, para asignar un significado a una
expresion bien construida de la légica de primer orden necesitamos unos
métodos mas complejos que aquellos estudiados en la I6gica
proposicional.
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expresion bien construida de la légica de primer orden necesitamos unos
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Debido a la mayor precision y variedad de los elementos basicos del
lenguaje de la I6gica de primer orden, para asignar un significado a una
expresion bien construida de la légica de primer orden necesitamos unos
métodos mas complejos que aquellos estudiados en la I6gica
proposicional.

Lo primero que se necesita es establecer un universo del discurso, un
dominio, para definir qué tipo de objetos estamos analizando.

A continuacién, tendremos que definir cémo asignar un significado, en el
dominio elegido, a los elementos basicos del lenguaje.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Debido a la mayor precision y variedad de los elementos basicos del
lenguaje de la I6gica de primer orden, para asignar un significado a una
expresion bien construida de la légica de primer orden necesitamos unos
métodos mas complejos que aquellos estudiados en la I6gica
proposicional.

Lo primero que se necesita es establecer un universo del discurso, un
dominio, para definir qué tipo de objetos estamos analizando.

A continuacién, tendremos que definir cémo asignar un significado, en el
dominio elegido, a los elementos basicos del lenguaje.

Finalmente, los significados de los elementos basicos nos proporcionarén,
con un procedimiento de recursién estructural, los significados de los
términos y de las férmulas.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Necesitamos entonces empezar con asignar significados a constantes,
funciones, predicados (algo que llamaremos una interpretacion) y a
variables (una asignacion).
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funciones, predicados (algo que llamaremos una interpretacion) y a
variables (una asignacion).

Estos conceptos se corresponden al concepto de valoracién visto en la
l6gica proposicional.

En la légica de primer orden una signatura X es un conjunto de
simbolos de funciones y de predicados con aridades asociadas.

Una signatura puede ser finita o infinita numerable. Supondremos que
sea decidible, es decir, que sea posible reconocer efectivamente sus
simbolos con sus aridades.
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Necesitamos entonces empezar con asignar significados a constantes,
funciones, predicados (algo que llamaremos una interpretacion) y a
variables (una asignacion).

Estos conceptos se corresponden al concepto de valoracién visto en la
l6gica proposicional.

En la légica de primer orden una signatura X es un conjunto de
simbolos de funciones y de predicados con aridades asociadas.

Una signatura puede ser finita o infinita numerable. Supondremos que
sea decidible, es decir, que sea posible reconocer efectivamente sus
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El lenguaje Ly es el conjunto de todas las férmulas que se pueden
construir a partir de los elementos de X.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Necesitamos entonces empezar con asignar significados a constantes,
funciones, predicados (algo que llamaremos una interpretacion) y a
variables (una asignacion).

Estos conceptos se corresponden al concepto de valoracién visto en la
l6gica proposicional.

En la légica de primer orden una signatura X es un conjunto de
simbolos de funciones y de predicados con aridades asociadas.

Una signatura puede ser finita o infinita numerable. Supondremos que
sea decidible, es decir, que sea posible reconocer efectivamente sus
simbolos con sus aridades.

El lenguaje Ly es el conjunto de todas las férmulas que se pueden
construir a partir de los elementos de X.

Cuando no haga falta especificar la signatura que se estd usando,
indicaremos un lenguaje simplemente con el simbolo L.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Sea L un lenguaje de la Iégica de primer orden. Una interpretacion es
cualquier par 1= (D, I) donde:

Alessandra Gallinari BLOQUE III: Tema 2



Interpretaciones en légica de primer orden
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Sea L un lenguaje de la Iégica de primer orden. Una interpretacion es

cualquier par 1= (D, I) donde:

@ D es un conjunto no vacio, denominado dominio de /a
interpretacion,
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conjunto D,
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Interpretaciones en légica de primer orden

Sea L un lenguaje de la Iégica de primer orden. Una interpretacion es
cualquier par 1= (D, I) donde:

@ D es un conjunto no vacio, denominado dominio de /a
interpretacion,
@ I es una funcién que asocia:
@ a cada simbolo de constante c del lenguaje un elemento ¢! del
conjunto D,

@ a cada simbolo de funcién f del lenguaje con aridad n > 0 una
funcién f': D™ — D,
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cualquier par 1= (D, I) donde:

@ D es un conjunto no vacio, denominado dominio de /a
interpretacion,
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@ a cada simbolo de constante c del lenguaje un elemento ¢! del
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Interpretaciones en légica de primer orden

Sea L un lenguaje de la Iégica de primer orden. Una interpretacion es
cualquier par 1= (D, I) donde:

@ D es un conjunto no vacio, denominado dominio de /a
interpretacion,
@ I es una funcién que asocia:
@ a cada simbolo de constante c del lenguaje un elemento ¢! del
conjunto D,
@ a cada simbolo de funcién f del lenguaje con aridad n > 0 una
funcién f': D™ — D,
@ a cada simbolo de proposicién atémica p un elemento p’ del
conjunto {0,1} (una valoracién),
© 2 cada simbolo de predicado P del lenguaje con aridad n > 0 una
relacién P C D™.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Definicion

Dada una interpretacion 1 = (D, I) para un lenguaje de primer orden, se
llama asignacién a una funcién A que asocia a cada simbolo de variable
x un elemento = perteneciente al conjunto D.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Definicién

Dada una interpretacion 1 = (D, I) para un lenguaje de primer orden, se
llama asignacién a una funcién A que asocia a cada simbolo de variable
x un elemento = perteneciente al conjunto D.

Observacién

En la literatura la terminologia empleada no es uniforme: en varios textos
se denomina interpretacion al par formado por una estructura
(interpretacion en nuestra notacion) y un estado (asignacién en nuestra
notacion).
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Interpretaciones en légica de primer orden

Definicién

Dada una interpretacion 1 = (D, I) para un lenguaje de primer orden, se
llama asignacién a una funcién A que asocia a cada simbolo de variable
x un elemento = perteneciente al conjunto D.

Observacién

En la literatura la terminologia empleada no es uniforme: en varios textos
se denomina interpretacion al par formado por una estructura
(interpretacion en nuestra notacion) y un estado (asignacién en nuestra
notacion).

En estos apuntes la definicién de interpretacion no incluye ninguna
asignacién. En cada caso, se tendra que especificar la asignacion elegida
para una dada interpretacion.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Definicién

Dada una interpretacion 1 = (D, I) para un lenguaje de primer orden, se
llama asignacién a una funcién A que asocia a cada simbolo de variable
x un elemento = perteneciente al conjunto D.

Observacién

En la literatura la terminologia empleada no es uniforme: en varios textos
se denomina interpretacion al par formado por una estructura
(interpretacion en nuestra notacion) y un estado (asignacién en nuestra
notacion).

En estos apuntes la definicién de interpretacion no incluye ninguna
asignacién. En cada caso, se tendra que especificar la asignacion elegida
para una dada interpretacion.

La justificacion de la notacion elegida es que, como veremos, nuestras
definiciones permiten definir mas claramente los conceptos de férmula
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Interpretaciones en légica de primer orden

Ejemplo

Sea ¥ ={a, f,g} una signatura, donde a es una constante, f es una
funcién unaria y g una funcién binaria.

Alessandra Gallinari BLOQUE III: Tema 2



Interpretaciones en légica de primer orden

Interpretaciones en légica de primer orden

Ejemplo

Sea ¥ ={a, f,g} una signatura, donde a es una constante, f es una
funcién unaria y g una funcién binaria.

Vamos a ver tres posibles interpretaciones y asignaciones:
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Interpretaciones en légica de primer orden

Interpretaciones en légica de primer orden

Ejemplo
Sea ¥ ={a, f,g} una signatura, donde a es una constante, f es una
funcién unaria y g una funcién binaria.

Vamos a ver tres posibles interpretaciones y asignaciones:

1) Definimos el dominio
D ={0,1,2,...} = NuU {0},
la interpretacion
I: o' =0, fI=suc(elsiguiente), g¢' =+ (lasuma),

y la asignacion

At =1.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Ejemplo
2) Definimos el dominio Dy como el conjunto de todas las posibles
palabras que se pueden construir con el alfabeto {x, @}, la interpretacion

I: ol =%, f!'= adade * al final de la palabra,
g' =+ (la concatenacion),

y la asignacion

= %@ % .
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Interpretaciones en légica de primer orden

Ejemplo

3) Definimos el dominio
Ds={..,-2,-1,0,1,2,...} = Z,

la interpretacion

I

I: o =1, f!=ant(elanterior), g¢' = — (laresta),

y la asignacion
Azt =1.
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Observacién

Hay una clara analogia entre el concepto de asignacion y de asignacion de
un estado a las variables de un programa en un lenguaje de programacion.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Observacién

Hay una clara analogia entre el concepto de asignacion y de asignacion de
un estado a las variables de un programa en un lenguaje de programacion.
Si en un programa ejecutamos el comando “x := a,” el estado de la
variable x se ha modificado y ahora su valor es el elemento a del
conjunto del tipo de datos que se esta considerando.
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Hay una clara analogia entre el concepto de asignacion y de asignacion de
un estado a las variables de un programa en un lenguaje de programacion.
Si en un programa ejecutamos el comando “x := a,” el estado de la
variable x se ha modificado y ahora su valor es el elemento a del
conjunto del tipo de datos que se esta considerando.

En nuestra notacién, siendo D el dominio de una interpretacién y A
una asignacion para esa interpretacion, el nuevo estado de la variable x

es 4 =a e D.
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Interpretaciones en légica de primer orden

Observacién

Hay una clara analogia entre el concepto de asignacion y de asignacion de
un estado a las variables de un programa en un lenguaje de programacion.
Si en un programa ejecutamos el comando “x := a,” el estado de la
variable x se ha modificado y ahora su valor es el elemento a del
conjunto del tipo de datos que se esta considerando.

En nuestra notacién, siendo D el dominio de una interpretacién y A
una asignacion para esa interpretacion, el nuevo estado de la variable x

es 4 =a e D.

NOTACION: Si A es una asignacion, escribiremos Az /d] para indicar
una nueva asignacion que difiere de A sélo en la variable x, a la cual ya
se ha asignado el valor d € D.
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Interpretacion semantica de términos y férmulas

El siguiente paso hacia la definicién de significados para expresiones bien
construidas consiste en el usar el principio de recursion estructural para
poder extender una interpretacién y una asignacién dadas a todos los
términos y a todas las férmulas.

Esta extension nos permitira asociar valores de verdad {0,1} a las

férmulas y estudiar su validez.
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Interpretacion semantica de términos

(Definicién por recursién estructural de interpretacién de términos)

Dada una interpretacion I = (D, I) para un lenguaje de primer orden, y dada
una asignacion A para esa interpretacion, se asocia a cada término del
lenguaje ¢t un elemento t** perteneciente a D de la siguiente forma:
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Interpretacion semantica de términos

Definicién

(Definicién por recursién estructural de interpretacién de términos)

Dada una interpretacion I = (D, I) para un lenguaje de primer orden, y dada
una asignacion A para esa interpretacion, se asocia a cada término del
lenguaje ¢t un elemento t** perteneciente a D de la siguiente forma:

© Base (TAt):
- si t es una constante c, entonces

I,A I
t =c,

- si t es una variable x, entonces

I,A A
tT =,
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Interpretacion semantica de términos

Definicién

(Definicién por recursién estructural de interpretacién de términos)

Dada una interpretacion I = (D, I) para un lenguaje de primer orden, y dada
una asignacion A para esa interpretacion, se asocia a cada término del
lenguaje ¢t un elemento t** perteneciente a D de la siguiente forma:

© Base (TAt):
- si t es una constante c, entonces

I,A I
t =c,

- si t es una variable x, entonces

JA _ A

© Paso recursivo (TF): si t es un término de la forma f(t1,...,t,), entonces
I,A I/,0,A I,A
0 =, ).
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Interpretacion semantica de términos

Ejemplo

Usando las definiciones del ejemplo anterior, los términos

t1=f(g(f(a), f())) y t2=fl9(=, fg(x, f(a)))))

se interpretan como se describe a continuacion:
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de términos

Ejemplo

Usando las definiciones del ejemplo anterior, los términos

t1=f(g(f(a), f())) y t2=fl9(=, fg(x, f(a)))))

se interpretan como se describe a continuacion:
1) t{’A = suc(suc(0) + suc(l)) = 4, tg’A = suc(1 + suc(1 + suc(0))) = 5.
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de términos

Ejemplo
Usando las definiciones del ejemplo anterior, los términos

t1=f(g(f(a), f())) y t2=fl9(=, fg(x, f(a)))))

se interpretan como se describe a continuacion:

1) t{’A = suc(suc(0) + suc(l)) = 4, tg’A = suc(1 + suc(1 + suc(0))) = 5.
2) 1A = FI(FI(%) + FI(+@%)) = F1(5 % + % @ % %) = % % %Q 5 % % .

ty? = F1(x@x +f1 (xQ x +f(x))) =

:fl(*@*—k*@****) = %@ % *@Q % * * * x .
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de términos

Ejemplo

Usando las definiciones del ejemplo anterior, los términos

t1=f(g(f(a), f())) y t2=fl9(=, fg(x, f(a)))))

se interpretan como se describe a continuacion:

1) t1* = suc(suc(0) + suc(1)) = 4, th* = suc(1 + suc(l + suc(0))) = 5.
2) 1A = FI(FI(%) + FI(+@%)) = F1(5 % + % @ % %) = % % %Q 5 % % .

ty? = F1(x@x +f1 (xQ x +f(x))) =

:fl(*@*—k*@****) = %@ % *@Q % * * * x .

3) t1* = ant(ant(1) — ant(1)) = —1,

th* = ant(z? — ant(z? — ant(1))) = ant(z? — ant(z?)) = ant(1) = 0.
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

El significado de una férmula, fijada una interpretacion y una asignacion,
tiene que ser un valor de verdad. Seguiremos usando 0 para representar el
valor falso y 1 para representar el valor verdadero.
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

El significado de una férmula, fijada una interpretacion y una asignacion,
tiene que ser un valor de verdad. Seguiremos usando 0 para representar el

valor falso y 1 para representar el valor verdadero.
La siguiente definicién nos permite calcular valores de verdad de férmulas.
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

Definicién

(Definicion por recursion estructural de interpretacién de férmulas)
Dada una interpretacion 1 = (D, I) para un lenguaje de primer orden, y
dada una asignacién A para esa interpretacion, se asocia a cada
formula del lenguaje ¢ un valor de verdad !4 perteneciente a
{0,1} de la siguiente forma:

Alessandra Gallinari BLOQUE III: Tema 2



Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

Definicién

(Definicion por recursion estructural de interpretacién de férmulas)
Dada una interpretacion 1 = (D, I) para un lenguaje de primer orden, y
dada una asignacién A para esa interpretacion, se asocia a cada
formula del lenguaje ¢ un valor de verdad !4 perteneciente a
{0,1} de la siguiente forma:

o Base (FAt):
o -1 =0,;TH =1,
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

Definicién

(Definicion por recursion estructural de interpretacién de férmulas)
Dada una interpretacion 1 = (D, I) para un lenguaje de primer orden, y
dada una asignacién A para esa interpretacion, se asocia a cada
formula del lenguaje ¢ un valor de verdad !4 perteneciente a
{0,1} de la siguiente forma:

o Base (FAt):

o -1 =0,;TH =1,
e - Sip es una proposicion atomica, plA = pl,
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

(Definicion por recursion estructural de interpretacién de férmulas)
Dada una interpretacion 1 = (D, I) para un lenguaje de primer orden, y
dada una asignacién A para esa interpretacion, se asocia a cada
formula del lenguaje ¢ un valor de verdad !4 perteneciente a
{0,1} de la siguiente forma:

o Base (FAt):

o -1 =0,;TH =1,

e - Sip es una proposicion atomica, plA = pl,

e -si(s=t) es la igualdad entre dos términos,
a1 si sTA4 =14,
(s=t)""= . 1A : 1A
0 sis"” noesigualat ",
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

Definicién

(Definicion por recursion estructural de interpretacién de férmulas)
Dada una interpretacion 1 = (D, I) para un lenguaje de primer orden, y
dada una asignacién A para esa interpretacion, se asocia a cada
formula del lenguaje ¢ un valor de verdad !4 perteneciente a
{0,1} de la siguiente forma:

o Base (FAt):

o -1 =0,;TH =1,
- si p es una proposicion atémica, plA = pl,
- si (s =t) es la igualdad entre dos términos,
LA _yIA

(s=0)""= ' SI-SIA . 1,4
0 sis"” noesigualat ",

e -siyp=P(ti,...,tn), entonces
oA =1 siysélosi (t{'A7 .., thA) € P!, es decir, si y solo si
los elementos (', ... t1*) estén relacionados mediante la

relacion P!.
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

e Paso recursivo:
o - (F—): si ¢ = —), entonces

siendo =(0) =1 y =(1) =0,
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

e Paso recursivo:
o - (F—): si ¢ = —), entonces

A A
@I = ﬁ(¢1 )7

siendo =(0) =1 y =(1) =0,
e - (Fo): si o = (p1 0 p2), entonces

I,A __ T1,A I,A
¥ = ¥1 0o

donde el valor de np{’A ) gp;", viene dado por la tabla de la légica
proposicional:
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

e Paso recursivo:
o - (F—): si ¢ = —), entonces
I,A I,A
¥ = ﬁ(lﬁ )7

siendo =(0) =1 y =(1) =0,
e - (Fo): si o = (p1 0 p2), entonces

LA_  ILA_ 1A
¥ = ¥1 0o
LA _ TA . ..
donde el valor de ¢, o @5, viene dado por la tabla de la Iogica
proposicional:
Ap{’A Lpé‘A ﬁap{"A A Y — >
0 [ 1 o 0 1 1
() 1 1 () 1 1 ()
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

o - (FA): si p = Ja1), entonces p! 4 =1 si y sélo si existe algiin
elemento del dominio D tal que, después de asignar ese valor a la
variable x en v, se tiene Y14 = 1.

De forma equivalente, ¢4 =1 si y s6lo si existe algiin d € D tal
que wl,A[r/d] =1,
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

o - (FA): si p = Ja1), entonces p! 4 =1 si y sélo si existe algiin
elemento del dominio D tal que, después de asignar ese valor a la
variable x en v, se tiene Y14 = 1.

De forma equivalente, ¢4 =1 si y s6lo si existe algiin d € D tal
que wl,A[r/d] _ 1’

o - (FY): si p = VY1), entonces ¢4 =1 si y sélo si se tiene 14 =1
para cualquier posible asignacion de un elemento del dominio D a la
variable x en 1.

De forma equivalente, 074 =1 si y sélo si para todo d € D se
verifica que opTA/d = 1
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

Ejemplos

1) Consideremos la formula ¢ = xP(f(x),a).
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

Ejemplos

1) Consideremos la formula ¢ = xP(f(x),a).
En la interpretacion (D1, 1) definida por:

la férmula o se escribe Jx(x? = 2) y tiene valor 1 ya que existe la raiz
cuadrada de 2.
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

Ejemplos

1) Consideremos la formula ¢ = xP(f(x),a).
En la interpretacion (D1, 1) definida por:

la férmula o se escribe Jx(x? = 2) y tiene valor 1 ya que existe la raiz
cuadrada de 2.

En la interpretacion (Do, I3) definida por:
Dy =C, o = -2, f2(z) = 2?, P2 = {(z,4) € C x C : x = y},

la férmula ¢ se escribe 3z (x? = —2) tiene valor 1 ya que todo nimero
complejo tiene dos raices cuadradas complejas.
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

Ejemplos

2) Consideremos la férmula ¢ = Va¥y(P(f(z,y),a) = P(z,y)) en la
interpretacion (D1, 1) definida por:

Di=2Z,a" =0, fli(z,y) =z —y, PP ={(z,y) €Z X Z:z < y}.
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

Ejemplos

2) Consideremos la férmula ¢ = Va¥y(P(f(z,y),a) = P(z,y)) en la
interpretacion (D1, 1) definida por:

Di=2Z,a" =0, fli(z,y) =z —y, PP ={(z,y) €Z X Z:z < y}.

Con la interpretacion dada, la férmula ¢ se escribe
VaVy((z —y < 0) — z < y) y tiene valor 1.
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Interpretacién semantica de términos y férmulas

Interpretacion semantica de férmulas

Ejemplos

2) Consideremos la férmula ¢ = Va¥y(P(f(z,y),a) = P(z,y)) en la
interpretacion (D1, 1) definida por:

Di=2Z,a" =0, fli(z,y) =z —y, PP ={(z,y) €Z X Z:z < y}.

Con la interpretacion dada, la férmula ¢ se escribe
VaVy((z —y < 0) — z < y) y tiene valor 1.

Sin embargo, si consideramos la interpretacion (Ds, I5) definida por:
Dy=7,a" =4, f2(a,y) =z —y, P2 ={(z,9) €EZ X Z:z <y},

entonces !4 = 0. En efecto, siz =5 y y = 2, se obtiene que
(x —y < 4) es cierta, pero x < y es falsa.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Contenido

@ Validez semantica de férmulas: modelos
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

@ Se dice que una férmula ¢ es satisfacible bajo una interpretacion
(D, I) cuando se verifica o4 =1 para alguna asignacion A.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

@ Se dice que una férmula ¢ es satisfacible bajo una interpretacion
(D, I) cuando se verifica o4 =1 para alguna asignacion A.

@ Se dice que una férmula ¢ es satisfacible cuando es satisfacible
bajo alguna interpretacién (D, I). Por tanto, una férmula ¢ es
satisfacible si existen al menos una interpretacion (D, I) y una
asignacion A (relativa a esa interpretacion) tales que ¢4 = 1.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

@ Se dice que una férmula ¢ es satisfacible bajo una interpretacion
(D, I) cuando se verifica o4 =1 para alguna asignacion A.

@ Se dice que una férmula ¢ es satisfacible cuando es satisfacible
bajo alguna interpretacién (D, I). Por tanto, una férmula ¢ es
satisfacible si existen al menos una interpretacion (D, I) y una
asignacion A (relativa a esa interpretacion) tales que ¢4 = 1.

@ Si una férmula no es satisfacible se dice que es insatisfacible.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

@ Se dice que una férmula ¢ es satisfacible bajo una interpretacion
(D, I) cuando se verifica o4 =1 para alguna asignacion A.

@ Se dice que una férmula ¢ es satisfacible cuando es satisfacible
bajo alguna interpretacién (D, I). Por tanto, una férmula ¢ es
satisfacible si existen al menos una interpretacion (D, I) y una
asignacion A (relativa a esa interpretacion) tales que ¢4 = 1.

@ Si una férmula no es satisfacible se dice que es insatisfacible.

e Se dice que una férmula ¢ es verdadera bajo una interpretacion
I = (D, ) cuando se verifica o = 1 para cualquier asignacién A.
En este caso se dice también que I es un modelo de ¢ y se escribe

IE .
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Definicién

e Se dice que una férmula ¢ es valida cuando es verdadera bajo
cualquier interpretacion, y se denota |= ¢. Por tanto, una férmula ¢
es vélida si para toda interpretacion (D, I) y una asignacién A
(relativa a esa interpretacion) se verifica que @4 = 1.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Definicién

e Se dice que una férmula ¢ es valida cuando es verdadera bajo
cualquier interpretacion, y se denota |= ¢. Por tanto, una férmula ¢
es vélida si para toda interpretacion (D, I) y una asignacién A
(relativa a esa interpretacion) se verifica que @4 = 1.

@ Si una férmula no es vélida se dice que es falsificable.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

e Se dice que una férmula ¢ es valida cuando es verdadera bajo
cualquier interpretacion, y se denota |= ¢. Por tanto, una férmula ¢
es vélida si para toda interpretacion (D, I) y una asignacién A
(relativa a esa interpretacion) se verifica que @4 = 1.

@ Si una férmula no es vélida se dice que es falsificable.

Observacién

El concepto de férmula insatisfacible en LPO se corresponde al concepto
de férmula insatisfacible (o contradiccién) en LP. Es una férmula que es
siempre falsa.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

e Se dice que una férmula ¢ es valida cuando es verdadera bajo
cualquier interpretacion, y se denota |= ¢. Por tanto, una férmula ¢
es vélida si para toda interpretacion (D, I) y una asignacién A
(relativa a esa interpretacion) se verifica que @4 = 1.

@ Si una férmula no es vélida se dice que es falsificable.

Observacién

El concepto de férmula insatisfacible en LPO se corresponde al concepto
de férmula insatisfacible (o contradiccién) en LP. Es una férmula que es
siempre falsa.

El concepto de férmula vélida en LPO se corresponde al concepto de
férmula valida (o tautologia) en LP. Es una férmula que es siempre
verdadera.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Ejemplo

Sea

¢ : Rz, f(y,v))-

Siendo la variable x libre, ¢ es abierta.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Ejemplo
Sea

¢ : Rz, f(y,v))-

Siendo la variable x libre, ¢ es abierta.
Sean D=1{1,2,3,...} =N, Rl =«="y fl = +.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Ejemplo
Sea

¢ : Rz, f(y,v))-

Siendo la variable x libre, ¢ es abierta.
Sean D=1{1,2,3,...} =N, Rl =«="y fl = +.
Entonces, para una asignacion A,

el Fy(at = 2y).
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Ejemplo
Sea

¢ : Rz, f(y,v))-

Siendo la variable x libre, ¢ es abierta.
Sean D=1{1,2,3,...} =N, Rl =«="y fl = +.
Entonces, para una asignacion A,

el Fy(at = 2y).

A

Si A es tal que x** es un numero par, entonces 4 = 1.
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Ejemplo
Sea

¢ : IyR(z, f(y,v)).
Siendo la variable x libre, ¢ es abierta.
Sean D=1{1,2,3,...} =N, Rl =«="y fl = +.
Entonces, para una asignacion A,

el Fy(at = 2y).

A
A

Si A es tal que x
Si A es tal que x

€S un numero par, entonces @
€s un numero impar, entonces

I,Azl

I,A:()
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Ejemplo
Sea

¢ : Rz, f(y,v))-

Siendo la variable x libre, ¢ es abierta.
Sean D=1{1,2,3,...} =N, Rl =«="y fl = +.
Entonces, para una asignacion A,

el Fy(at = 2y).

A
A

I,Azl
I,A:()

Si A es tal que x** es un numero par, entonces
Si A es tal que x** es un numero impar, entonces
Se sigue que @ es satisfacible bajo (D, I), pero no es verdadera bajo
(D, I). En particular, ¢ no es vélida.
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Validez semantica de féormulas: modelos

Sea ¢ : Vx(P(x) — R(x)) = JyQ(y).
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Ejemplo

Sea ¢ : Vz(P(z) — R(z)) = JyQ(y).
Sean D = {a,b,c}, PT = {a,b}, RT = {b} y Q! =
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Ejemplo

Sea ¢ : Va(P(z) — R(x)) = FyQ(y).

Sean D = {a,b,c}, P! = {a,b}, RT = {b} y Q' =

Usando la siguiente tabla (el dominio D contiene solo tres elementos)
podemos determinar el valor de la subférmula Vz(P(z) — R(z)) :
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Ejemplo

Sea ¢ : Vx(P(x) — R(x)) = JyQ(y).

Sean D = {a,b,c}, P! = {a,b}, RT = {b} y QT = 0.

Usando la siguiente tabla (el dominio D contiene sélo tres elementos)
podemos determinar el valor de la subférmula Vz(P(z) — R(z)) :

P'(z) | R R(x))" | (Yz(P(z) > R(x)))’

0

0o T L |8

(
1 0
1 1
0 0
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Ejemplo

Sea ¢ : Vx(P(x) — R(x)) = JyQ(y).

Sean D = {a,b,c}, P! = {a,b}, RT = {b} y QT = 0.

Usando la siguiente tabla (el dominio D contiene sélo tres elementos)
podemos determinar el valor de la subférmula Vz(P(z) — R(z)) :

P'(z) | R R(x))" | (Yz(P(z) > R(x)))’

(
1 0
1 1 0
0 0

0o T L |8

Se sigue que (Vz(P(x) — R(x)))! =0 (esta conclusién se podria haber
deducido mirando sélo a la primera fila de la tabla). Por tanto, la férmula
inicial ¢ tiene valor 1 bajo la interpretacion dada, siendo una implicacion
con premisa siempre falsa. Se deduce que la interpretacion (D,I) es un

modelo de .
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Observacién

1) Una férmula ¢ es vélida si 'y sélo si su negacion, —p, es insatisfacible.
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Validez semantica de féormulas: modelos

Observacién

1) Una férmula ¢ es vélida si 'y sélo si su negacion, —p, es insatisfacible.
2) Si una formula ¢ es cerrada, dada una interpretacion (D, I), su valor
de verdad no depende de la asignacién elegida y se puede denotar '.

En este caso ¢ es satisfacible bajo (D, I) si y sdlo si es verdadera bajo

(D, ).
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Observacién

1) Una férmula ¢ es vélida si 'y sélo si su negacion, —p, es insatisfacible.
2) Si una formula ¢ es cerrada, dada una interpretacion (D, I), su valor
de verdad no depende de la asignacién elegida y se puede denotar '.

En este caso ¢ es satisfacible bajo (D, I) si y sdlo si es verdadera bajo

(D, I).

3) Si una formula ¢ (no cerrada) contiene las variables libres
{z1,z9,...,2,}, se llama cierre universal de ¢ a la férmula cerrada
Vo Vg .. Veno(x1, T2, ..oy Ty).
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Observacién

1) Una férmula ¢ es vélida si 'y sélo si su negacion, —p, es insatisfacible.
2) Si una formula ¢ es cerrada, dada una interpretacion (D, I), su valor
de verdad no depende de la asignacién elegida y se puede denotar '.

En este caso ¢ es satisfacible bajo (D, I) si y sdlo si es verdadera bajo

(D, I).

3) Si una formula ¢ (no cerrada) contiene las variables libres
{z1,z9,...,2,}, se llama cierre universal de ¢ a la férmula cerrada
Vo Vg .. Veno(x1, T2, ..oy Ty).

Por tanto, en el caso de una férmula ¢ no cerrada:

@ ¢ es verdadera bajo (D, I) siy sélo si
Vo Vg .. . Ve,p(z1, 22, ..., 2y,) es verdadera bajo (D, 1) y
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Validez semantica de férmulas: modelos

Validez semantica de féormulas: modelos

Observacién

1) Una férmula ¢ es vélida si 'y sélo si su negacion, —p, es insatisfacible.
2) Si una formula ¢ es cerrada, dada una interpretacion (D, I), su valor
de verdad no depende de la asignacién elegida y se puede denotar '.

En este caso ¢ es satisfacible bajo (D, I) si y sdlo si es verdadera bajo

(D, I).

3) Si una formula ¢ (no cerrada) contiene las variables libres
{z1,z9,...,2,}, se llama cierre universal de ¢ a la férmula cerrada
Vo Vg .. Veno(x1, T2, ..oy Ty).

Por tanto, en el caso de una férmula ¢ no cerrada:

@ ¢ es verdadera bajo (D, I) siy sélo si
Vo Vg .. . Ve,p(z1, 22, ..., 2y,) es verdadera bajo (D, 1) y

e  es vidlida si y sélo si Vx1Vzs .. Ve, o(x1,29,...,2,) es valida.
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Validez semantica de féormulas: modelos

Observacién

1) Una férmula ¢ es vélida si 'y sélo si su negacion, —p, es insatisfacible.
2) Si una formula ¢ es cerrada, dada una interpretacion (D, I), su valor
de verdad no depende de la asignacién elegida y se puede denotar '.

En este caso ¢ es satisfacible bajo (D, I) si y sdlo si es verdadera bajo

(D, I).

3) Si una formula ¢ (no cerrada) contiene las variables libres
{z1,z9,...,2,}, se llama cierre universal de ¢ a la férmula cerrada
Vo Vg .. Veno(x1, T2, ..oy Ty).

Por tanto, en el caso de una férmula ¢ no cerrada:

@ ¢ es verdadera bajo (D, I) siy sélo si
Vo Vg .. . Ve,p(z1, 22, ..., 2y,) es verdadera bajo (D, 1) y

e  es vidlida si y sélo si Vx1Vzs .. Ve, o(x1,29,...,2,) es valida.

NOTA: de las anteriores observaciones se sigue que basta estudiar la
validez de férmulas cerradas.
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Evaluacion semantica de deducciones

Otro concepto fundamental que vamos a definir es el concepto de
consecuencia légica.
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Evaluacién semantica de deducciones

Evaluacion semantica de deducciones

Otro concepto fundamental que vamos a definir es el concepto de
consecuencia légica.

Las definiciones son similares a las vistas en légica proposicional, teniendo
en cuenta que tenemos que reemplazar el concepto de valoracién por los
de interpretacion y asignacion.
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Evaluacién semantica de deducciones

Evaluacion semantica de deducciones

Otro concepto fundamental que vamos a definir es el concepto de
consecuencia légica.

Las definiciones son similares a las vistas en légica proposicional, teniendo
en cuenta que tenemos que reemplazar el concepto de valoracién por los
de interpretacion y asignacion.

Definicién

Se dice que una férmula ¢ es consecuencia légica de un conjunto finito
de férmulas ® = {1, ¢2,... ©n} si cualquier interpretacion (D,I) y
cualquier asignacion A que satisfacen todo elemento del conjunto ®
satisfacen también la férmula .

v
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Evaluacién semantica de deducciones

Evaluacion semantica de deducciones

Otro concepto fundamental que vamos a definir es el concepto de
consecuencia légica.

Las definiciones son similares a las vistas en légica proposicional, teniendo
en cuenta que tenemos que reemplazar el concepto de valoracién por los
de interpretacion y asignacion.

Definicién

Se dice que una férmula ¢ es consecuencia légica de un conjunto finito
de férmulas ® = {1, ¢2,... ©n} si cualquier interpretacion (D,I) y
cualquier asignacion A que satisfacen todo elemento del conjunto ®
satisfacen también la férmula .

De forma equivalente, ¢ es consecuencia légica de ® si cpf A =1 para
todo i € {1,2,...,n} implica "4 = 1.

v
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Evaluacién semantica de deducciones

Evaluacion semantica de deducciones

Otro concepto fundamental que vamos a definir es el concepto de
consecuencia légica.

Las definiciones son similares a las vistas en légica proposicional, teniendo
en cuenta que tenemos que reemplazar el concepto de valoracién por los
de interpretacion y asignacion.

Definicién

Se dice que una férmula ¢ es consecuencia légica de un conjunto finito
de férmulas ® = {1, ¢2,... ©n} si cualquier interpretacion (D,I) y
cualquier asignacion A que satisfacen todo elemento del conjunto ®
satisfacen también la férmula .

De forma equivalente, ¢ es consecuencia légica de ® si cpf A =1 para
todo i € {1,2,...,n} implica "4 = 1.

Si ¢ es consecuencia logica de ® también se dice que ® implica
légicamente a ¢ y se escribe @ = .

v
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Evaluacion semantica de deducciones

A continuacién recordamos la definicién de razonamiento valido:

Sean ® = {1, ¥2,... ©n} un conjunto finito de férmulas y ¢ una
férmula. Se define deduccién o razonamiento a la férmula

((Ppr A2 A== Apr) = @).
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Evaluacion semantica de deducciones

A continuacién recordamos la definicién de razonamiento valido:

Definicién

Sean ® = {1, ¥2,... ©n} un conjunto finito de férmulas y ¢ una
férmula. Se define deduccién o razonamiento a la férmula

((pr A2 A--- ANpn) = ).
Se dice que el razonamiento anterior es correcto o légicamente valido si

(P1 Apa A ANpn) o,

es decir, si el conjunto ® de las premisas o hipétesis del razonamiento
implica I6gicamente a la conclusién o tesis .
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Evaluacion semantica de deducciones

El siguiente teorema extiende a la I6gica de primer orden la relacién
existente entre la validez de una férmula y el concepto de consecuencia
I6gica ya vista en el contexto de la l6gica proposicional.
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Evaluacion semantica de deducciones

El siguiente teorema extiende a la I6gica de primer orden la relacién
existente entre la validez de una férmula y el concepto de consecuencia
I6gica ya vista en el contexto de la l6gica proposicional.

Teorema

Sean ® = {p1, @2, ... ©n} un conjunto finito de férmulas y ¢ una
formula.
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Evaluacion semantica de deducciones

El siguiente teorema extiende a la I6gica de primer orden la relacién
existente entre la validez de una férmula y el concepto de consecuencia
I6gica ya vista en el contexto de la l6gica proposicional.

Sean ® = {p1, @2, ... ©n} un conjunto finito de férmulas y ¢ una
formula.

La siguientes afirmaciones son equivalentes:
1) ¢ es consecuencia légica de P,
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Evaluacion semantica de deducciones

El siguiente teorema extiende a la I6gica de primer orden la relacién
existente entre la validez de una férmula y el concepto de consecuencia
I6gica ya vista en el contexto de la l6gica proposicional.

Teorema

Sean ® = {p1, @2, ... ©n} un conjunto finito de férmulas y ¢ una
férmula.

La siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) ¢ es consecuencia légica de P,

2) (p1 Ao A~ N\ @p) — @ es una formula vélida (y se escribe

E (o1 Apa A~ ANpn) = ),
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Evaluacién semantica de deducciones

Evaluacion semantica de deducciones

El siguiente teorema extiende a la I6gica de primer orden la relacién
existente entre la validez de una férmula y el concepto de consecuencia
I6gica ya vista en el contexto de la l6gica proposicional.

Teorema

Sean ® = {p1, @2, ... ©n} un conjunto finito de férmulas y ¢ una
férmula.

La siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) ¢ es consecuencia légica de P,

2) (p1 Ao A~ N\ @p) — @ es una formula vélida (y se escribe

E (1 Ap2 A Apn) = ),
3) o1 Ao A+ A, A es insatisfacible (Reduccion al absurdo).
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo

Volvamos a considerar el razonamiento

Todos los hombres son mortales,
Sécrates es un hombre,
Sécrates es mortal.
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo

Volvamos a considerar el razonamiento

Todos los hombres son mortales,
Sécrates es un hombre,
Sécrates es mortal.

Vimos que este razonamiento no es valido en logica proposicional.
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo

Volvamos a considerar el razonamiento

Todos los hombres son mortales,
Sécrates es un hombre,
Sécrates es mortal.

Vimos que este razonamiento no es valido en logica proposicional.
Su formalizacién en légica de primer orden es

Va(H(z) — M(x)),

H{(s),

En este caso ® = {Vx(H(xz) = M(z)),H(s)} y ¢ : M(s).
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo

Volvamos a considerar el razonamiento

Todos los hombres son mortales,
Sécrates es un hombre,
Sécrates es mortal.

Vimos que este razonamiento no es valido en logica proposicional.
Su formalizacién en légica de primer orden es

Va(H(z) — M(x)),

H{(s),

En este caso ® = {Vz(H(z) — M(z)),H(s)} y ¢ : M(s).
Queremos verificar si ® implica Iogicamente .
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo

Sean (D,I) y A tales que

(Ve(H(z) = M(2)))" =1, (H(s))" =1.
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo

Sean (D,I) y A tales que
(Vz(H(z) = M(x)PA =1, (H(s)"4 =1

Se trata de verificar si, necesariamente, tiene que ser M (s)!4 = 1.
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo
Sean (D,I) y A tales que
(Ve(H(z) = M(2)))" =1, (H(s))" =1.
Se trata de verificar si, necesariamente, tiene que ser M (s)!4 = 1.

Por definicién, (Vx(H(z) — M(z)))4 =1 siy sélo si
(H(x) — M(z)))"4 =1 para todo =4 € D.
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo
Sean (D,I) y A tales que

(Ve(H(z) = M(2)))" =1, (H(s))" =1.

Se trata de verificar si, necesariamente, tiene que ser M (s)!4 = 1.

Por definicién, (Vx(H(z) — M(z)))4 =1 siy sélo si

(H(x) — M(z)))"4 =1 para todo = € D. En particular,

(H(s) — M(s))14 = 1.

Siendo H(s)!'4 y M (s)"* férmulas proposicionales, la condicién anterior
es equivalente a (~H(s)V M(s)))4 = 1.
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo
Sean (D,I) y A tales que

(Ve(H(z) = M(2)))" =1, (H(s))" =1.

Se trata de verificar si, necesariamente, tiene que ser M (s)!4 = 1.

Por definicién, (Vx(H(z) — M(z)))4 =1 siy sélo si

(H(x) — M(z)))"4 =1 para todo = € D. En particular,

(H(s) = M(s)))" = 1.

Siendo H(s)!'4 y M (s)"* férmulas proposicionales, la condicién anterior
es equivalente a (~H(s)V M(s)))4 = 1.

Por hipétesis sabemos que (H(s))!*4 = 1, es decir, que (—H(s))\4 = 0.
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo
Sean (D,I) y A tales que

(Ve(H(z) = M(2)))" =1, (H(s))" =1.

Se trata de verificar si, necesariamente, tiene que ser M (s)!4 = 1.

Por definicién, (Vx(H(z) — M(z)))4 =1 siy sélo si

(H(x) — M(z)))"4 =1 para todo = € D. En particular,

(H(s) — M(s))14 = 1.

Siendo H(s)!'4 y M (s)"* férmulas proposicionales, la condicién anterior
es equivalente a (~H(s)V M(s)))4 = 1.

Por hipétesis sabemos que (H(s))!*4 = 1, es decir, que (—H(s))\4 = 0.
Se sigue que para que se verifique (—H(s)V M(s)))\4 =1 tiene que
ser (M(s))l4 =1.
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo
Sean (D,I) y A tales que

(Ve(H(z) = M(2)))" =1, (H(s))" =1.

Se trata de verificar si, necesariamente, tiene que ser M (s)!4 = 1.

Por definicién, (Vx(H(z) — M(z)))4 =1 siy sélo si

(H(x) — M(z)))"4 =1 para todo = € D. En particular,

(H(s) — M(s))14 = 1.

Siendo H(s)!'4 y M (s)"* férmulas proposicionales, la condicién anterior
es equivalente a (~H(s)V M(s)))4 = 1.

Por hipétesis sabemos que (H(s))!*4 = 1, es decir, que (—H(s))\4 = 0.
Se sigue que para que se verifique (—H(s)V M(s)))\4 =1 tiene que
ser (M(s))l4 =1.

Por tanto ® implica Iégicamente .
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Evaluacion semantica de deducciones

Ejemplo

Se puede verificar que las férmulas de la siguiente tabla son implicaciones
logicas.

Et=t Reflexividad de la igualdad
t=t =t =t Simetria de la igualdad
{t=t,t' =t"} =t =1t" | Transitividad de la igualdad
{o[z/t],t =t'} = plx/t'] | Sustitutividad de la igualdad
Vap(z) E plz/t] Hipdtesis universal

plz/t] E Jxp(z) Tesis existencial
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Sustitucién de una variable por un término:

Sea ¢ una férmula que contenga una variable x. Si queremos sustituir
la variable = por un término ¢ para obtener la nueva formula p[z/t], es
necesario no modificar el significado de la férmulas original.
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Sustitucién de una variable por un término:

Sea ¢ una férmula que contenga una variable x. Si queremos sustituir
la variable = por un término ¢ para obtener la nueva formula p[z/t], es
necesario no modificar el significado de la férmulas original.

En la nueva férmula o[z /t],

@ s6lo las apariciones libres de x en ¢ se reemplazan por ¢,
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Equivalencia de férmulas

Sustitucién de una variable por un término:

Sea ¢ una férmula que contenga una variable x. Si queremos sustituir
la variable = por un término ¢ para obtener la nueva formula p[z/t], es
necesario no modificar el significado de la férmulas original.

En la nueva férmula o[z /t],

@ s6lo las apariciones libres de x en ¢ se reemplazan por ¢,

@ si algln cuantificador de ¢ hace que queden ligadas variables de ¢
después de la sustitucién, la variable ligada de esa cuantificacion se
reemplaza por otra.
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Equivalencia de férmulas

Ejemplo

Sea p :VxR(z,y) y sea 1= (D, I) la interpretacion con dominio
D =N (los nameros naturales) y R! (x,y) = {(z,y) e Nx N:z < y}
(la relacién de orden usual en N ).

Alessandra Gallinari BLOQUE IlI: Tema 2



Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Ejemplo

Sea p :VxR(z,y) y sea 1= (D, I) la interpretacion con dominio

D =N (los nameros naturales) y R! (x,y) = {(z,y) e Nx N:z < y}
(la relacién de orden usual en N ).

Sustituyendo la variable libre y por z obtenemos la férmula

¢ly/z] : VT R(z, 2),

y no se altera el significado de . Las dos férmulas son falsas bajo
I=(D,I), ya que el conjunto N no tiene maximo.
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Equivalencia de férmulas

Ejemplo

Sea p :VxR(z,y) y sea 1= (D, I) la interpretacion con dominio

D =N (los nameros naturales) y R! (x,y) = {(z,y) e Nx N:z < y}
(la relacién de orden usual en N ).

Sustituyendo la variable libre y por z obtenemos la férmula

¢ly/z] : VT R(z, 2),

y no se altera el significado de . Las dos férmulas son falsas bajo
I=(D,I), ya que el conjunto N no tiene maximo.
Sin embargo, si sustituimos y por x obtenemos la férmula

¢ly/z] : VzR(z, 7)

que es verdadera bajo 1 = (D, I), siendo cierto que un cualquier ndmero
natural n verifica que n < n (es la propiedad reflexiva de la relacion).
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Equivalencia de férmulas

Ejemplo

Para sustituir y por x sin alterar el significado de la férmula y el tipo de
ocurrencia de sus variables, tendriamos que cambiar de nombre también a
la variable x. Por ejemplo, se puede sustituir x por v y, en la nueva
férmula obtenida ¢[x/v], y por .
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Ejemplo

Para sustituir y por x sin alterar el significado de la férmula y el tipo de
ocurrencia de sus variables, tendriamos que cambiar de nombre también a
la variable x. Por ejemplo, se puede sustituir x por v y, en la nueva
férmula obtenida ¢[x/v], y por .

Asi se obtiene la férmula:

plz/vlly/z] = plz/v,y/x] : VoR(v, 2).
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Ejemplo

Para sustituir y por x sin alterar el significado de la férmula y el tipo de
ocurrencia de sus variables, tendriamos que cambiar de nombre también a
la variable x. Por ejemplo, se puede sustituir x por v y, en la nueva
férmula obtenida ¢[x/v], y por .

Asi se obtiene la férmula:

ple/vlly/x] = plz/v,y/x] - VoR(v, z).

Respetando los dos criterios anteriores, se puede definir recursivamente y
rigurosamente la nocién de sustitucién de una variable por un término.
Ademas, se puede demostrar el lema de sustitucion, que afirma que
interpretar la férmula [z /t] en una interpretacion I = (D,I) y una
asignacion A es lo mismo que interpretar la férmula original ¢ en la
misma interpretacion 1= (D, I) y en la asignacion Az /t].
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Equivalencia de férmulas

Sea ¢ :3z(x-z=1y) en el dominio de los nimeros naturales N con el
producto y la suma usuales.
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Sea ¢ :3z(x-z=1y) en el dominio de los nimeros naturales N con el
producto y la suma usuales. Para sustituir correctamente la variable libre
y por z+ z, tendremos que escribir

plz/u,y/z+ 2] : Ju(z - u =z + 2).
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Equivalencia de férmulas

Observaci

En informatica, la operacién de sustitucién es importante en la
verificacion de programas. La ejecucién de un programa tiene como
efecto la transformacion del estado de unas variables de una condicién
inicial a una condicién final. Verificar un programa consiste en demostrar
que, si el estado inicial de las variables cumple una cierta condicion
inicial, entonces su estado final cumple con la condicion final deseada.
Las condiciones iniciales y finales se suelen representar por medio de
férmulas de la I6gica de primer orden. Para asignar valores a estas
condiciones se introduce una interpretacion que representa el tipo de
datos sobre el cual se puede operar.
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de formulas:

El altimo concepto fundamental que vamos a estudiar en este capitulo es
el concepto de equivalencia |6gica entre férmulas. Las definiciones y
resultados son similares a los ya estudiados para la légica proposicional.
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de formulas:

El altimo concepto fundamental que vamos a estudiar en este capitulo es
el concepto de equivalencia |6gica entre férmulas. Las definiciones y
resultados son similares a los ya estudiados para la légica proposicional.
Para la légica de primer orden tendremos que afiadir a nuestra lista las
equivalencias relativas a los cuantificadores, que no aparecen en la légica
proposicional.

Alessandra Gallinari BLOQUE IlI: Tema 2



Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Equivalencia de formulas:

El altimo concepto fundamental que vamos a estudiar en este capitulo es
el concepto de equivalencia |6gica entre férmulas. Las definiciones y
resultados son similares a los ya estudiados para la légica proposicional.
Para la légica de primer orden tendremos que afiadir a nuestra lista las
equivalencias relativas a los cuantificadores, que no aparecen en la légica
proposicional.

Definicién

Sean ¢ y 1 dos férmulas. Se dice que ¢ equivale logicamente a v si
y sélo si

oEY y vEe

Si ¢ y 1 son equivalentes se escribe ¢ = 1).
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Observacién

Se sigue de la definicién que si ¢ y 1) son dos férmulas equivalentes,
entonces tienen los mismos valores de verdad bajo una cualquier
interpretacion y asignacion. Por tanto, no es dificil verificar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Observacién

Se sigue de la definicién que si ¢ y 1) son dos férmulas equivalentes,
entonces tienen los mismos valores de verdad bajo una cualquier
interpretacion y asignacion. Por tanto, no es dificil verificar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

o =1

Alessandra Gallinari BLOQUE III: Tema 2



Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Observacién

Se sigue de la definicién que si ¢ y 1) son dos férmulas equivalentes,
entonces tienen los mismos valores de verdad bajo una cualquier
interpretacion y asignacion. Por tanto, no es dificil verificar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

o =1
o .
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Observacién

Se sigue de la definicién que si ¢ y 1) son dos férmulas equivalentes,
entonces tienen los mismos valores de verdad bajo una cualquier
interpretacion y asignacion. Por tanto, no es dificil verificar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

o =1
o .
o oYy Yo
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Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Observacién

Se sigue de la definicién que si ¢ y 1) son dos férmulas equivalentes,
entonces tienen los mismos valores de verdad bajo una cualquier
interpretacion y asignacion. Por tanto, no es dificil verificar que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

o =1
o .
o oYy Yo

Las siguientes tablas contienen las principales equivalencias relativas a
conectivos y cuantificadores, respectivamente.
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Equivalencia de férmulas

Leyes de Identidad

No contradiccién

Tercio excluso

Idempotencia

P1A(P1 Vo) = e

P1 VvV (p1 Aw2) = @1

Absorcion

®1 NP2 = w2 A gy P1 VP2 = w2 Ve
(P1 © @2) = (P2 © ©1)

Conmutatividad

(1 AN p2) Apg = @01 A (P2 A @3)
(p1 Vo) Vs =91 V(eaVes)

Asociatividad

©1 A (p2 Vez) = (1 Aw2) V(1 A e3)
P1 VvV (p2 Aez) = (91 Ve2) A (e Ves)
e1 = (P2 A e3) = (p1 = v2) A (1 — ©3)
P1 = (P2 Ve3) = (p1 = v2) V (1 — ©3)

Distributividad

(o) =9

Doble negacion

(p1 = p2) = (D@2 = 291)

Ley de contraposicion

—(p1 A p2) = 1 V g
(91 V92) = 291 Ao

Leyes de De Morgan

P12 = 2e1 Voo

Interdefini

p1 © w2 = (1 = ©2) A (P2 = @)

Coimplicacion
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=Vzp = dz-p =Jxp = Ve
Vo1 AVzps = V(o1 A p2) Jzp1 V Iz = (01 V p2)
VaVyp = VyVze JxFye = FyTze

(V1) Vo2 =Va(p1 Ve2) * | (Vep1) A ps = Vz(p1 A p2) *
(Fzp1) Vo = (1 V p2) * | (rpr) Apa = Fa(p1 A o) *

x S6lo si x no aparece libre en 2
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Equivalencia de férmulas

—Vap =z =Jxp = Ve

Vo1 AVzps = V(o1 A p2) Jzp1 V Iz = (01 V p2)

VaVyp = VyVze JxFye = FyTze

(V1) Vo2 =Va(p1 Ve2) * | (Vep1) A ps = Vz(p1 A p2) *
(Fzp1) Vo = (1 V p2) * | (rpr) Apa = Fa(p1 A o) *

x S6lo si x no aparece libre en 2

Observacién

También en la I6gica de primer orden la relacion de equivalencia entre
férmulas es reflexiva, simétrica y transitiva. Por tanto es una relacién
binaria de equivalencia sobre el conjunto de todas las férmulas. Dos
formulas pertenecen a la misma clase de equivalencia si y sélo si tienen los
mismos valores de verdad bajo una cualquier interpretacion y asignacion.
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Equivalencia de férmulas

Los siguientes resultados garantizan que la equivalencia légica se preserva
si, en una dada férmula x, reemplazamos una subférmula ¢ por otra
subférmula v, equivalente a .
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Equivalencia de férmulas

Los siguientes resultados garantizan que la equivalencia légica se preserva
si, en una dada férmula x, reemplazamos una subférmula ¢ por otra
subférmula v, equivalente a .

Teorema

Sea x(¢) una férmula que contiene una subférmula ¢ y sea x(v) la
férmula obtenida reemplazando la subférmula ¢ por .
Si p =1, entonces
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Equivalencia de férmulas

Los siguientes resultados garantizan que la equivalencia légica se preserva
si, en una dada férmula x, reemplazamos una subférmula ¢ por otra
subférmula v, equivalente a .

Teorema

Sea x(¢) una férmula que contiene una subférmula ¢ y sea x(v) la
formula obtenida reemplazando la subférmula ¢ por 1.
Si p =1, entonces

Teorema

Sean x1 y X2 dos férmulas equivalentes. Reemplazando en x1 y X2
unos simbolos de proposiciones {pi,pa,- - ,pn} por unas férmulas
{¢1,92, - ,on}, se obtiene la equivalencia

X1[p1/¢17p2/<,02a"‘ vpn/SOn] = X2[p1/901ap2/9027"' ,pn/@n]
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Equivalencia de férmulas

Ejemplo

Sea x :Vz(P(z) Ap — Q(f(y)) V q). Sabemos, por interdefinicién, que
la subférmula ¢ : P(z) Ap — Q(f(y)) V q es equivalente a la férmula
Y =P(x)V-pVQ(f(y) Ve

Alessandra Gallinari BLOQUE III: Tema 2



Equivalencia de férmulas

Equivalencia de férmulas

Ejemplo

Sea x :Vz(P(z) Ap — Q(f(y)) V q). Sabemos, por interdefinicién, que
la subférmula ¢ : P(z) Ap — Q(f(y)) V q es equivalente a la férmula
Y :=P(x)V-pVQ(f(y)) V q. Entonces

Vo (P(x) Ap — Q(f(y)) V @) =Va(=P(x) V-pV Q(f(y)) Vq).

Alessandra Gallinari BLOQUE III: Tema 2
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Equivalencia de férmulas

Ejemplo

Sea x :Vz(P(z) Ap — Q(f(y)) V q). Sabemos, por interdefinicién, que
la subférmula ¢ : P(z) Ap — Q(f(y)) V q es equivalente a la férmula
Y :=P(x)V-pVQ(f(y)) V q. Entonces

Vo (P(x) Ap — Q(f(y)) V @) =Vx(=P(x) V-pV Q(f(y)) Vq).

Ademas, si en esta dltima equivalencia sustituimos las proposiciones
{p, q} por las férmulas {R(y), S(u,v)}, se obtiene la equivalencia

Vz(P(z)AR(y) = Q(f(y))VS(u,v)) = Va(=P(2)V-R(y)VQ(f(y))VS(u, v)).
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Equivalencia de férmulas

Observacién

(Conjuntos de conectivos)

Como vimos para la I6gica proposicional, a partir de las equivalencias de
las tablas anteriores es posible demostrar que en el lenguaje de la logica
de primer orden es suficiente emplear sélo los conectivos {3, -, A}.
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Equivalencia de férmulas

Observacién

(Conjuntos de conectivos)

Como vimos para la I6gica proposicional, a partir de las equivalencias de
las tablas anteriores es posible demostrar que en el lenguaje de la logica
de primer orden es suficiente emplear sélo los conectivos {3, -, A}.

De forma similar, los conjuntos {3,—,V} y {V,—,A,V} permiten
representar cualquier férmula bien construida por medio de una férmula
equivalente, en la cual aparecen sélo los conectivos de los conjuntos
indicados.
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