LOGICA

Problemas de repaso sobre légica
proposicional resueltos
Este capitulo contiene los textos y las soluciones de varios exame-
nes, que incluimos para que puedan ser usados como repaso la logica
proposicional.

Es muy importante que el alumno intente resolver todos los proble-
mas presentados en el tiempo indicado en cada examen.

1. EXAMEN PARCIAL 2005-2006
Fecha: 12 de diciembre de 2005 Tiempo: 1 hora

El examen estda formado por cuatro problemas.
La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre cinco
puntos.

Las respuestas sin justificacion se considerardn como no
contestadas. Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

1) Usando la légica proposicional, formaliza los siguientes enunciados
(se necesitan sélo tres proposiciones atémicas):

a) Iremos a Portugal y visitaremos Lisboa sélo si no hace mucho
frio.

b) No iremos a Portugal a menos que no haga mucho frio.

¢) Si no hace mucho frio, visitaremos Lisboa.

d) O bien hace mucho frio, o bien iremos a Portugal.

e) No iremos a Portugal, si no vamos a visitar Lisboa o si hace
mucho frio.

2) Mediante una tabla de verdad, verifica si las dos férmulas

Pr:7pV g — Yy p2ipVgVor,
son loégicamente equivalentes.

3) En el sistema de Gentzen, estudia la validez de la deduccién

{rvp—-p, p—q, —qVp}F--p

4) Sea v : (pVqg—r)V(t—q).

Usando tableaux, halla las formas normales disyuntiva y conjuntiva
de .



2. SOLUCIONES DEL EXAMEN PARCIAL 2005-2006

Fecha: 12 de diciembre de 2005 Tiempo: 1 hora

1) Usando la légica proposicional, formaliza los siguientes enunciados
(se necesitan sélo tres proposiciones atémicas):

a) Iremos a Portugal y visitaremos Lisboa sélo si no hace mucho
frio.
b) No iremos a Portugal a menos que no haga mucho frio.
¢) Si no hace mucho frio, visitaremos Lisboa.
d) O bien hace mucho frio, o bien iremos a Portugal.
)

e) No iremos a Portugal, si no vamos a visitar Lisboa o si hace
mucho frio.

Solucién: Sean {p, ¢, r} las siguientes proposiciones atémicas:
p= iremos a Portugal,

q= visitaremos Lisboa,

r= hace mucho frio.

Entonces,

a) “Iremos a Portugal y visitaremos Lisboa s6lo si no hace mucho
frio” se escribe p A ¢ — —r,

b) “No iremos a Portugal a menos que no haga mucho frio” se es-
cribe p — —r,

¢) “Sino hace mucho frio, visitaremos Lisboa” se escribe —r — ¢,

d) “O bien hace mucho frio, o bien iremos a Portugal” se escribe
rVp,

e) “No iremos a Portugal, si no vamos a visitar Lisboa o si hace
mucho frio” se escribe —q V r — —p.

2) Mediante una tabla de verdad, verifica si las dos férmulas

Pr:7pV g — Yy p2ipVgVoor,
son logicamente equivalentes.

Solucién: Con la tabla de verdad de la figura 1 verificamos que
p1 <> (2 no es una tautologia, ya que tiene dos contraejemplo:

(p=0,g=1,r=1) y (p=1,¢=0,r=1).

Se sigue que ¢ vy @2 no son légicamente equivalentes.

3) En el sistema de Gentzen, estudia la validez de la deduccién

{rvp—-p, p—q, —qVp}t-p



Pla|7T|[7p| g | T | TPV g p1| P2 | P12
ojofoj 171 |1 1 111 1
0(0j1|1]1]0 1 010 1
0(1{0} 11|01 1 111 1
0j1(1|1}0|0 1 01 0
1{0(0[ 0|11 1 111 1
1{0({1y0 1|0 1 011 0
1710} 00 |1 0 111 1
1{1{10 0| O 0 111 1

CuADRO 1. Tabla de verdad del ejercicio 2
Solucidn:

1) rVp— —p (Premisa)
2) p—q (Premisa)
3) 7qVp (Premisa)
F—-—p  (Premisa auxiliar)

(
(
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La deduccién {r V p — —p, p — ¢, ~q V p} b —p es vélida.

4) Sea v : (pVqg—r)V(t—q).

Usando tableaux, halla las formas normales disyuntiva y conjuntiva
de ¢.

Solucion: Por medio de equivalencias, podemos reescribir ¢ como:
e=-(pVgVrV-tVg=(-pA-q)VrV-tVqg=FND(p).

Notar que, en general, para hallar la forma normal disyuntiva de un
férmula proposicional tenemos que dibujar su tableau. En nuestro caso
particular hemos obtenido esa forma per medio de la simple aplicacién
de equivalencias logicas.

Entonces,

=(pVg AN-TANtA—g.



T(p) s (PVQA-TALAq

¢t PVq

P q
#

FicuraA 1. Tableaux acabados de —¢ del problema 4

Para hallar las forma normal conjuntivade ¢, FNC(p) = -FND(—y),
necesitamos dibujar el tableau de —p, representado en la figura 1.

Usando los literales de la primera rama (la tnica rama abierta) del
tableau, obtenemos que

FNC(p)=-FND(=p)=-(pA-gANtAN-T)=—-pVqV-tVr.

Notar que, en nuestro caso, la forma normal conjuntiva de ¢ consiste
de una unica clausula disyuntiva.



3. PRIMER EXAMEN PARCIAL 2006-2007

Fecha: 21 de noviembre de 2006 Tiempo: 1 hora y media

El examen estd formado por tres problemas. La respuesta a cada uno
de los problemas se valorard sobre el numero de puntos indicado.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) Sea L el conjunto de las férmulas proposicionales.
Sobre L, sea R C L x L la relacién binaria definida por:

(p, ) € R siysélosi ¢ =1

a) (3 puntos) Verifica si R es reflexiva, simétrica o transitiva.
b) (1 punto) Determina si R es una relacién de equivalencia.

2) Considera las siguientes dos frases:

¢ : “Hoy no hace frio ni calor y no iré al parque a menos que no
llueva.”

¥ : “Es imposible que: o bien hoy hace frio, o bien hace calor, o bien
iré al parque a pesar de que llueva.”

a) (2 puntos) Formaliza ¢ y 9 en la légica proposicional.

b) (1 puntos) Dibuja los arboles estructurales de las férmulas propo-
sicionales ¢ y 1) obtenidas en el apartado a).

¢) (3 puntos) Mediante una tabla de verdad, verifica si ¢ y % son
l6gicamente equivalentes.

3) (5 puntos) Siendo p, g, r y s proposiciones atémicas, estudia la
validez del siguiente razonamiento usando el método de los tableaux:
p—(g—r)
pA(r—s)

-pVs
qVvr

Si el razonamiento no es valido, halla un contraejemplo.



4. SOLUCIONES DEL PRIMER EXAMEN PARCIAL 2006-2007

Fecha: 21 de noviembre de 2006 Tiempo: 1 hora y media

1) Sea L el conjunto de las férmulas proposicionales.
Sobre L, sea R C L x L la relacién binaria definida por:

(p, ) € R siysélosi ¢ 1.

a) (3 puntos) Verifica si R es reflexiva, simétrica o transitiva.
b) (1 punto) Determina si R es una relacién de equivalencia.

Solucion:

a) L es reflexiva ya que ¢ = ¢ para toda ¢ € L, siendo ¢ — ¢
una tautologia (si ¢ =1, ¢ — ¢ es verdadera).

L no es simétrica ya que, por ejemplo, siendo ¢y =pAq y ¥ = p,
se verifica que ¢ =1 (si p A g =1, entonces tiene que ser p = 1).
Sin embargo, ¢ = p no implica l6gicamente ¢ = pAgq (si p=1y
q=0,p— pAq es falsa).

L es transitiva: sean y € L, ¢ =1 y ¥ = x. Entonces, ¢ =
implica ¢ = 1 (siendo cierto que ¢ = ¥ )y ¥ = 1 implica x
(siendo cierto que ¥ = x ). Por tanto, ¢ = x (¢ =1 implica xy =1

b) La relacién R no es simétrica y, por tanto, no es una relacién de
equivalencia.

2) Considera las siguientes dos frases:

¢ : “Hoy no hace frio ni calor y no iré al parque a menos que no
llueva.”

1 : “Es imposible que: o bien hoy hace frio, o bien hace calor, o bien
iré al parque a pesar de que llueva.”

a) (2 puntos) Formaliza ¢ y 1 en la logica proposicional.

b) (1 puntos) Dibuja los drboles estructurales de las férmulas propo-
sicionales ¢ y 1 obtenidas en el apartado a).

¢) (3 puntos) Mediante una tabla de verdad, verifica si ¢ y % son
logicamente equivalentes.

Solucion:

a) Consideremos las siguientes férmulas proposicionales:

p=hoy hace frio, g= hoy hace calor, r= hoy iré al parque, s= hoy
llueve.



Entonces,

P (pA(mgA(r—=s)) v ¥ VgV (rAs))).

b) Los arboles estructurales de ¢ y 1 estdn representados en la
figura 2:

FIGURA 2. Arboles estructurales de 0y Y

c¢) En la tabla 2 verificamos que ¢ <> ¢ es una tautologia. Por tanto
@ vy ¥ son logicamente equivalentes.

3) (5 puntos) Siendo p, g, r y s proposiciones atémicas, estudia la
validez del siguiente razonamiento usando el método de los tableaux:
p—(qg—r)
pA(r—s)

-pVs
qVvr

Si el razonamiento no es valido, halla un contraejemplo.

Solucion:

Usando las equivalencias



plglr|is|—p|loq|-s|r—=—s|o|TAs|V|p
o(fojojol 1|11 1 1 1 1 1
0(ojo|1{1 110 1 1 1 1 1
oO(of1{oj 1141 1 1 1 1 1
O(oj1|1{1 110 0 0 0 0 1
O(1jo0jof 10 |1 1 0 0 0 1
Of1j0|1{ 11010 1 0 0 0 1
Oj1y1{0} 1|01 1 0 0 0 1
Oj1(1{1} 1010 0 0 1 0 1
170/0(0] 0|11 1 0 0 0 1
1/0{0f1] 0| 110 1 0 0 0 1
1{0(1/0] 0| 1|1 1 0 0 0 1
1{0(1(1]0 110 0 0 1 0 1
171]0(0] 0] 0|1 1 0 0 0 1
171{011] 0010 1 0 0 0 1
1{1{1|/0] 0] 0] 1 1 0 0 0 1
1{1(1(1] 0|00 0 0 1 0 1

CUADRO 2. Tabla de verdad del ejercicio 2

p—=(qg—r)=-pV-qVr y

pA(r—s)=pA(-rVs),

podemos escribir el razonamiento en la forma
o= (pVgVr)AN(pA(—rVs)A(-pVs)—qVr.

Entonces,

o= (pV g V) ANpA(orVs))A(mpVs) A=(gVr) =

=(-pVogVr)ApA(—rVs)A(=pVs)A-gA .

La figura 3 representa el tableau T'(—¢) acabado asociado a —p.

Ya que T'(—¢) no es cerrado, =@ no es una contradiccién y, por

tanto, ¢ no es una tautologia y el razonamiento dado no es valido.

La rama completa abierta de T'(—¢) nos proporciona un contraejem-
plo para el razonamiento:

s=1, r=0, ¢g=0, p=1.
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F1cUrA 3. Tableau acabado de —¢

5. EXAMEN PARCIAL OPCIONAL 2006-2007

Fecha: 12 de diciembre de 2006 Tiempo: 50 minutos

El examen esta formado por dos problemas. La respuesta a cada uno
de los problemas se valorard sobre el nimero de puntos indicado.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) (8 puntos) Usando el método de los tableaux, clasifica y halla la
forma normal conjuntiva de la férmula:

o:(p—=1rVs)A-(g— sAp)—
donde p, ¢, r y s son proposiciones atomicas.
2) (7 puntos) Usando el sistema de deduccién natural de Gentzen,
verifica la validez del siguiente razonamiento:
{p—-rVs, - r—sA-t,p—t t— s}tk p,

donde p, r, s y t son proposiciones atomicas.
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6. SOLUCIONES DEL EXAMEN PARCIAL OPCIONAL 2006-2007

Fecha: 12 de diciembre de 2006 Tiempo: 50 minutos

Tip) (pr—tA—S)vagv(sAp)v—r

P AL A—S —qv(§Ap)vr

(sAp)v—r

—8

F1GURA 4. Tableau acabado de ¢

1) (8 puntos) Usando el método de los tableaux, clasifica y halla la
forma normal conjuntiva de la férmula:

e:(p—=>rVs)A-(qg—sAp) —
donde p, ¢,  y s son proposiciones atomicas.
Solucion:
v :(p—=1rVs)A-(q = sAp) — —r = =((—pVrVs)A—(—qV(sAp)))V-r =

= (pA—rA=s)V(2gV(sAp))V—r = (pA—rA—s)V-gV(sAp)V—r = FND(p)
Siendo T'(p) abierto (ver figura 4), ¢ es satisfacible.

= ((pAT A=)V =gV (sAP)V 1) = =(pA=T A=) AGA=(SAp)Ar =
=(—pVrVs)AgA(msV-p)Ar=FNC(—p)
Siendo T'(—¢) abierto (ver figura 5), ¢ es una contingencia.

FND(—¢) = (msATAq)V (mp AT AQg).

FNC(¢) =-FND(—p)==(as ArAq) AN=(-p AT Aq) =
=(sV-rV-og) A(pV-rVv-og).
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T—) Epvrvsiaga(msvaplar

—pvEYS

LN

FicurA 5. Tableau acabado de —¢

2) (7 puntos) Usando el sistema de deduccién natural de Gentzen,
verifica la validez del siguiente razonamiento:

{p—-rVvs, —r—sA-t,p—t t— s}tk -p,

donde p, r, s y t son proposiciones atomicas.

Solucion:
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1)p— —rVs (Premisa)

2) -r - s At  (Premisa)

3) p—1t (Premisa)

4)t — —-s  (Premisa)

5)Fp—-s (Regla del silogismo T2 (3,4))

——p  (Premisa auxiliar)

Fp (E =(6))

F-s (E— (7,5))

F-rvs (E— (7,1))

- —r  (Tollendo Ponens (8,9))
FsA-t  (E— (10,2))

Fs  (EA(11))

F-sAs  (IA(8,12))

— = = = O 0 o
S— N N N

14) =p (I = (6,13))

El razonamiento es valido.
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7. PRIMER EXAMEN PARCIAL A 2007-2008

Fecha: 5 de noviembre de 2007 Tiempo: 1 hora y 15 minu-
tos

El examen estd formado por cuatro problemas. La respuesta a cada
uno de los problemas se valorard sobre el nimero de puntos indicado.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) (1 punto) Si una férmula ¢ es satisfacible, entonces la férmula
@ N1 es satisfacible para toda férmula ).

b) (1 punto) Si una férmula ¢ es insatisfacible, entonces la férmula
@ — 1 es una contradiccion para toda formula .

2) (4 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas proposicionales.
Define la funcion f que a cada férmula proposicional ¢ asocia el
ntimero de hojas (el nimero de vértices, distintos de la raiz, que tienen
grado 1) de su arbol sintactico.

3) (4 puntos) Determina si la dos férmulas
pr: (pAg—=r)=s w2 (=g AP s)

son equivalentes y dibuja sus arboles sintacticos.

4) Considera el siguiente razonamiento:

Si x es positivo, existe su raiz cuadrada. La raiz cuarta
de x existe solo si x es positivo. Por tanto, x es positivo
sty solo si existe su raiz cuarta.

a) (2 puntos) Formaliza el razonamiento anterior en la l6gica propo-
sicional.

b) (3 puntos) Por medio de equivalencia de férmulas, halla una férmu-
la proposicional equivalente al razonamiento y tal que contenga sélo los
conectivos {—, A, V}.
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8. PRIMER EXAMEN PARCIAL B 2007-2008

Fecha: 5 de noviembre de 2007 Tiempo: 1 hora y 15 minu-
tos

El examen estd formado por cuatro problemas. La respuesta a cada
uno de los problemas se valorard sobre el nimero de puntos indicado.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) (1 punto) Si una férmula ¢ es satisfacible, entonces la férmula
@ V1 es satisfacible para toda férmula ).

b) (1 punto) Si una férmula 1 es insatisfacible, entonces la féormula
p — 1 es una contradiccion para toda proposicién atomica p.

2) (4 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas proposicionales.
Define la funcion f que a cada férmula proposicional ¢ asocia el
ntimero de hojas (el nimero de vértices, distintos de la raiz, que tienen
grado 1) de su arbol sintactico.

3) (4 puntos) Determina si la dos férmulas
o1 ((p—=> @ A(r—s) wa: (PANg—T) =S

son equivalentes y dibuja sus arboles sintacticos.

4) Considera el siguiente razonamiento:
Si x es negativo, existe su raiz cubica. La raiz novena de
x existe solo si x es negativo. Por tanto, x es negativo
sty solo si existe su raiz novena.

a) (2 puntos) Formaliza el razonamiento anterior en la l6gica propo-
sicional.

b) (3 puntos) Por medio de equivalencia de férmulas, halla una férmu-
la proposicional equivalente al razonamiento y tal que contenga sélo los
conectivos {—, A, V}.
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9. SOLUCIONES DE LOS PRIMEROS EXAMENES PARCIALES A Y B
2007-2008

Fecha: 5 de noviembre de 2007 Tiempo: 1 hora y 15 minu-
tos

1 A) Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) (1 punto) Si una férmula ¢ es satisfacible, entonces la férmula
@ N1 es satisfacible para toda férmula ).

b) (1 punto) Si una férmula ¢ es insatisfacible, entonces la férmula
@ — 1 es una contradiccion para toda formula .

Solucién:

a) FALSA: si la férmula ¢ es una contradiccién (insatisfacible), la
formula ¢ A ¢ también lo es. Por tanto, en este caso, ¢ A 1Y no seria
satisfacible.

b) FALSA: sila formula ¢ es insatisfacible, entonces la férmula ¢ —
1) es una tautologia para toda formula 1, ya que es una implicacién
con premisa siempre falsa.

1 B) Determina si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) (1 punto) Si una férmula ¢ es satisfacible, entonces la férmula
v V1 es satisfacible para toda férmula ).

b) (1 punto) Si una férmula ¢ es insatisfacible, entonces la férmula
p — 1 es una contradiccién para toda proposicion atomica p.

Solucion:

a) VERDADERA: si la formula ¢ es satisfacible, la formula ¢ V ¢
también lo es, ya que un modelo de ¢ es también un modelo de p V1.

b) FALSA: si la proposicién atémica p es falsa, entonces la férmula
p — 1 es verdadera para toda férmula ¢, ya que es una implicacién
con premisa falsa. Se sigue quep — 1 es satisfacible.

2 Ay B) (4 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas proposiciona-
les. Define la funcién f que a cada férmula proposicional ¢ asocia el
ntimero de hojas (el nimero de vértices, distintos de la raiz, que tienen
grado 1) de su arbol sintactico.

Solucidén: Por el principio de recursion estructural, es suficiente de-
finir la funcién

f: L —NU{0}

de la siguiente manera:



16

p q

FIGURA 6. Arboles sintécticos de p1 ¥ s del ejercicio 3.

Base: (At): f(T) = f(L) = f(p) =0, para toda proposicién atémi-
ca p.
Pasos recursivos:
f(p) si ¢ no es atémica,
(=) f(oyp) = . L
flp)+1 si ¢ es atémica.

fle)+ f(¥) si ¢ y % no son atémicas,
(o) ): fpo) = f(p)+ f(¥)+1 sisélounade ¢ y 9 es atémica,
2 si ¢ y 9 son atomicas.

3 A) (4 puntos) Determina si la dos férmulas
pr: (pAg—=r) s w2 (p =) A(r—s)
son equivalentes y dibuja sus arboles sintacticos.

Solucidn:

Bajo la valoracion p = 0,¢ = 0,r = 1, s = 0 la féormula ¢; es
verdadera (p A ¢ — 7 es una premisa falsa) y la férmula ¢y es falsa
(7 — s es falsa siendo su premisa verdadera y su conclusion falsa). Se
sigue que las dos férmulas no son equivalentes, ya que toman valores
de verdad distintos bajo una misma valoracién.

La figura 6 representa los arboles sintacticos de las dos formulas.
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3 B) (4 puntos) Determina si la dos férmulas
w1 ((p—=> @ A(r—s) o (PANg—T) =8
son equivalentes y dibuja sus arboles sintacticos.

Solucidn: La solucién es la misma que en la versiéon A, intercam-
biando los nombres de las dos féormulas.

4 A) Considera el siguiente razonamiento:

Si x es positivo, existe su raiz cuadrada. La raiz cuarta
de x existe solo si x es positivo. Por tanto, x es positivo
sty solo si existe su raiz cuarta.

a) (2 puntos) Formaliza el razonamiento anterior en la ldgica propo-
sicional.

b) (3 puntos) Por medio de equivalencia de férmulas, halla una férmu-
la proposicional equivalente al razonamiento y tal que contenga sélo los
conectivos {—, A, V}.

Solucion:

a) Consideremos las siguientes proposiciones atémicas: p = x es
positivo, ¢ = existe la raiz cuadrada de x, r = existe la raiz cubica
de =x.

Con estas proposiciones atomicas, la formalizacién del razonamiento
es:

P—=a A —=p) = (per)
b)
= ANr—=p) > peor)=
=((cpV@A(rVp) V((pVr)A(=rVp))
=-(=pVq@)Vo(=orVp)V((mpVr)A(=rVp))
=(@A-q)V(rA-p)V((=pVr)A(=rVp)).

4 B) Considera el siguiente razonamiento:

Si x es megativo, existe su raiz cubica. La raiz novena de
x existe solo si x es negativo. Por tanto, x es negativo
sty solo si existe su raiz novena.

a) (2 puntos) Formaliza el razonamiento anterior en la légica propo-
sicional.

b) (3 puntos) Por medio de equivalencia de férmulas, halla una férmu-
la proposicional equivalente al razonamiento y tal que contenga sélo los
conectivos {—, A, V}.

Solucion:
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a) Consideremos las siguientes proposiciones atémicas: p = z es
negativo, ¢ = existe la raiz cibica de z, r = existe la raiz novena de
x.

Con estas proposiciones atémicas, la formalizacién del razonamiento
es:

P—=a A —=p) = ()

b) Siendo la formalizacién del razonamiento la misma que en la
versién A de este ejercicio, la férmula equivalente al razonamiento re-
sultante es también la misma:

(pA=q)V (rA=p)V((=pVr)A(=rVp)).
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10. PRIMER EXAMEN PARCIAL 2008-2009

Fecha: 10 de noviembre de 2008 Tiempo: 50 min

El examen estd formado por cuatro problemas. La respuesta a cada
uno de los problemas se valorard sobre el nimero de puntos indicado.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) Siendo @1, @2 v 3, tres férmulas proposicionales, determina si
las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas (justifica tus res-
puestas):

a) (1 punto) Si el conjunto {1, @2, w3} es satisfacible, entonces la
formula 1 A pa — @3 es satisfacible.

b) (1 punto) Si ¢, es insatisfacible, entonces la férmula p; — o es
una contradiccion.

¢) (1 punto) 1 = s siy sélo si =1 = —ps.

2) (3 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas proposicionales y sea
1 una tautologia. Sobre L, considera la relacién binaria R definida
por:
(o1, 92) € R si y solo si —p1 = .
Verifica que, para toda formula proposicional ¢,

(o, p =) €R.

. Hace falta usar el principio de induccién estructural?

3) (5 puntos) En la légica proposicional, formaliza y dibuja el arbol
sintactico del siguiente razonamiento:

In(x) es un nimero real sélo si x es un nimero real positivo. In(x) es
un nimero real no positivo si y sélo si x es un numero real positivo
menor o igual a 1. Por tanto, si x es un niimero real positivo menor o
igual que 1, In(x) es un nimero real no positivo.

4) (4 puntos) Determina si el conjunto de férmulas {p <> ¢, p V ¢}
implica légicamente la férmula p A q.
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11. SOLUCIONES DEL PRIMER EXAMEN PARCIAL 2008-2009

Fecha: 10 de noviembre de 2008 Tiempo: 50 min

1) Siendo @1, @2 v 3, tres férmulas proposicionales, determina si
las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas (justifica tus res-
puestas):

a) (1 punto) Si el conjunto {y1, w2, w3} es satisfacible, entonces la
formula o1 A o — (3 es satisfacible.

b) (1 punto) Si ¢, es insatisfacible, entonces la férmula p; — g es
una contradiccién.

¢) (1 punto) 1 = o siy sélo si —p; = —ps.

Solucidn:

a) VERDADERA: Si el conjunto {¢1, @2, @3} es satisfacible, en-
tonces existe una valoraciéon v tal que (p1 A @a A p3)” = 1. Bajo esa
valoracién v, la férmula o1 Aws — 3 es verdadera, ya que su premisa
y conclusién son verdaderas. Se sigue que la formula ¢ A o — 3 es
satisfacible.

b) FALSA: Si, por ejemplo, ¢; es una férmula atémica p, entonces
la formula p — @5 es verdadera bajo cualquier valoracion con p = 0.

¢) VERDADERA: ¢ = 9 siy sélo si las formulas ¢; y ¢o toman
el mismo valor de verdad bajo cualquier valoracion. Por tanto, también
—p1 ¥ o toman el mismo valor de verdad bajo cualquier valoracion,
es decir, =, = =y,

2) (3 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas proposicionales y sea
1 una tautologia. Sobre L, considera la relacién binaria R definida
por:
(o1, p2) € R si y sélo si —p1 = .

Verifica que, para toda férmula proposicional o,

(¢, o = 1)) €R.

. Hace falta usar el principio de induccién estructural?

Soluciodn: Se trata de verificar que, para toda férmula proposicional
@, la férmula (-¢ — (¢ — ¥)) es una tautologia.

Podemos observar que, siendo v una tautologia, la implicaciéon ¢ —
1) también lo es (su conclusion es siempre vardadera). Por tanto, (—¢ —
(o — 1)) es una tautologia ya que su conclusién es siempre verdadera.
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FIGURA 7. Arbol sintdctico del problema 3

Para demostrar la anterior propiedad para toda férmula proposicio-
nal se podria usar el principio de induccién estructural, pero vimos que
no hace falta emplearlo.

3) (5 puntos) En la légica proposicional, formaliza y dibuja el arbol
sintactico del siguiente razonamiento:
In(x) es un nimero real sélo si x es un numero real positivo. In(x) es
un nimero real no positivo si y sélo si x es un numero real positivo
menor o igual a 1. Por tanto, si x es un nimero real positivo menor o
igual que 1, In(x) es un nimero real no positivo.

Solucion: Para formalizar el razonamiento dado vamos a definir las
siguientes proposiciones atémicas:

p= In(x) es un numero real, q= z es un numero real,
r= x es positivo, s= In(x) es positivo,
t= x es menor que 1, u= =z esigual a 1.

La formalizaciéon del razonamiento es:
(p—=gNAT)AN(PA-sgATA[ENVU) = (AT A({EVU) = pA-s).

La figura 7 representa el arbol sintéctico del razonamiento.

4) (4 puntos) Determina si el conjunto de férmulas {p <> ¢, p V ¢}
implica légicamente la férmula p A ¢.

Solucién: Se trata de verificar si la férmula (p <> ¢)A(pVq) = pAq
es una tautologia.
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Bajo una cierta valoracién, (p <> q)A(pVq) es verdadera si y sélo si
p y q tienen el mismo valor de verdad y pV ¢ es verdadera. Se sigue
que (p <> q)A(pVq) es verdadera si y sélo si p y ¢ son verdaderas.
En este caso también la férmula p A g es verdadera.

Por tanto, todo modelo de (p <> q) A (pV ¢) es también un modelo
de pAgq. La férmula (p <> ¢) A (pV q) = p A q es una tautologia.
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12. PRIMER EXAMEN PARCIAL 2009-2010

Fecha: 26 de noviembre de 2009 Tiempo: 50 min

El examen estd formado por tres problemas. La respuesta a cada uno
de los problemas se valorard sobre el numero de puntos indicado.

Podéis consultar los apuntes de la asignatura.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) (0.3 puntos) Usando férmulas de la 16gica proposicional en forma
abreviada, formaliza el siguiente razonamiento:
VT esreal sélosi x es real y no es negativo. 2% no es positivo
a menos que z sea real y nulo. Por lo tanto, y/r no es real si
y s6lo si x es negativo.

2) (0.3 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas proposicionales
escritas en forma usual. Define la funcién f : L — NU {0} que
asocia a toda formula ¢ el cardinal del conjunto de subférmulas en
forma usual de ¢.

NOTA: Recuerda que, si A y B son dos conjuntos finitos,
card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B).

3) (0.4 puntos) Usando tableaux, verifica si el siguiente razonamiento
es una implicacién légica y halla su forma normal conjuntiva:

(p—=>gNAN-T)N(s—=>qgNt) = (-p—7).
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13. SOLUCIONES DEL PRIMER EXAMEN PARCIAL 2009-2010

Fecha: 26 de noviembre de 2009 Tiempo: 50 min

1) (0.3 puntos) Usando férmulas de la 16gica proposicional en forma

abreviada, formaliza el siguiente razonamiento:

VT esreal sélosi x esreal y no es negativo. z? no es positivo

a menos que z sea real y nulo. Por lo tanto, y/z no es real si
y sélo si x es negativo.

Solucion: Definiendo las siguientes proposiciones atémicas:

p = T es real, q= x es real, r= x es negativo,
s = 2% es positivo, t= x es nulo,
la formalizacién del razonamiento dado se puede escribir como:

(p—=>gN-T)N(s—=>qgNt) = (-p ).

2) (0.3 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas proposicionales
escritas en forma usual. Define la funcién f: L — NU {0} que
asocia a toda féormula ¢ el cardinal del conjunto de subférmulas en
forma usual de .

NOTA: Recuerda que, si A y B son dos conjuntos finitos,
card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B).

Solucidén: Para definir la funcién f: L — NU{0} podemos usar
el principio de recursién estructural:

Base: (At) f(T) = f(L) = f(p) = 1.

Pasos recursivos:
() f(=(p) = flp) + 1,

(©) : f(p1 0 p2)) = fl1) + fp2) — card(sub(pr) N sub(p2)) + 1,
donde sub(p) es el conjunto de subférmulas de una férmula .

3) (0.4 puntos) Usando tableaux, verifica si el siguiente razonamiento
es una implicaciéon légica y halla su forma normal conjuntiva:

(p—=>gNAN-T)N(s—=>qgNt) = (-p—r).
Solucién: Sea ¢ = (p — gA—r)A(s = gAt) — (—p — r). Entonces
p={p—=>qgANT)AN(s=>gN)AN(p—T)=

= (VA1) AN(msV(gAt))A=(pVr) =
=(—pV(gA-T)A(=sV(gAL)AN=pA-r.
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T(-¢) "e

TPy AT

asv(g Atl)

-p

FiGUurA 8. Tableau de —¢ del ejercicio 3

La figura 8 representa el tableau completo, T'(—¢), de —.

Ya que T'(—¢) es abierto, ¢ no es una tautologia y, por lo tanto,
no es una implicacién 16gica. (Un contraejemplo de ¢ es la valoracién
s=0,r=0,p=0,¢=0.)

De T'(—¢p) obtenemos que:

FND(=p)= (s A—r A=p)V (tAgA-rA-p).
Se sigue que

FNC(¢) = ~FND(=¢) = (sVrVp)A(=tV =g VrVp).
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14. PRIMER EXAMEN PARCIAL 2011-2012. VERSION A

Fecha: 29 de septiembre de 2011 Tiempo: 50 min

El examen estd formado por dos problemas y se valorard sobre 20
puntos. La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el
numero de puntos indicado.

Podéis consultar una hoja resumen de contenidos de la asignatura de
formato A4.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) (6 puntos) Sean A, B y C tres conjuntos tales que AN BNC =
() (donde 0 es el conjunto vacio). Verifica la siguiente identidad de
conjuntos:

A\ (BNC) = A

2) Considera el conjunto R de los nimeros reales. Sobre R se define
la siguiente relacion binaria:

R ={(z,y)l(z —y)(x+y) =0}
a) (b puntos) Escribe explicitamente los elementos de R. Halla el
dominio y la imagen de R.

b) (8 puntos) Verifica que R es de equivalencia y halla su conjunto
cociente.

¢) (1 punto) AEs R una funcién?
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15. PRIMER EXAMEN PARCIAL 2011-2012. VERSION B

Fecha: 29 de septiembre de 2011 Tiempo: 50 min

El examen estd formado por dos problemas y se valorard sobre 20
puntos. La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el
numero de puntos indicado.

Podéis consultar una hoja resumen de contenidos de la asignatura de
formato A4.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) (6 puntos) Sean A, B y C tres conjuntos tales que AN BNC =
() (donde 0 es el conjunto vacio). Verifica la siguiente identidad de
conjuntos:

C\(ANB)=C.

2) Considera el conjunto R de los nimeros reales. Sobre R se define
la siguiente relacion binaria:

R={(z,y)ly* - 2* = 0}.
a) (b puntos) Escribe explicitamente los elementos de R. Halla el
dominio y la imagen de R.

b) (8 puntos) Verifica que R es de equivalencia y halla su conjunto
cociente.

¢) (1 punto) AEs R una funcién?
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16. SOLUCIONES DEL PRIMER EXAMEN PARCIAL 2011-2012

Fecha: 29 de septiembre de 2011 Tiempo: 50 min

1) (6 puntos)

Version A: Sean A, B y C tres conjuntos tales que AN BNC =
() (donde @ es el conjunto vacio). Verifica la siguiente identidad de
conjuntos:

A\ (BNC) = A

Version B: Sean A, B y C tres conjuntos tales que AN BNC =
() (donde @ es el conjunto vacio). Verifica la siguiente identidad de
conjuntos:

C\(AnB)=_"C.

Solucidn:

Versién A: Para verificar la igualdad de conjuntos A\ (BNC) = A
podemos demostrar la doble inclusion de los dos conjuntos.

Paso 1: para todo z € A\ (BN C), se verifica que z € A por
definicién del conjunto A\ (BN C).

Paso 2: sea ahora v € A. Siendo AN BNC = 0, el elemento x
no puede pertenecer al conjunto B N C, ya que seria un elemento de
AN BNC. Por tanto z € A\ (BN Q).

Version B: El ejercicio es el mismo que en la versién A, intercam-

biando A con C.

2)
Versién A: Considera el conjunto R de los ntimeros reales. Sobre R
se define la siguiente relacion binaria:

R ={(z,y)l (z —y)(x +y) = 0}.
a) (b puntos) Escribe explicitamente los elementos de R. Halla el
dominio y la imagen de R.

b) (8 puntos) Verifica que R es de equivalencia y halla su conjunto
cociente.

¢) (1 punto) AEs R una funcién?

Versién B: Considera el conjunto R de los ntimeros reales. Sobre R
se define la siguiente relacién binaria:

R={(z,y)|y* —2* = 0}.



29

a) (5 puntos) Escribe explicitamente los elementos de R. Halla el
dominio y la imagen de R.

b) (8 puntos) Verifica que R es de equivalencia y halla su conjunto
coclente.

¢) (1 punto) AEs R una funcién?

Solucion:

Version A:

a) R={(z,9)] (r—y)(w+y) = 0} = {(z,2)| x € R}y U{(z, )|z €
R}, yva que 22 — y* = 0 si y sélo si |z] = |y|. dom(R) = R = Im(R), ya
que todo x € R se relaciona con sigo mismo y, por tanto, pertenece al
dominio y a la imagen de la relacion.

b) R es reflexiva ya que, como vimos, todo x € R se relaciona con
sigo mismo: (x,x) € R.

R es simétrica, ya que para todo para de numeros reales z,y, si
(z,y) € R, entonces |z| = |y| v (y,z) € R.

R es transitiva ya que para toda terna de numeros reales x,v, z, si
(x,y) € Ry (y,2) € R, entonces |z| = |y| = |z|. Por tanto (z,z) € R.

Se sigue que R es una relacién de equivalencia. Su conjunto cociente
tiene como elementos la clase de 0, C'(0) = {0} y las clases C(z) =
{z,—z}, six € R\ {0}.

¢) R no es una funcién ya que, por ejemplo, (1,1) € Ry (1,—1) € R,
es decir, existe al menos un elemento del dominio que se relaciona con
mas de un elemento del codominio.

Versién B:
R = {(z,y)|y* —2* = 0} = {(z,2)|]z € R} U {(z, —2)|z € R}, ya
que y? — 22 = 0 si y sélo si |y| = |z]. El resto del ejercicio es igual al

ejercicio 2 de la version A.
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17. SEGUNDO EXAMEN PARCIAL 2011-2012. VERSION A

Fecha: 3 de noviembre de 2011 Tiempo: 50 min

El examen estd formado por tres problemas y se valorard sobre 20
puntos. La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el
numero de puntos indicado.

Podéis consultar una hoja resumen de contenidos de la asignatura de
formato A4.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) (4 puntos) En el contexto de la lgica de proposiciones, formaliza
el siguiente razonamiento:

Apruebas solo si irdas de vacaciones. Has aprobado. Luego no
es posible que no iras de vacaciones.

2) (8 puntos) Sean L el conjunto de las férmulas de la 16gica propo-
sicional y P el conjunto de las palabras binarias, es decir, de las listas
finitas sobre el alfabeto {0,1} (por ejemplo: 010100, 11, ().

Define la funcion f : L — P, que a toda férmula ¢ € L, le asocia
el elemento f(y) € P que es la lista ordenada tal que se verifican las
siguientes dos condiciones:

1. lalongitud f(¢) es igual al niimero de conectivos unarios y binarios
de o,

2. en f(¢) hay un 1 en la posicién i si y sélo si el i-ésimo conectivo
de ¢ es V. En todas las posiciones de f(y) que no se correspondan a
las posiciones del conectivo V en ¢ hay 0’s.

Por ejemplo, si ¢ = (p = q) — (r V s), entonces f(¢) = 001.

3) (8 puntos) Usando tableaux acabados, clasifica la férmula

= ((-pVq) —p)—sVp.
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18. SEGUNDO EXAMEN PARCIAL 2011-2012. VERSION B

Fecha: 3 de noviembre de 2011 Tiempo: 50 min

El examen estd formado por tres problemas y se valorard sobre 20
puntos. La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el
numero de puntos indicado.

Podéis consultar una hoja resumen de contenidos de la asignatura de
formato A4.

Las respuestas sin justificacion se consideraran como no con-
testadas.

1) (4 puntos) En el contexto de la lgica de proposiciones, formaliza
el siguiente razonamiento:

Irés de vacaciones sélo si apruebas. Irds de vacaciones. Luego
no es posible que no apruebes.

2) (8 puntos) Sean L el conjunto de las férmulas de la 16gica propo-
sicional y P el conjunto de las palabras binarias, es decir, de las listas
finitas sobre el alfabeto {0,1} (por ejemplo: 010100, 11, ().

Define la funcion f : L — P, que a toda férmula ¢ € L, le asocia
el elemento f(y) € P que es la lista ordenada tal que se verifican las
siguientes dos condiciones:

1. lalongitud f(¢) es igual al niimero de conectivos unarios y binarios
de o,

2. en f(¢) hay un 1 en la posicién i si y sélo si el i-ésimo conectivo
de ¢ es A. En todas las posiciones de f(p) que no se correspondan a
las posiciones del conectivo A en ¢ hay 0’s.

Por ejemplo, si ¢ = (p = q) — (r A's), entonces f(¢) = 001.

3) (8 puntos) Usando tableaux acabados, clasifica la férmula

p=((nsVq) —s)—=pVs.
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19. SOLUCIONES DEL SEGUNDO EXAMEN PARCIAL 2011-2012

Fecha: 3 de noviembre de 2011 Tiempo: 50 min

1) (4 puntos) En el contexto de la lgica de proposiciones, formaliza
el siguiente razonamiento:

Versién A: Apruebas solo si irds de vacaciones. Has aprobado. Lue-
go no es posible que no iras de vacaciones.

Version B: Iras de vacaciones sélo si apruebas. Iras de vacaciones.
Luego no es posible que no apruebes.

Solucion: Usando las proposiciones atémicas p = apruebas y ¢ =
irds de vacaciones, se obtienen las formalizaciones:

Version A: (p — q) Ap — —q,

Versién B: (¢ — p) A g — ——p.

2) (8 puntos) Sean L el conjunto de las férmulas de la 16gica propo-
sicional y P el conjunto de las palabras binarias, es decir, de las listas
finitas sobre el alfabeto {0,1} (por ejemplo: 010100, 11, ().

Version A: Define la funcion f : L — P, que a toda férmula ¢ € L,
le asocia el elemento f(¢) € P que es la lista ordenada tal que se
verifican las siguientes dos condiciones:

1. lalongitud f(¢) es igual al niimero de conectivos unarios y binarios
de ¢,

2. en f(¢) hay un 1 en la posicién i si y sélo si el i-ésimo conectivo
de ¢ es V. En todas las posiciones de f(y) que no se correspondan a
las posiciones del conectivo V en ¢ hay 0’s.

Por ejemplo, si ¢ = (p — q) — (r V s), entonces f(¢) = 001.

Versiéon B: Define la funcién f : L — P, que a toda férmula ¢ € L,
le asocia el elemento f(p) € P que es la lista ordenada tal que se
verifican las siguientes dos condiciones:

1. la longitud f(y) es igual al nimero de conectivos unarios y binarios
de ¢,

2. en f(¢) hay un 1 en la posicién i si y sélo si el i-ésimo conectivo
de ¢ es A. En todas las posiciones de f(¢) que no se correspondan a
las posiciones del conectivo A en ¢ hay 0’s.

Por ejemplo, si ¢ = (p = q) — (r A s), entonces f(¢) = 001.

Solucion: Por recursion estructural, podemos definir la funcion f
de la siguiente manera:

Base: (At) : f(T) = f(L) = f(p) = 0, donde p es un cualquier
simbolo de proposicién atémica y ) es la lista vacia.

Pasos recursivos: (=) : f(—p) = 0f(—¢).
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Ve 829 o) = { O L0
f(01)0f(p2) sio=A,

flp1)1f(pa) sio #A.

3) (8 puntos) Usando tableaux acabados, clasifica la férmula
Versién A: o = ((-pVq) = p) = sVp.

Version B: ¢ = ((-sVq) = s) = pVs.

Versién B: (o) : f(p10¢g) = {

Solucion:

VersionA: —p = (-pVq — p)A=(sVp) = (—(=pVq)Vp)A—sA—p =

= ((p A—=q) Vp) A=s A —p. Siendo el tableau de —¢ cerrado, ¢ es
una tautologia:

Versién B: Lo mismo que en la version A, intercambiando los simbo-
los py s.
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20. PRIMER EXAMEN PARCIAL 2012-2013. VERSION A

Fecha: 18 de octubre de 2012 Tiempo: 50 min

El examen estd formado por tres problemas y se valorard sobre 20 pun-
tos. La respuesta a cada uno de los problemas se valorard sobre el nume-
ro de puntos indicado.Podéis consultar una hoja resumen de contenidos
de la asignatura de formato A4. Las respuestas sin justificacion se
consideraran como no contestadas.

1) Considera el conjunto Z de los nimeros enteros. Sobre Z se define
la siguiente relacion binaria:

R={(z,y)lz -2y = 0} U{(z,2)}.
a) (3 puntos) Escribe explicitamente los elementos de R. Halla el
dominio y la imagen de R.

b) (4 puntos) Verifica si R es reflexiva, simétrica, antisimétrica, tran-
sitiva. Si es una relacion de equivalencia, halla su conjunto cociente.

2) a) (4 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento de la logica de
proposiciones:
Luis y Miguel son amigos desde hace mucho tiempo. Luis es
amigo de Juan sélo si Juan es amigo de Miguel. Juan no es
amigo de Miguel a menos que Luis sea amigo de Juan. Por
tanto, no es posible que Luis sea amigo de Juan.

b) (3 puntos) Dibuja el arbol sintéctico de la férmula

p= = (gAr)V(rAg) = (-p—T1))
y escribe su forma abreviada.

3) (6 puntos) Sea L el conjunto de las formulas de la légica pro-
posicional en forma usual. Define la funcién f : L — L, que a toda
féormula ¢ € L le asocia la férmula f(¢) obtenida reemplazando todos
los conectivos A de ¢ por el conectivo — .
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21. SOLUCIONES DEL PRIMER EXAMEN PARCIAL 2012-2013

Fecha: 18 de octubre de 2012 Tiempo: 50 min

1) VERSION A: Considera el conjunto Z de los niimeros enteros.
Sobre Z se define la siguiente relacion binaria:

R={(z,y)lz -2y = 0} U{(z,2)}.

VERSION B: Considera el conjunto R de los niimeros reales. Sobre
R se define la siguiente relacién binaria:

R = {(x,y)| 22—y = 0} U{(z,2)}.

VERSION C: Considera el conjunto Q de los niimeros racionales.
Sobre Q se define la siguiente relacién binaria:

R={(z,y)lz =3y =0} U{(z,)}.

VERSION D: Considera el conjunto NU{0} de los niimeros enteros
no negativos. Sobre N U {0} se define la siguiente relacién binaria:

R={(z,y)| 3z —y = 0} U{(z, 2)}.

a) (3 puntos) Escribe explicitamente los elementos de R. Halla el
dominio y la imagen de R.

b) (4 puntos) Verifica si R es reflexiva, simétrica, antisimétrica, tran-
sitiva. Si es una relacion de equivalencia, halla su conjunto cociente.

Solucion:

VERSION A:

a) R ={(2z,z)|z € Z} U {(z,z)|z € Z}. El dominio es todo Z ya
que todo x € Z se relaciona consigo mismo. Por la misma razon, su
imagen es todo Z.

b) R es reflexiva, ya que todo = € Z se relaciona consigo mismo.
No es simétrica, ya que, por ejemplo, (2,1) € R, pero (1,2) ¢ R. Es
antisimétrica ya que las condiciones (z,y) € Ry (y,z) € R se verifican
si y sélo si x = y. No es transitiva ya que, por ejemplo, si z =4,y =2
y z = 1, entonces (z,y) € R, (y,2z) € R, pero (x,z) ¢ R. R no es de
equivalencia, ya que no es simétrica, ni transitiva.

VERSION B:

a) R = {(z,2z)|x € R} U{(x,z)|z € R}. El dominio es todo R ya
que todo z € R se relaciona consigo mismo. Por la misma razén, su
imagen es todo R.
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b) R es reflexiva, ya que todo z € R se relaciona consigo mismo.
No es simétrica, ya que, por ejemplo, (1,2) € R, pero (2,1) ¢ R. Es
antisimétrica ya que las condiciones (z,y) € Ry (y,z) € R se verifican
si y so6lo si x = y. No es transitiva ya que, por ejemplo, six =1,y = 2
y z = 4, entonces (z,y) € R, (y,z) € R, pero (z,z) ¢ R. R no es de
equivalencia, ya que no es simétrica, ni transitiva.

VERSION C:

a) R={(3z,z)|z € Q} U{(z,x)|x € Q}. El dominio es todo Q ya
que todo = € Q se relaciona consigo mismo. Por la misma razén, su
imagen es todo Q.

b) R es reflexiva, ya que todo x € Q se relaciona consigo mismo.
No es simétrica, ya que, por ejemplo, (3,1) € R, pero (1,3) ¢ R. Es
antisimétrica ya que las condiciones (z,y) € Ry (y,z) € R se verifican
si y so6lo si x = y. No es transitiva ya que, por ejemplo, siz =9,y =3
y z = 1, entonces (z,y) € R, (y,2z) € R, pero (x,z) ¢ R. R no es de
equivalencia, ya que no es simétrica, ni transitiva.

VERSION D:

a) R={(z,3z)|z e NU{0}} U{(z,2z)|z € NU{0}}. El dominio es
todo NU {0} ya que todo 2 € NU {0} se relaciona consigo mismo. Por
la misma razén, su imagen es todo N U {0}.

b) R es reflexiva, ya que todo x € NU{0} se relaciona consigo mismo.
No es simétrica, ya que, por ejemplo, (1,3) € R, pero (3,1) ¢ R. Es
antisimétrica ya que las condiciones (x,y) € Ry (y,z) € R se verifican
si y so6lo si x = y. No es transitiva ya que, por ejemplo, siz =1,y =3
y z = 9, entonces (z,y) € R, (y,z) € R, pero (z,z) ¢ R. R no es de
equivalencia, ya que no es simétrica, ni transitiva.

2) VERSION A: a) (4 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento
de la légica de proposiciones:

Luis y Miguel son amigos desde hace mucho tiempo. Luis es
amigo de Juan sélo si Juan es amigo de Miguel. Juan no es
amigo de Miguel a menos que Luis sea amigo de Juan. Por
tanto, no es posible que Luis sea amigo de Juan.

b) (3 puntos) Dibuja el arbol sintactico de la férmula
p=p=(gnT)V(rAg) = (7p—T))
y escribe su forma abreviada.

VERSION B: a) (4 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento
de la légica de proposiciones:
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Beatriz y Marta son enemigas desde hace mucho tiempo. Bea-
triz es una enemiga de Juan sélo si Juan es un enemigo de
Marta. Juan no es un enemigo de Marta a menos que Beatriz
sea una enemiga de Juan. Por tanto, no es posible que Beatriz
sea una enemiga de Juan.

b) (3 puntos) Dibuja el arbol sintactico de la férmula

o= (r="(¢Ap)V(pAq)—(-r—p)
y escribe su forma abreviada.
VERSION C: a) (4 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento
de la légica de proposiciones:
Luis y Miguel son amigos desde hace mucho tiempo. Luis es
amigo de Juan sélo si Juan es amigo de Miguel. Juan no es
amigo de Miguel a menos que Luis sea amigo de Juan. Por
tanto, no es posible que Luis sea amigo de Juan.

b) (3 puntos) Dibuja el arbol sintéctico de la férmula

p=((g= @A)V (rAp) = (g —r1))
y escribe su forma abreviada.
VERSION D: a) (4 puntos) Formaliza el siguiente razonamiento
de la légica de proposiciones:

Beatriz y Marta son enemigas desde hace mucho tiempo. Bea-
triz es una enemiga de Juan sélo si Juan es un enemigo de
Marta. Juan no es un enemigo de Marta a menos que Beatriz
sea una enemiga de Juan. Por tanto, no es posible que Beatriz
sea una enemiga de Juan.

b) (3 puntos) Dibuja el arbol sintéctico de la férmula

p=((g—=(rAp)V(pAr)) = (~g—p))
y escribe su forma abreviada.
Solucidn:
VERSION A:
a) Sean p = Luis y Miguel son amigos desde hace mucho tiempo, ¢ =
Luis es amigo de Juan, r = Juan es amigo de Miguel. La formalizacion
del razonamiento es:

pA(g=T)A(r—q) = g
b) La figura 9 representa el arbol estructural de la férmula

== (@A) V(rAg)— (=p—r)),
que tiene forma abreviada ¢ = (p = ¢ A7)V (r Aq) = —p — .
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F1GURA 9. c¢rbol estructural del ejercicio 2b.

VERSION B:

a) Sean p = Beatriz y Marta son enemigas desde hace mucho tiempo,
q = Beatriz es una enemiga de Juan, r = Juan es un enemigo de Marta.
La formalizacion del razonamiento es:

pA(g—=1)A(r—q) — —q.

b) La solucién es la misma que en la versién A, intercambiando los
simbolos de proposicion atéomica p y 7.

VERSION C:

a) La solucién es la misma que en la versién A.

b) La solucién es la misma que en la versién A, intercambiando los
simbolos de proposiciéon atéomica p y q.

VERSION D:

a) La solucién es la misma que en la versién B.

b) La solucién es la misma que en la versién A, intercambiando los
simbolos de proposicion atémicas p por ¢, r por p y q por 7.

3) VERSION A: (6 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas de
la l6gica proposicional en forma usual. Define la funcién f : L — L, que
a toda férmula ¢ € L le asocia la férmula f(¢) obtenida reemplazando
todos los conectivos A de ¢ por el conectivo — .

VERSION B: (6 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas de
la l6gica proposicional en forma usual. Define la funcién f : L — L,
que a toda férmula ¢ € L le asocia la férmula f(p) que se obtiene
reemplazando todos los conectivos — de ¢ por el conectivo V.

VERSION C: (6 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas de la
l6gica proposicional en forma usual. Define la funcién f : L — L, que
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a toda formula ¢ € L le asocia la férmula f(p) obtenida reemplazando
todos los conectivos A de ¢ por el conectivo <+ .

VERSION D: (6 puntos) Sea L el conjunto de las férmulas de
la logica proposicional en forma usual. Define la funcién f : L — L,
que a toda férmula ¢ € L le asocia la férmula f(p) que se obtiene
reemplazando todos los conectivos — de ¢ por el conectivo A.

Solucion:

VERSION A: Por recursién estructural:

Base: f(T) = T, f(L) = Ly f(p) = p, para todo simbolo de
proposicion atémica p.

Pasos recursivos: Para toda terna de formulas ¢, ©1, @9,

(=) fow) =~f(p).

(©): flprowa) = (Fler) o f(22)) ne f V.= o),

(flp1) = flp2)) si o=A.

VERSION B: Por recursién estructural:

Base: f(T) = T, f(L) = Ly f(p) = p, para todo simbolo de
proposicion atémica p.

Pasos recursivos: Para toda terna de formulas ¢, p1, 9,

() floe) =—f(e).

(O) : f(SOI o 902) _ (f<901> © f<902>> S? © E {/\7 Vv, H}v

(f(e1) V fg2)) si o=—.

VERSION C: Por recursién estructural:

Base: f(T) = T, f(L) = Ly f(p) = p, para todo simbolo de
proposicion atémica p.

Pasos recursivos: Para toda terna de férmulas ¢, ¢1, @2,

(=) floe) ==f(e).

(o) : f(%pl o 902) _ (f<901> © f<902>) S? © E {\/7 s <_>}7

(flp1) < flp2)) si o=A.
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22. SEGUNDO EXAMEN PARCIAL 2012-2013. VERSION A

Fecha: 22 de noviembre de 2012 Tiempo: 50 min

El examen estd formado por tres problemas y se valorard sobre 30
puntos. La respuesta a cada uno de los problemas se wvalorard sobre
el numero de puntos indicado. Podéis consultar una hoja resumen de
contenidos de la asignatura de formato A/j. Las respuestas sin jus-
tificacion se consideraran como no contestadas.

1) (4 puntos) Verifica si las siguientes formulas de la légica proposi-
cional son equivalentes:

p=@—=p)Vp—=r)=2q e=@GorpAp—or)—r

2) Considera la férmula ¢ = (p — q) A (¢ — ) — r de la 16gica de
proposiciones.

a) (8 puntos) Usando el método de los tableaux, clasifica ¢.

b) (2 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de .

¢) (4 puntos) Halla las formas normales disyuntiva y conjuntiva de
©.

3) (12 puntos) Usando el sistema de deduccién natural de Gentzen,
demuestra la validez de la siguiente deduccién:

{p—=sAr,r—t,~qVitl-pVvqg—t.
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23. SOLUCIONES DEL SEGUNDO EXAMEN PARCIAL 2012-2013

Fecha: 22 de noviembre de 2012 Tiempo: 50 min

1) (4 puntos) Verifica si las siguientes férmulas de la légica proposi-
cional son/equivalentes:
VERSION A: o1 = (¢ = p)V(p—=71) = ¢ ¢2=(¢—=>p) A(p—
r)— T
VERSION B: om=@p@—=>r)Vir—=q9 —p, w2=pP-—=>r)AIr—
9 —q
VERSION C: o1 = (r = q¢)V(g—=p) —r, @2=(r—q9 A(qg—
p)—=p.
)VERSION Dipv=p—=a)Vig—=7r)=p @2=@—=2>9AN(q¢—
r)—r.

Solucion:

VERSION A: Es la versién D, intercambiando p y ¢.

VERSION B: Es la versién D, intercambiando r con g.

VERSION C: Es la versién D, intercambiando p con r.

VERSION D: Las dos férmulas no son equivalentes ya que, por ejem-
plo, la valoracién {p = 0,q = 0,7 = 1} es un contraejemplo de ¢; y un
modelo de 5.

TaYp) P T(Y) Y
Tqvp qnTp M7V r
pvr qp (M\Tr) r
Ar A p P
p 4; Tr
1q I‘)-HZ

FiGurA 10. Tableaux del ejercicio 2 a, versién D.

2) Considera la férmula

VERSION A: o= (p = ) A(g—=71) =7
VERSION B: ¢ = (r = p) A (p = 1) = ¢
VERSION C: ¢ = (¢ =) A (r —p) = p
VERSION D: p = (g = p)A(p—=71) = r

de la logica de proposiciones.

a) (8 puntos) Usando el método de los tableaux, clasifica ¢.
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T(P) ¢
A ®AIvq
rlopA a
ap P

Ficura 11. Tableaux del ejercicio 2 a, versién B.

b) (2 puntos) Si existen, halla un modelo y un contraejemplo de .

¢) (4 puntos) Halla las formas normales disyuntiva y conjuntiva de
®.
Solucidn:

VERSION A: Es la versién D, intercambiando p y q.

VERSION B:

a) ~p = (2rVp)A(pVr)A=qy p = 2= = (rA=p)V (pA-T) V.
La figura 11 representa los tableaux de —p y de ¢. Ya que el tableau
de —y es abierto, = no es una contradiccién y ¢ no es una tautologia.
Siendo también el tableau de ¢ abierto, ¢ es una contingencia.

b) De la primera rama abierta del tableau de ¢ obtenemos el modelo
{p=0,9=0,7r =1} de p. De la primera rama abierta del tableau de
—p obtenemos el contraejemplo {p = 0,¢ = 0,r = 0} de ¢.

¢) De las equivalencias del apartado a (o de su tableau) se deduce
que o = (rA—p)V(pA-r)Vqg=FND(p).

Del tableau de —p se obtiene que FND(—p) = (=g A =r A —p) V
(mg ApAT).

Por tanto, FNC(¢) = ~(FND(=p)) = (qVrVp)A(qV —pV -r).

VERSION C: Es la versién D, intercambiando p con r.

VERSION D:

a) = = (~qVp)A(mpVr)A—Ty == = (gA-p) V (pPA-T) VI
La figura 10 representa los tableaux de —p y de ¢. Ya que el tableau
de = es abierto, ¢ no es una contradiccién y ¢ no es una tautologia.
Siendo también el tableau de ¢ abierto, ¢ es una contingencia.

b) De la primera rama abierta del tableau de ¢ obtenemos el modelo
{p=0,qg=1,7 =0} de . De la primera rama abierta del tableau de
—p obtenemos el contraejemplo {p = 0,¢ = 0,r = 0} de ¢.

¢) De las equivalencias del apartado a (o de su tableau) se deduce
que p = (gA—p)V(pA-r)Vr=FND(p).

Del tableau de —¢p se obtiene que FND(—p) = =g A =p A —r.

Por tanto, FNC(p) = —~(FND(—¢)) =qVpVr.
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3) (12 puntos) Usando el sistema de deduccién natural de Gentzen,
demuestra la validez de la siguiente deduccién:

VERSION A: {p—=sAr,r—t,~qVti-pVqg—t.

VERSION B: {p—=>rANt,t —s,7qVstkEpVqg—s.

VERSION C: {s=>rAp,p—=t,qVt}-sVqg—t.

VERSION D: {p—=rAns, s—t,~qVittkEpVvg—t.

Solucioén:

VERSION A: Es la versién D, intercambiando r con s.

VERSION B: Es la versién D, intercambiando s con t.

VERSION C: Es la versién D, intercambiando s con p.

VERSION D: Por el teorema de la deduccién, podemos demostrar
la deduccion {p = r As, s > t,~qVi,pVq}ht.

I)p—1rAs (Premisa)
2) s —>t (Premisa)
3) gVt (Premisa)
4) pVq (Premisa)

5) p (Premisa auxiliar)

6) FrAs (E—=(5,1))

ks (EA(6))

8) Ft (E—(7,2))

9) ¢ (Premisa auxiliar)

10) -t (TP(9,3))

11) ¢ (EV(4, (5,10)))



