Conjuntos y Numeros
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Decir cuéles de las siguientes condiciones son necesarias, cudles son suficientes y cuéles son necesarias y
suficientes para que un nimero natural n sea divisible por 6.

a) n es divisible por 3; d) n? es divisible por 6;
b) n es divisible por 12; e) n es par y divisible por 3;
c) n=24 f) n es par o divisible por 3.

Explica por qué son equivalentes las proposiciones: SV (-R) =T , (=T) = (=S) A R, y confirmalo con
la tabla de verdad de cada una de ellas.

En las siguientes proposiciones, x, y son nimeros reales. Traduce cada una de ellas a frases que no
contengan ningtn simbolo, s6lo palabras. Explica cudles son ciertas y escribe la negacién de las que no lo
sean.

a) Vz((z>0)=3Jy((y >0)A (y*> =x))) c) Jz(l<az?<ua)
b) JzVy((y > z) = (y > 5)) d) Vydz((z e R)A (22 =y +1))

Traduce cada una de las siguientes afirmaciones a simbolos y cuantificadores. Las respuestas no deben
contener palabras.

a) El ndmero 5 tiene una raiz cuadrada positiva.

b) Todo nimero real positivo tiene dos raices cuartas reales y distintas.

Razona con palabras por qué los siguientes pares de afirmaciones no son equivalentes en los niimeros
naturales, y explica cudles de ellas son ciertas.

a)Vedy(z=2yvVe=2y+1) y FVylea=2yvVae=2y+1).
b) JzVy,z<y<z+2 y Vedy,z<y<z+2.

;Son ciertas las siguientes afirmaciones en los nimeros naturales? Escribir su negacion.
a)Ve Iy, y < x
b) JxVy, Vz,x < 2 <y

Demuestra por reduccién al absurdo que logs(1215) es irracional.

Se llama cuadrado perfecto a un ntimero de la forma a? donde @ es un ntimero natural. Demuestra que si
un nimero natural n > 0 es un cuadrado perfecto, entonces n + 1 no puede ser un cuadrado perfecto.

Halla una expresién para la suma de los primeros nimeros naturales positivos: 1 +2 4+ ---+n. Y otra
para la suma de los n primeros términos de la progresion aritmética: a + kd, k =0,1,...

Halla la suma de las n primeras potencias de r: % 4+ ! + ... 4 r?~1 Halla una férmula general para la
suma de las n primeros términos de una progresiéon geométrica cr®, k =0,1,...

Encuentra una férmula para la suma de los dngulos interiores de un poligono de n lados.
Indicacion: recuerda que los dngulos de un tridngulo suman 7 radianes.

Demostrar por induccion:
n(n+1)(2n+1)
6
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—+-—= = , daneN,n>1.
1'2-1-2.34-3.4 +n'(n—|—1) ) para cada n n >

a) 12422432 4+...+n? = , para cadan € Nyn > 1.

b)

¢)1-11+2-214-..4+n-nl=(Mn+1)! -1, paracadan € N,n > 1.
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a) Demostrar que si n € N,n > 2, entonces 2" > 1+ 2n .
b) Demostrar que si n € N,n > 4, entonces 2" > n? +1 .
¢) Demostrar que si n € N, entonces el nimero a,, = 4™ + 6n — 1 es divisible por 9.

d) Demostrar que si n € N, entonces el namero b, = 7" — 4" es divisible por 3.
Probar que la suma de los cubos de tres nimeros naturales consecutivos es divisible por 9.
Demostrar que todo niimero natural mayor que uno, es producto de niimeros primos.

Probar que hay infinitos primos. Es decir, que hay més de n primos distintos para todo n € N.

1 13
e — > — d N,n > 2.
n+1+n+2+ +2n>24,paracaan6 NP

Demostrar que

Demostrar, para todo ¢ # 1 y para todo n € N| la igualdad
2n+1

A+ +A)A+¢¥) - (1+¢") = QTII'

Supongamos que A C B C C. Determinar A\ B,A\ Cy AU B.

Probar las siguientes igualdades para conjuntos arbitrarios S,T,U y V.

(Indicacion: los diagramas de Venn pueden ser ttiles para orientarse, pero la demostracion
no debe depender de ellos).

a) (S\T)U(T\S)=(SuT)\(5nT) d) (S\T)x (U\V)=(SxU)\[(SxV)U(T x U)]
b) (S\(TUU))=(S\T)N(S\U) e) (SUT)xV =(SxV)U(TxV)

c) (S\N(T'NU))=(S\T)U(S\U)

Dar una descripcién explicita del conjunto P(S) de partes de S = {a,b, 1,2} . Demostrar que S C T siy
sélo si P(S) € P(T). Concluir que S =T siy sélo si P(S) =P(T).
Probar, o demostrar que son falsas, las siguientes afirmaciones:

a) P(AUB) =P(A)UP(B) ; b) P(ANB) =P(A)NP(B) ; c) P(A\ B)=P(A)\P(B) .

Sean A, B, C conjuntos dados tales que B C A. Describir en cada caso los conjuntos X que satisfacen las
ecuaciones:

, si sabemos que ANC =@ .

ANX =B A\X =8B
i) " , si sabemos que A C C. ii) \
AuX =C X\A=C



