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Codigos de Blogue Lineales

J Un cédigo de bloque lineal es una clase de cédigos con
control de paridad de tipo (n, k):
(dLa operacion de codificacién consiste en transformar un

blogue de k digitos de un alfabeto dado en un bloque
codificado de n digitos

Cuando el alfabeto consiste de sélo dos elementos {0, 1},
el cédigo se denomina binario

d Los mensajes de k bits (dentro de un conjunto de 2K
secuencias) se denominan k-tuplas

dLos blogues de n bits forman 2" posibles secuencias
denominadas n-tuplas

(J La operacion de codificacion asigna de forma univoca a
cada una de las 2% k-tuplas una de las posibles 2" n-

tuplas
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Codigos de Bloque Lineales

El conjunto V,, de las 2" n-tuplas define un espacio vectorial sobre el campo binario
de dos elementos {0, 1}

El campo binario tiene asociadas dos operaciones: suma maddulo 2 y multiplicacion

Addition Multiplication
0®0=0 0-0=0

0Ol=1 0-1=0
1®©0=1 1-0=0
1©1=0 1-1=1

La suma modulo 2 se indica indistintamente con el simbolo @ o con +

Un subconjunto Sde V es un subespacio si cumple con las siguientes condiciones:
O El vector formado por todos ceros pertenece a S

O La suma de dos vectores de S es también un elemento de S(es decir si V;,V; €S V,=V,®V,;=€S
—propiedad de clausura)

Un conjunto V, de 2% n-tuplas es un cddigo de bloque lineal si y solo si es un
subespacio del espacio vectorial de todas las n-tuplas

El objetivo de disefio de un codigo es:

O Minimizar el nimero de bits de redundancia para reducir el exceso de banda

O Aumentar la distancia _entre los elementos del conjunto (es decir, el nimero de 0 y 1 que
difieren) para aumentar la tolerancia a errores de transmision




Codigos de Blogue Lineales

O En general, un cédigo (n, k) se puede generar facilmente de forma
tabular (lookup table) con una ROM en las que cada entrada se
forma afadiendo a los k bits de mensaje, (n-k) bits de redundancia
procurando cumplir con las propiedades del vector nulo y de
clausura

1 Cuando k es elevado este enfoque no es practico y es preferible
generar los codigos en vez de almacenarlos en una memoria

3 Un conjunto {U} de 2k palabras de cddigo es un subespacio vectorial
k-dimensional del espacio vectorial binario n-dimensional por lo que
es siempre posible encontrar una base (es decir, un conjunto n-
tuplas de linealmente independientes) de k n-tuplas V,,V,,...,V, que
puede generar todos los elementos de {U}, es decir:

U=mV,+m,V, +...+m\V,

 Donde los m; ={0,1} (con i=1,..., k) son los digitos del mensaje
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Codigos de Blogue Lineales

L Es posible definir una matriz kxn G generadora del cddigo:

V1 Viin. Vi 0 Vg,
G = V2 _ V;l Voo o0 Vg
_Vk | _Vkl Vi o Vg |

Por otro lado, el mensaje m es una matriz 1xk, es decir, m=m;,m,,..., m,

Codificar un mensaje m generando un coédigo U equivale a realizar la
siguiente operacion: U=mG
L Por ejemplo, dada la siguiente matriz generadora:

Vil it 12010

G=|V,|=[0 1 1 0 1

v.| |1 01 0 O
3

L Generar un cédigo (6, 3) para el mensaje m=[1 1 0] equivale a:

DO

OO

Vl
G=[1 1 o]{vzl =1-V,+1-V, +0-V, =110100+ 011010+ 000000 =101110
V3

04/04/2013 © 2012 Gianluca Cornetta, Comunicaciones Digitales




Codigos de Blogue Lineales

O Un cddigo de bloque lineal sistemdtico (n, K) es una correspondencia de un espacio
k-dimensional a uno n-dimensional tal que parte de la secuencia generada coincide
con los K bits del mensaje. Los (n-k) bits restantes son los bits de paridad

O La matriz generadora de un cédigo sistematico es:

p11 p12 Tt pl,(n—k) 1 0 --. 0_
Gop | ]| P P v Punn O 10
Do P o Pepag 0 0 - 1)

1 P (de dimensiones kx(n-k)) es la matriz de paridad, I, es la matriz identidad kxk y p;
={0,1}

d Un cddigo formado por la n-tupla U=u,,u,,..., U, que codifica un mensaje formado
por la k-tupla m=m,,m,,..., m, se obtiene de la siguiente manera:

Pii P - pl,(n—k) 10 - 0
Uy, U,y U, = [m1 m, mk]x p:21 Pz Papmk) 0 1 0
i Pie Pea 0 Prn 00 - 1_

d Donde:

o = [Py + M py e m Py fori=1...,(n—k)
Cm fori=(n—k+1)...,n

i—n+k
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Codigos de Blogue Lineales

[ Un vector de cddigo sistematico puede expresarse como:

U:\pl P, - pn—kj{nl m, --- m,

J/

parity bits messagebits

] Donde:

Py =M Py +My Py -0+ M, Py
_pz =M Py, + My Py +-o-+ M, Py,

Pk = My Py o) ¥ My Py nie) T+ M Py 0k

O Por ejemplo, para el cddigo un cddigo (6, 3) del ejemplo anterior se
obtiene:

1 1 01 0 O parity bits message bits
U = [ml m2 m3 O 1 1 O 1 0 = m1 + m3 ml + m2} m2 + m3 m1 m2 m
1 010 0 1 — ~ — T T T
b /- > Uy Uz Uz 4 5 6
P I3
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Codigos de Blogue Lineales

O En el proceso de decodificacion se utiliza una matriz de control de paridad H

O Para cada matriz G kxn existe una matriz H (n-k)xn tal que las filas de G son
ortogonales a las filas de H, es decir GH™=0
O Donde:
O 0 es la matriz nula kx(n-k)
O HTes la matriz transpuesta de H con dimensiones nx(n-k)

1 0o - 0 |
0 1 - 0
) I o 0 - 1
H:[Infk | P ]:> _P_T_ =1 P Pz o Prp
p.21 Py - p2,(n—k)
P Pea o Py |

[ U es un cédigo generado por G siy sélo si UH™=0, de hecho:
UH' =p,+p, p+P, = Posct Poi =0

d Donde:

Py =My Py +MyPyy +---+ M, Py
.pz =M Py, + My Py -+ M, Py,

Prk = My Py o) My Py gy 0+ My Py (i
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Codigos de Blogue Lineales

d Sea r=r,,r,,...,I el vector recibido (es decir, una de las posibles 2" n-
tuplas) resultante de la transmision de U=uy,u,,...,u, (es decir, una
de las posibles 2¥n-tuplas), es decir r=U+e

d e=e,e,,...,e, es el patron de error introducido por el canal, es decir,
e;=1 si y solo si r; # U; (lo que se recibe es distinto de lo que se ha
transmitido)

[ Existen pues 2"-1 patrones de error potenciales en el espacio de 2"n-
tuplas

O El sindrome S de r es definido como S=rH"
1 Por consiguiente el sindrome es el resultado de un control de

paridad realizado sobre r para determinar si el vector recibido
pertenece al conjunto de codigos utilizados

[ Si el control tiene éxito positivo S=0
[ Si r contiene errores detectables S tiene algunos valores no nulos

[ Si r contiene errores corregibles S tiene algunos valores no nulos que
permiten identificar el patrén de error
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Codigos de Blogue Lineales

(dSabiendo que r=U+e se obtiene S=(U+e)HT’
=UH"T+eH™=0+eHT=eHT
JEl test del sindrome da el mismo resultado tanto si se

realiza sobre el vector corrupto recibido r como si se realiza
sobre el patron de error € que lo causado

J Es interesante evidenciar dos importantes propiedades
de la matriz H:

ANinguna columna de H puede ser nula, en caso contrario
un error en la posicion correspondiente a la columna nula
no afecta S y por tanto es indetectable

1 Todas las columnas de H deben ser Uunicas, en caso
contrario los error en las posiciones correspondientes a las
columnas idénticas serian indetectables
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Codigos de Blogue Lineales

Existe una correspondencia univoca entre cédigo corrupto y patron de error, por tanto,
el test del sindrome no sélo permite detectar errores sino también corregirlos

Es posible organizar las 2" n-tuplas que representan los vectores recibidos en forma
matricial

Esta matriz se denomina matriz estdndar y tiene las caracteristicas siguientes:
O La primera fila contiene todos los cddigos empezando por el cédigo nulo U,

O La primera columna contiene todos los posibles patrones de error (U, es el céddigo nulo pero puede
considerarse también como el patrén de error €,, el patron que representa la recepcion sin errores,
es decir r=U)

O La matriz contiene todas las 2" n-tuplas del espacio V,, cada n-tupla aparece sélo en una posicién
(ninguna falta y ninguna es replicada)

A
\
N U, U, U,
Coset leaders U, +e, U, +e, U, +¢,
U, +e, U, +e, U, +e;
: T 2n/2k=2nK cosets
U,+e, U, +e, Uzk.+eJ
U,+e,. U, +e,. U.. +€,0.)
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Codigos de Blogue Lineales

 El algoritmo de decodificacidon prueba a sustituir un cdodigo
corrupto recibido (una n-tupla cualquiera excepto las de la
primera fila) con un codigo valido que se encuentra en la
primera posicion de la columna correspondiente
 Por ejemplo si se recibe U; + &y el error e; causado por el canal es

lider del coset, el vector reC|b|do sera decodificado correctamente
como U,

d Un coset es un conjunto de nimeros que tienen una caracteristica
en comun, el mismo sindrome

L Cada coset es identificado univocamente por su sindrome S, por lo que S
puede utilizarse para estimar el patron de error

dSi es el lider del coset (es decir, el patron de error de los
elementos del j-ésimo coset), entonces U; + €; es una n-tupla
de este coset

[ El sindrome de esta n-tupla puede escribirse como:

S=(U,+e, JH =UH" +e H =0+e,H  =¢ H
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Codigos de Blogue Lineales

(1 Para corregir un error se sigue el procedimiento siguiente:
[ Calcular el sindrome de r utilizando S=rHT
 Encontrar el lider del coset € cuyo sindrome es igual a rHT
L Se asume que ¢g; es el patron de error generado por el canal

J Obtener el cddigo esperado realizando la operacion U =r + €

U En aritmética mdédulo dos suma y resta son equivalentes por lo que esta operacién
equivale a restar el error €;al mensaje r recibido

4 En el caso de un cédigo (6, 3) el conjunto V, tiene 64 n-tuplas,por lo
gue, una vez acotados los 6 posibles patrones de error sencillo, todavia
queda la posibilidad de poder corregir un patrén adicional

000000

000001

000010
000100
001000
010000
100000
010001

110100

110101

110110
110000
111100
100100
010100
100101
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011010

101110

101001

011011
011000
011110
010010
001010
111010
001011

101111
101100
101010
100110
111110
001110
111111

101000
101011
101101
100001
111001
001001
111000

011101
011100
011111
011001
010101
001101
111101
001100

110011
110010
110001
110111
111011
100011
010011
100010

© 2012 Gianluca Cornetta, Comunicaciones Digitales

000111
000110
000101
000011
001111
010111
100111
010110




Codigos de Blogue Lineales

 Dada una matriz generadora G de un cddigo (n, k), la tabla que permite estimar el
patron dekerror a partir del sindrome se construye a partir de la relacion Sj:ejHTcon
J=1,...,2™

(d Cada fila de la tabla contiene el sindrome Sj y su respectivo patron de error €

O El decodificador calcula el sindrome S=rHT relativo al vector recibido r

O El decodificador busca en la tabla un Sj tal que SJ:S para determinar el patron de error €; que lo ha
generado

O e=€es una estimacion del error

O El decodificador suma € a r (una suma méddulo 2 equivale a una resta) para obtener una estimacion
U del cddigo transmitido:

U=r+e=(U+e)+e=U+(e+e)
O Si el error estimado es igual al error real (es decir, e=8) entonces U=U; en caso contrario la

estimacion es equivocada y el error indetectable

O En el caso de cddigos pequefios como el (6, 3) la implementacién del decodificador es muy sencilla.
Por ejemplo, el c4digo considerado en los ejemplos anteriores tiene un sindrome S=rHTigual a:

(1 0 O]
8 (1) 8 S, =l +I, +T,
S=[n b o6 Kl] 5 5l2in=nLtnL+n
0 1 1 S3=hL++I

1 01
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Codigos de Blogue Lineales

Shift register
Received vector r e, =¢e,e,e,e,e, = € =S55,5;
51 82 53 €] €7 €3 €4 €5 €

) + \[Syndrome ] [S10 0 0 000000 e
calculation | S, 1 0 1 000001 e
S;0 11 000010 e
1 S, 1 10 000100 ey
+ XORQ'EH'ES Sj 001 001000 €5
Syndrome S{ : S5 53 S¢ 0 1 0 01 0000 e
. . P CEI 00 1 00 00 U > e;
? . e Sg 1 1 1 01 0001 eg

Y Look-up

Error pattern { e
estimation

Table
AND gates
XOR gates| | [Ermor
> correction
1

Codeword estimation
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Deteccion y Correccion de Error

No todos los codigos recibidos pueden ser detectados correctamente

Se define peso de Hamming w(U) del cédigo U el nimero de elementos de U
no nulos

O Se define distancia de Homming d(U,V) entre dos vectores Uy V el nimero
de elementos por los que difieren, es decir:
U =100101101 _
V — 011110100 = 4(U. V) =6

[ Observe que U+V=111011001 es un vector tal que los elementos en las
posiciones en las que U y V difieren valen 1

U Por construccion resulta que d(U,V)=w(U+V)
Asimismo resulta que w(U) =d(U,0)
La_minima distancia de Hamming de un conjunto de cddigos caracteriza Ia
robustez del mismo (es decir su capacidad de detectar y corregir errores)
d SiUy V son palabras de cédigo de un espacio V,, = también esta W=U+V en
V,, por tanto: d(U,V)=w(U+V) = w(W)
EI La distancia minima d;, puede calcularse simplemente observando el peso de
cada elemento del comunto (excepto el vector nulo)

O

O
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Deteccion y Correccion de Error

J Para detectar cudl es el cddigo recibido, el detector aplica el algoritmo de
maxima verosimilitud (maximum likelihood) sobre el vector recibido r:

P(r|Ui)=rL13xP(r|Uj)

O Para un canal binario simétrico (Binary Symmetric Channel —BSC) la
verosimilitud P(r|U;) es inversamente proporcional a la distancia de Hamming
entrery U,

 El decodificador escoge U; si y sélo si:

d(r,Ui)=rw?d(r,Uj)

1 El decodificador determina la distancia de Hamming entre r y todos los posibles
cddigos U; y selecciona U tal que:

d(r,u;)<d(r,U,) fori,j=1..,M and i# |
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Deteccion y Correccion de Error

Region 1 Region 2 d Transmito U y recibo r,. El vector recibido
(select U) (select V) cae en la region de decision de U por lo
- Dedision h que el decodificador detecta este codigo
line O Si r,es el resultado de un error sencillo la
| estimacion realizada es correcta, pero si Iy
o L & 1 L @ O s
U " | v es el resultado de un error cuadruple la
e estimacién es incorrecta
d(r,U)=1

O Un error quintuple hace que el simbolo

[
[
[
T
[

o . . . * o estimado es V (es decir, un simbolo

U r v correcto) por lo que el error es

b JrU)2 g : /\ indetectal?le | |

o o o [ o o -  En este ejemplo la distancia entre los dos

U \\rZ v codigos validos (U y V) es d....=5, y es

- _ - posible detectar y corregir hasta errores
d(r3,U)=3 Detection error] ~ dobles
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Deteccion y Correccion de Error

O La mdxima capacidad de correccion de error t es definida como:

t = Ldmin _1J
2

L Un cddigo de bloque lineal (n, k) con capacidad de corregir errores de clase t
puede corregir también un Unico error de clase t +1

J Un cddigo de bloque lineal gue puede corregir sdlo hasta errores de clase t se
denomina codigo perfecto

J La probabilidad P,, de error de mensaje en un canal binario simétrico con
probabilidad de transicion (es decir, probabilidad de error de bit p) es:

P <Y ('})p"(l— p)"”’

j=t+1

[ Se trata de un valor limitado superiormente que se vuelve igual al limite
superior en el caso de decodificadores gue solo detectan hasta errores de
clase t (bounded distance decoders)

 La probabilidad de error de bit Py es:
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Deteccion y Correccion de Error

Un cddigo de bloque con distancia minima de Hamming d ., garantiza la
capacidad de detectar hasta errores de clase e:

e:dmin o

En un espacio de 2" n-tuplas existen 2"-1 posibles patrones de error

Si el vector recibido es igual a uno de los posibles codigos validos el error es
indetectable, por tanto existen 2k-1 posibles patrones de errores indetectables

El nimero de errores detectables es (2"-1) - (2k-1) =2n-2k

Se define con A;el numero de palabras de codigo de peso | de un cddigo de
bloque lineal (n, k)

AgAq,...,A, representan las distribuciones de pesos del codigo

Si el codigo se utiliza para detectar errores en canales binarios simétricos, la
probabilidad de error indetectable es:

Pa =2 Ap'(1-p)"
j=1

Si la distancia minima del codigo es d.... ., los valores A, ,...,A, . son nulos
min 1 dmln-l




Deteccion y Correccion de Error

[ Es posible buscar una solucién de compromiso entre el maximo t de un cddigo
y su capacidad de corregir errores

O Un cddigo de bloque lineal con distancia minima de Hamming d_;, puede
corregir simultaneamente « errores y detectar simultdneamente [ errores (£
> Q) si:

d.,=a+p+1

d Cuando ocurre un numero de errores menor o igual a t, el cdédigo puede
detectarlos y corregirlos

d Cuando ocurre un numero de errores superior a t e inferior a e + 1, el cddigo
puede detectarlos pero solo puede corregir un subconjunto de ellos

d Por ejemplo, si d;,,.= 7 = a + B = 6, por tanto existen las siguientes
posibilidades:

Detect () Correct ()
3 3

4 2
3) 1
6 0
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Deteccion y Correccion de Error

Un detector puede ser disefiado con la capacidad de cancelar la recepcion de un simbolo en el caso de
ambigliedad o de malfuncionamiento transitorio del canal de comunicacién

Estos tipos de canal se caracterizan por un alfabeto de entrada de Q simbolos y por uno de salida de Q +
1 simbolos

U Elsimbolo adicional es el indicador de cancelacién (erasure flag)

Cuando un detector realiza un error de simbolo, necesita dos parametros para corregirlo: la posicidon del
error y el valor correcto del simbolo (en el caso de simbolos binarios sélo la posicién)

Si el detector declara un simbolo como cancelado, aunque el valor correcto del simbolo no se conoce a
priori, la posicién del simbolo cancelado es sabida

La decodificacidon de cddigos cancelados puede ser mas sencilla de |la correccidon de errores

Asumiendo que sélo haya p simbolos cancelados, un cédigo con distancia minima de Hamming d,
puede corregir los simbolos cancelados si :

dmin Zp-l-l:)pﬁ dmin -1

U Esta condicidn es mucho mas ventajosa de la de correccién de error: t<(d i, -1)/2

Asumiendo que haya y simbolos cancelados y « simbolos erréneos, un cédigo con distancia minima de
Hamming d;, puede corregir todos los simbolos cancelados y erréneos si :

d., =2a+y+1

El algoritmo de correccidn es el siguiente:
U Se sustituyen las posiciones ¥ canceladas con ceros y se decodifica el cddigo
U Se sustituyen las posiciones ¥ canceladas con unos y se decodifica el cédigo

U De los dos valores decodificados se elige el que lleva a un minimo nimero de correcciones en las posiciones
restantes




