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Envolvente Compleja

O Una cualquiera sefial paso-banda s(f) puede representarse con

notacion compleja:
s(t)= Re{g(t)ej“’ot}
O g(t) representa la envolvente compleja de la sedal:

g(t)=x(t)+ jy(t)= gt)e’® = R(t)e"

1 La magnitud de la envolvente compleja es:

R(t)=(g(t) =" x*(t)+y*(t)

O Mientras que su fase es:
O(t)=tan™ y(t)
X(t)

4 La envolver_\tet g(t) representa el mensaje o el dato con notacion
compleja, e!™"es |la portadora expresada en forma compleja

O s(t) puede, por tanto, expresarse como sigue:
s(t)= Re{[x(t)+ jy(t)]cos mst + jsin wyt]} = x(t)cos mst — y(t)sin myt i

;’-"
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Envolvente Compleja

Reference

La envolvente que modula Ia

portadora el®! es una serie de
pulsos g, de amplitud 0.707A

g. =%+ jy, =0.7074 + j0.7074

0.707A coseyt

Lead 0.7074 cosapt

0.7074 cos[@or + %) = —0.707 Asin (et

e e

Lag
0.7074 cos[wor— %J =0.707 Asin(o,t)

/A
/ '/ A
: [ cmry N ey
\ / / | / . /
. | . VZ
| ~0.7074
i-<—rrl4.'.ead—>--<—;'r;’4 Lag —}J: ________________

siner | =Re

s(t)= Re%gke’ ‘a‘”}

(e + Jf}’k)(Cf_JS ayt + jsin ext )}
=X, COSayl — y,_ S ef
=0.707A4 coseat —0.707 A sin axt

b
=Acos af+—
[% 4}
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S(t) = O.TUTA(CDSQJQI— sin a:bt] = Aco{mot+ %J

Leads the reference 0.707Acosaxnt by /4




Envolvente Compleja

R R A Modulador DSPSK. Se trata de
T 0707 08 £ 0707 S ot una modulacién 8-aria en la
} Sm{wf’r_ﬂ ¢ que cada simbolo es codificado
cosayt con un cddigo Gray de 3 bits.
ppa— Los bits transmitidos codifican
Input bit " Lshaping . la diferencia de fase Ag, entre
stream | encoder A simbolos consecutivos. La fase
pp— - del simbolo se calcula a partir
> |_shaping de la anterior como:
sinayt ¢k =A¢k +¢k'1
Se asume ¢, =0.
Data encoding Differential data phasor
% n Ady P= P AP
0 0 0 0
0 0 | w4
0 1 1 274 #=0 k=1 |k=2| =3 k=4
0 1 0 374 xonzy 110 ] 001 110 010
1 1 0 474 Ady: T |74 T 34
1 1 | Sm'4 i s 574 | w4 Fia
1 0 | 674 I -1 -0.70710.707 -1
1 0 0 T4 0: 0 -0.70 0.707 0
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Envolvente Compleja

4= (— 0.707 cos @,f + 0.707 sin a)or)cos @,t
=—0.707 cos® @yt + 0.707 sin @, cos e,
—0.707 0.707 .
Modulator Demodulator | = (1+ cos2a,t)+ sin 2@t
cosamyt cosamyt
A"=—0.707 = scale factor Y
N Pr1
1 LPF PR
- A A’
+ s(r)= —0.707 cos @t + 0.707 sin eyt B @ -
o 2 N Decision .
= sin [mor - £J —? ¢, = tan [ff} A = stage el
+ 4 /
B ,
0 e | Adi=—.
B'=—0.707 % scale factor
—sin eyt —sinayt

B=(-0.707 cos@,t + 0.707 sin @,t J(-sin e,)

—-0.707 sin2a,t + 0.707

(1 —cos2 coor]

Demodulador D8PSK. La demodulacidn es el proceso inverso

de la modulacion.
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Tolerancia al Error de Sistemas Binarios

5,(t)=Ew,(t) 0<t<T| Coherent BPSK L?s prestauones de un sistema de comunicacion se miden en
5, ()= —/Ey, (¢) términos de probabilidad de error de simbolo (Pg). De todas

maneras, incluso con modulaciones M-arias conviene expresar

(i.e?mf f) ﬁe?io:: 1 las prestaciones en términos de probabilidad de error de bit Pg.
elect s . . 9
’ (detect s)) En el caso de modulaciones binarias Pe=Pg
r=s,+n
n o[ 1 |:-§:|d _(a-a
B j{aL-a,),nm, me u=0 20,
_ z—az
. I|r"”‘l(r) “ To
s(t) ifz(T)>y, =0 T .
s,(¢) otherwise b o NG 4=
1 1 ]
1 ! I
| -
et — )" z(T)
uy Zn'{n a

d Para senales antipodales y de igual energia al—-azzxr y{,:"lg"z — o = 0for antipodal signals (g, = —a,)

O En el caso de ruido AWGN la varianza o?,del ruido en
la salida del correlator es Ny/2, por tanto:

u’ 2E,
J‘ZEb/NO \ﬁ ( 2 jdu (\ J
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Tolerancia al Error de Sistemas Binarios

A veces una senal puede sufrir una inversion de fase. El

1.0
[ efecto de la inversion en un demodulador DPSK es un
SN r;‘;?:g;’;fﬂ’f error de bit ya que lo que se codifica es la diferencia de
107} X orthogonal FSK fase entre simbolos adyacentes. Este problema se
resuelve con una codificacién diferencial de los
) Cohetent simbolos y con una deteccion coherente.
102 E ohefen
CL:? detedtion
o pSh Coherent
= detection of
i Coherent
:% l: detection of orthogonal FSK
< differentially L La probabilidad de error de un detector
= efpcoded PSK coherente de sefiales con codificacion
5 10% £ Differentially diferencial (DPSK) es:
: coherent
b ]
= I detection of P, =20Q 2E 1-Q 2E,
[an 5 | . , B
107 ¢ differentially \ N 0 \ N 0
I encoded PSK
O Hay una ligera degradacién de la probabilidad
10°F Shannon limit de error respecto a una sefial PSK coherente
[ (-1.6 dB) debido al hecho que un error de deteccidn
i / sencillo resultara en dos errores de decisidon
107 | | 1 | | | 1 | | l E,-,an'[dB]

4 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16
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Tolerancia al Error de Sistemas Binarios

Intercorrelacion temporal yalt)
entre 5,(1) y s2(1): s;i
0 =cosf
O-x =12
82 8 ‘\ 5
-4 | > wi(1) > wi(7)
BPSK (antipodal signalling) BFSK (orthogonal signalling)

O Una expresion general para Py es la siguiente:

P = L roo exp —u2du
° o 2x Lep)E Ny 2

O Para una modulacién ortogonal como la BFSK (o la OOK) para la que p = 0 resulta:

2 el oo )

(d Observe que una modulacién BFSK necesita una relacién sefal ruido Eh/N superior
de 3 dB a la de una modulacidon BPSK para alcanzar las mismas prestauones de ésta

04/04/2013 © 2012 Gianluca Cornetta, Comunicaciones Digitales




Tolerancia al Error de Sistemas Binarios
£ cox(o

Envelope detector

w,=1 _ ENvelope deteclo _
:_ :ZI(T]
»| BPF > §k | LPF |
| |
A + { EL) if 5,(r )is sent
r()=si1) +n(r)—4 5,(1)=21)-21)={ "
w—1,7 _ Envelope defector g ]— Z=if 5,(t)is sent
————————— T
r I:E{T]

kA
X
M
-
h 4
R
hn

e —————————-—

1 Debido a la simetria entre las {z;(T)} el umbral édptimo de decision es ;=0
 La probabilidad de error de bit Py es:

1 1 1o 1 e
Po=  P(HzIs)+ P(HiIs, )= [ p(zls)dz+ [ plzls, )z

1 Pero:

p(zlsl): p(—Z | 52):> P = P(Zl > 7, |52):J‘0+0O p(Z | Sz)dz
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Tolerancia al Error de Sistemas Binarios

Un sistema no lineal transforma

un proceso Gaussiano en uno
con distribucion de Rayleigh

Envelope detector
W=\ o SRR OTEE | 2
| Z—IEE':X[} — 212 2,20
» BPF |- §|£ | LPF | p(z15)=10; 20,
| | 0 z, <0

1(t)=s,(t)+nlt)=cosrt +n(t)

-
|
I
I
I
|
|
I
I
|

Z, (zf + AJ) 7,4
— — I =0
plz,]s,)= o EXP[ 26/ el “

¥
3
'h

— _v_
¥
%
'h

0 z, <0
S
Un sistema no lineal transforma
la suma de una sinusoide y
& (potencia deruido en la salida del filtro) ruido Gaussiano en un proceso
4o |PE con distribucion Riciana
T
]
I(x)= ZL [exp[xcos@}dﬁ eslafincion de Bessel modificada de orden 0
T3
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Tolerancia al Error de Sistemas Binarios

O La probabilidad de error de bit Py resulta ser:
Pe = P(Zl > L, |52)

=_[+°O (z,]s, )Um Z,|s, )dzl}dz2

+oo +A2) z,A z;
el S el b
_16 A
A 452

 La potencia de ruido en la salida del filtro resulta:
N
o, = 2(20)\Nf
d Donde G,(f)=Ny/2 y W; es el ancho de banda del filtro
O Por tanto Pg se vuelve:

P :1exp _ A

) AN W,

d La prestauon del demodulador depende del ancho de banda W, deI
filtro. P mejora a medida que se disminuye W;
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Tolerancia al Error de Sistemas Binarios

4 El valor minimo de W; que garantiza ausencia de ISI para una
sefal de banda Iateral doble (es decir, paso-banda) es W, =R
bits/s=1/T (el filtro tiene roll-off r=0), por tanto Pg resulta:

5 _1exp AT _1exp _ E,
° 2 4N, ) 2 2N,

 Donde A:\/ZE/T:>Eb =(1/2)AT representa la energia por bit:

J Una demodulaciéon FSK no coherente requiere una relacion
sefial-ruido E,/N, de 1 dB superior a una FSK coherente para
alcanzar el mlsmo Py de ésta (para P; <10%)

1 Un demodulador no coherente es mas facil de implementar que
su homologo de tipo coherente, por tanto, casi todas las
implementaciones practicas son de tipo no coherente

 Finalmente un demodulador FSK no coherente, a paridad de Py,
tiene una relacién sefial ruido E,/N, peor de 3 dB respecto a un
DPSK no coherente
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Tolerancia al Error de Sistemas Binarios

O Un conjunto de sefiales BPSK es definido como sigue:

()= \/ZT*E cos(ot+4)  O<t<T

X, (t)= \/?cos(wot+¢in) 0<t<T

O La peculiaridad de un esquema DPSK es que no existen regiones de decision fijas en el espacio
ya que la decisidon sobre el simbolo recibido depende de la diferencia de fase entre dos sefales

s,(t)=(x, x )or(x,,x,) 0<t<2T
s,(t)=(x,x,)or(x,,x) 0<t<2T

O Los primeros T segundos de cada sefal corresponden a los ultimo T segundos de la sefial
anterior

U La correlacion entre las sefiales S,(t) y S,(t) puede escribirse como:

2(2T)= " (U, (t)dt = [ %, (O )t + [ x, (), (t)t

U Teniendo en cuenta que X,(t) y X,(t) son sefiales antipodales se obtiene:

2(2T) = j[xl ) dt j x, () dt=0

O Portanto s,(t) y S,(t) forman un conjunto de sefiales ortogonales en un intervalo de 2T segundos

04/04/2013 © 2012 Gianluca Cornetta, Comunicaciones Digitales




Tolerancia al Error de Sistemas Binarios

Filter matched to
signal envelopes

El demodulador de una sefial DPSK no coherente puede
xi(0), x,(0) realizarse con una cadena de filtros adaptados disefiados para
detectar la envolvente de las 4 posibles combinaciones de

A4

sefiales X, (t) y X,(t) que codifican s;(t) y S,(t).
Ya que X,(t) y X,(t) son sefiales antipodales (X, X;) ¥y (X5, X,), ¥
(X1, X5) y (X5, X.)tendrdn la misma envolvente por lo que la tarea

> X0, 200 de deteccidn puede llevarse a cabo utilizando dos canales.
(i) (1) — Decision L 20
stage
o Filter matched to
signal envelopes

Y

M xi(0), xi(7)

x(2), x1(2)

Y

FO=s40) (1) —s Decision L, 80
e stage '

™ xi(1), xo(t) F—>
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Tolerancia al Error de Sistemas Binarios

0 Las sefales DPSK son ortogonales
por lo que las prestaciones de un

Symbol  Symbol modulador DPSK son parecidas a las

También el caso de una modulacién
PSK, un demodulador no coherente
es mas facil de implementar que su
homodlogo de tipo coherente

Y

time T  timeT de un demodulador BFSK, sélo que
s el tiempo de bit es 2T por lo que la
\/;e \/;e energia detectada (en el caso de
detector optimo) es el doble y Pg
resulta:
> 1 E
J: ~ (.) (%) P,="exp i
Delay \T/ 2 NO
decision st — .
T 4 ecrs.'or;sage O Una demodulacion DPSK requiere
o) — C@ﬂ, «n=yl—>s» una relacién sefal-ruido E,/Nyde 1
Delay H, dB superior a una BPSK coherente
T para alcanzar el mismo Pg de ésta
(para Pz <104
r > - \E/ Q

()

\E&,m \Ee,;m_x;. (porque no requiere sincronismo de
T fase), por tanto, casi todas las
Symbol - Symbol implementaciones practicas son de

time T  timeT i
ime T time tipo no coherente

correlation squaring I & Q energy summation
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Tolerancia al Error de Sistemas Binarios

PSK (coherent) Q[ 2Eb]
1IN

DPSK (differentially coherent) 1exp =

2 N,

Orthogonal FSK (coherent) Q{ EbJ
1 No

Orthogonal FSK (noncoherent) 1 E,

2 2N,

Entre el esquema mejor (PSK coherente) y el peor (FSK ortogonal no coherente) existe una diferencia de 4 dB (para
Pg=104). En este caso es preferible la sencillez de implementacion de un esquema no coherente en detrimento de

la relacion sefial ruido E,/N,. En otros casos incluso una mejora de tan sélo 1 dB es preferible.

En el caso de canales con desvanecimiento aleatorio en los que es muy dificil mantener el sincronismo es mas
efectiva una demodulacién no coherente.
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Tolerancia al Error de Sistemas M-arios

1/2

Bit error probability, P

Typical Py versus Ey/N, curve

N

04/04/2013
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Direction of
movment for Py
improvement
— Ideal curve Para los valores de E,/N, por encima del limite de
Shannon (-1.6 dB ), la probabilidad de error en el caso
ideal es nula, es decir Pg=0. Cuando la relacion sefal
ruido alcanza el limite de Shannon, en el caso peor
Pg=1/2. i Por qué en el caso peor no es P,=1?
Shannon limit
(-1.6 dB)
En/Ny (dB)




Bit error probability, Pz(M)

Tolerancia al Error de Sistemas M-arios

| Bit error probability for M-ary orthogonal signalling | ' | Bit error probability for coherently-detected MPSK signalling ‘
107 k=1 107L
_2 g
k=3 E
102 b k=4 = 107}
k=5 =
=
f=6 3
k=7 =
10° =8 = 10°
=9 5
=10 1
k=15 a
10 k=20 10*
| Shannon limit
(-1.6 dB)
10° L | L IE/ Ny (dB) 10° IEy/ Ny (dB)
-10 -5 0 5 10 15 20 -10 0 10 20 30

La probabilidad de error Pg(M) de una modulacién M-aria en un canal AWGN mejora al aumentar del niumero k de
bits por simbolo en el caso de un esquema ortogonal y empeora en el caso de un esquema MPSK. ¢Por qué,
entonces, se utilizan modulaciones de fase M-arias?
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Tolerancia al Error de Sistemas M-arios

A DL
Decision Line 0 Ademas de E /N, hay otras figuras
=1 . =2 de mérito como:
M=2"=2 l n M=2"=4 Vi n
E=E~1%=1 < E~E,/=12/2=1/2 e \ O Ancho de banda
~ | > -~ - O Throughput
: | y : ’ O Complejidad
O Coste
 Para sefiales ortogonales si k
' s Y aumenta, aumenta también el ancho
- — de bgr_u}la necesario para la
M=2"=8 ) i ,'?;_ ’:}‘:2":161 DL _ n transmision
EEEET3E1R b/ Q La excelente tolerancia al error es

-~

h 4

F S

alcanzada en detrimento del ancho de
banda
Para sefales MPSK si kK aumenta el
ancho de banda de transmision se
mantiene constante

d E/ excelente ancho de banda es
alcanzado en detrimento de Ila
tolerancia al error

A medida de que M=2k aumenta, la modulacidn se hace mas vulnerable al error (es decir, el margen de
ruido disminuye) porque estamos concentrando en el mismo espacio mas vectores de sefial. Para
mejorar el margen de ruido es posible aumentar la potencia de transmisién hasta que n alcanza la
longitud del caso binario (BPSK).

04/04/2013
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Tolerancia al Error de Sistemas M-arios

k=3, M=2"=8
4-PSK
3 = P
k=2.M=2"=4 4 DL
E |s.\2 ’
===l 15[ =f2
"k 2 i ,
Fixed E/N, .- % Fixed E/Ny
/,/\ n
S, = Z 5, 5,
2

L

Si3

O Si aumentamos el tamafio M de un conjunto de sefiales MPSK caben dos
posibilidades:

L Una mejora del ancho de banda en detrimento de la probabilidad de error

O Aumentar E,/N,de manera que Pgz(M) no se degrade manteniendo invariado el
ancho de banda
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Quadrature BPSK

Tolerancia al Error de Sistemas M-arios

d Una modulacion QPSK (4-PSK) con sefiales de
amplitud A y bitrate R puede verse como la
combinacion de 2 modulaciones BPSK ortogonales

Inphase BPSK A2

04/04/2013

S

N

*

Q
O Larelacion entre E, /N,y S/N es:
B
cos et N,

con una amplitud A/xﬁy un bitrate R/?2

O Los bits pares son transmitidos en el canal |, mientras que
los bits impares son transmitidos en el canal en cuadratura

(J Cada una de las modulaciones BPSK tiene una

potencia media de S/2 vatios, por tanto:

W

E, S/2
N, N

R/2

j:

S

N

(&)

O Cada una de las modulaciones BPSK tiene la misma relacion
sefial ruido de la QPSK'y, por tanto el mismo Py
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Tolerancia al Error de Sistemas M-arios

En una modulacidn MFSK el vector n no se reduce al aumentar de M=2k y del nimero de regiones de

decision porque en un espacio ortogonal M-ario la distancia entre dos vectores s;y S; es constante.

| Symbol error probability vs. SNR for coherent FSK ‘

1.0
i M=1024
M=512
107 \\‘ ‘ M=256
\.,,“-.\\‘_ M=128
N
) \\\‘\‘ M=64
gm M=32
= M=16
= M=8
:._':‘6'10-3 M=4
_-.;‘ M=3
5 M=2
2 M=3
2107
é El hecho que Pg(M) aumenta al 1
& aumentar de M (y por tanto de k)

109 | podria parecer contradictorio. DL
Este comportamiento es debido
al hecho que, a pesar de que n -

10°F no se reduce al aumentar de n
M=2K, el nUmero de regiones de 7
decision aumenta y hay M-1 al N,

10-? o _epe a L
posibilidades de realizar un error. =2

10° J I . | SNR (dB)

-10 -5 0 5 10 15 20. . . L.
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Tolerancia al Error de Sistemas M-arios

O Fijar la relacion sefial ruido SNR equivale a fijar la energia por simbolo transmitido
U Cuando aumenta M, la misma energia se distribuye sobre mas bits
O Se necesita més potencia para transmitir (mds SNR) pero la potencia por bit (es decir, E,/N) se ve reducida
O Utilizar el SNR como figura de mérito en sistemas digitales es poco efectivo y puede llevar a conclusiones
engafiosas. En este sentido es mas util utilizar como indicador E,/N,
O Hay que mapear Pc(M) vs. SNR en P(M) vs. E./N,
Eb:i[zjand golog, M _k
N, NUR T T
E, _S[_PT S(rT
N, Nllog,M N k
10 for FSK W =~ L:;, FT ~1= £ _S5 Lj 0 _ W detection band
T Ny Nk T symbol time
g 10"} k=1 g 107+
& k=10 &
E 107 >:§ 10% ¢
g | g
) £
g g
o 3 = -3
R e S = 10°¢
£ ! | =l
£ N\ £
- | | =
v | | 7]
) ERWE ) La tolerancia al error mejora al
10 :1o1ogl,smm_10dB:>sm,\ = 03:10 10° |
I 101og133\72m_13d3:>3\724 . \qﬁ:kzo aumentar de k.
8
10° / L SNR (dB) 10p Ex/Ny (dB)
SWWPE”M‘I;D=11—U=1“ 10log, SNR 1y, = 3dB = SNR ., = 10% ~2
S‘RWP“UF%:%:— 10log,, SNR ., =10dB= SNR,,,, = 10" =10
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Tolerancia al Error de Simbolo de Sistemas M-arios

[ Symbol error probability for coherently detected MPSK| 1 Para EJN, grande, la probabilidad de

1.0

— - -
o o S
b2 =] L

Symbol error probability, Pg(M)

—
<
B

error de simbolo Pc(M) para detectores

coherentes de sefnales

M-arias

equiprobables es:

de simbolos

Donde E~=E,log,M es la energia por
simbolo y M=2K el tamafio del conjunto

Para sistemas coherentes diferenciales (y
E./N,grande) la probabilidad de error es:

2E

S sin

T

)= ZQL\ N,

2M

|

10°

04/04/2013

I Ey/No (dB)
30
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Tolerancia al Error de Simbolo de Sistemas M-arios

Symbol error probability for coherently detected
M-ary orthogonal signalling O Para sistemas M-arios ortogonales (MFSK) con
deteccidn coherente Pg(M) resulta ser:

1.0
N P.(M)<(M —1)Q( / _Sj
1 A\ 1 d Parasistemas no coherentes es:
S \ 2 )= oo Sy Jen| |
Q:J M No j=2 J JNO
: =3 O Donde:
£ =4 (MJ M1
= 3 Y
E 107 - k=3 j (M=)
E =6 QO  Es el coeficiente binomial que expresa el nimero
- =7 de maneras en las que ] de M simbolos
= k= o detectados pueden ser incorrectos
= 107} \ =8 O En el caso binario P(M) se reduce a:
£ ' =9 1 E
= P. = —exp| — —
= k=10 ° 2exp[ ZNJ
) k=15 L Para k>7 hay una diferencia despreciable entre
107 =20 probabilidad de error con deteccidn coherente y
con deteccidon no coherente por lo que es posible
" Shannon limit fijar un limite superior comun:
(-1.6 dB) (M -1) ( E j
) ™ P-(M)< exp| —
5 |
10 | | Ey/No (dB) :(M)< = =ee| o
-10 -5 15 20
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Tolerancia al Error de Simbolo de Sistemas M-arios

M = 2F O La relacion entre la probabilidad de error de bit

B‘r s . .
k=3 = M =8 symbols pos;ﬁon Pz y de simbolo Pg para un sistema M-ario
ortogonal es:

0 0 0 2% = 4 possible bit errors
I bl VST | P, 2! M/2
All the ] [Ty kel 0 1 0 ; D ok 1
. symbo sarcequallylikely o 1 : ITransm.'ﬁed PP 2-1 M-1
2" —1=7 possible symbol errors 1 0 0 bit
0 1 L Al limite, cuando k aumenta se obtiene:
1 0
i | limfe 1
k—o0 PE 2
O En el caso de sefiales MPSK Pz es menor o igual a Symbols more likely to be Gray coding avoids
PE como en el caso de sefiales MFSK, sin embargo received in case of error multibit reception errors
los vectores no son equidistantes como el en caso
de sefales MFSK Transmitted 0102 001 011} 001
O Para esquemas no ortogonales como el MPSK, los symbol 000 000
simbolos se  suelen  codificar _ utilizando
codificacion de Gray de manera que simbolos ‘ ‘
adyacentes difieran sélo de un bit <, 111 Q1O 100
O Utilizando codificacién de Gray resulta: 101 | 110 111 | 101
PB ~ PE (for PE << ]_) Binary coding Gray coding
log, M
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