Leccion 3: Probabilidad

1 Introduccion y algunas definiciones

La estadistica descriptiva presenta algunos métodos que son utilizados para
describir un conjunto de datos, lo que es conocido como una muestra. Si el
unico proposito del investigador es describir un experimento concreto, tales
métodos pueden considerarse suficientes. No obstante, si lo que se pretende
es utilizar la informacion obtenida para extraer conclusiones generales sobre
la poblacién, entonces los métodos de la estadistica descriptiva constituyen
solamente el principio de los andlisis. Para obtener conclusiones validas y
hacer predicciones correctas acerca de una poblacién a través de una muestra,
debe recurrirse a métodos de inferencia estadistica. Estos métodos implican
el uso de la teoria de probabilidades.

La Teoria de la Probabilidad es la base matematica sobre la que des-
cansa la Estadistica. El mismo concepto de probabilidad, aunque lo em-
pleemos cotidianamente, es bastante esquivo: solo se pudo dar una definicién
matematica correcta bien entrado el siglo XX. Sin embargo no vamos a
ser aqui muy rigurosos, ya que nuestro objetivo no es otro que adquirir
los conocimientos y la destreza necesarios para avanzar en los principios y
métodos de la estadistica.

Definicién 1 Un experimento o fenémeno aleatorio es aquel en el que

los resultados pueden ser distintos y no se sabe cudl de ellos aparecerd al
final.

Ejemplo 2

1. Experimento aleatorio: tirar una moneda y ver si sale cara o cruz. Cara
y cruz son los dos sucesos elementales asociados al experimento de
tirar una moneda. El conjunto de sucesos elementales asociados al
experimento aleatorio tirar una moneda es el espacio muestral, en
nuestro caso {2 = {cara, cruz}.

2. Experimento aleatorio: tirar un dado y ver el nimero que sale. Los
sucesos elementales asociados a este experimento aleatorio seran
aquellos resultados posibles tales que siempre ocurre alguno de ellos y
son mutuamente excluyentes. Que salga el 2, es un suceso elemental,




ya que si tiramos el dado, o sale el dos ( y en este caso no sale ningin
otro nimero) o no sale el dos. El conjunto de los sucesos elementales
asociado al experimento aleatorio es el espacio muestral, en este caso

Q=1{1,2,3,4,5,6}.

. Experimento aleatorio: niimero de personas que entran entre las 12:00
y las 13:00 horas en el Corte Inglés de Callao (Madrid). Esta claro
que entre las 12:00 y las 13:00 entrara un nimero fijo de personas, por
ejemplo, si entran 17.342, entra eso nimero exacto de personas, y no
17.346 ni 15.835. Un suceso elemental asociado a este experimento
serd el 17.342. Si suponemos que es imposible que en una hora entren
mas de un millén de personas, entonces el espacio muestral asociado a
este experimento aleatorio podria ser

Q=1{0,1,2,3, -, 999.999},
aunque también podriamos pensar en el espacio muestral como NU{0}.

. Experimento aleatorio: Tomar al azar una persona el 8 de febrero de
2011, entre las 10:00 y las 13:00 horas, en la Puerta del Sol de Madrid
y medir su altura. El espacio muestral sera un intervalo que recoja las
alturas que, razonablemente, puedan obtenerse, por ejemplo el inter-
valo (1.30,2.25), aunque también podriamos haber tomado el intervalo
(0, 00).

Un suceso asociado a este experimento aleatorio es un subconjunto
del espacio muestral 2. El suceso (1.75,1.90) corresponde a tener
una altura mayor que 1.75 y menor que 1.90.

. Experimento aleatorio: tirar dos monedas distinta y ver el resultado,
(importa el orden). El espacio muestral asociado a este experimento
aleatorio es

Q1 = {cara-cara, carac-cruz, cruz-cara, Cruz-cruz}.

. Experimento aleatorio: tirar simultaneamente dos monedas exactamente
iguales y ver el resultado, ( no importa el orden). El espacio muestral
asociado a este experimento aleatorio es

2 = {dos caras, dos cruces, cara y cruz}.



7. Experimento aleatorio: Tirar simultaneamente dos dados exactamente
iguales, (no importa el orden) El espacio muestral asociado asociado a
este experimento aleatorio es

{11}, {1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{1,6},{2, 2},
Q= {27 3}’ {2’ 4}’ {27 5}? {27 6}7 {37 3}7 {37 4}7 {3a 5}a
{3,6},{4,4},{4,5},{4,6},{5,5},{5,6},{6,6}

Un suceso asociado al experimento aleatorio tirar simultdneamente
dos monedas exactamente iguales y ver el resultado, es un subconjunto
del espacio muestral. Por supuesto, cualquier suceso elemental es un
suceso.

El suceso= {{1,5},{2,4},{3,3}} lo podemos definir cualitativamente
como:” al tirar simultaneamente dos dados exactamente iguales, su
suma sea 6.

El suceso que "al tirar simultaneamente dos dados exactamente iguales,
su suma sea multiplo de 3” es

{{1,2},{1,5},{2,4},{3,3},{3,6},{4,5}, {6, 6}}

Dentro de los sucesos asociados a un experimento aleatorio, distin-
guimos el suceso seguro que es el espacio muestral, (2, y el suceso
imposible que es el conjunto vacio, .

8. Experimento aleatorio: eleccion al azar de un persona entre 40 y 45
anos censada en Madrid y tomar su peso en kilogramos. FEl espacio
muestral {2 serd un intervalo de R que recoja los pesos que, razonable-
mente, puedan obtenerse, por ejemplo € = (30, 180).

El suceso
[65,90] = pero en kilogramos mayor o igual que 65 y menor o igual que 90,
el suceso

peso en kilogramos mayor que 100 = (100, 180).



RESUMEN 3 Se llama espacio muestral €2 a un conjunto matemdtico
donde cada elemento representa un resultado (concreto) de un experimento.
Dado que es una imagen matemdtica (abstracta) de un problema (real), no es
necesariamente unico para un experimento dado, pudiendo por tanto existir
diferentes espacios muestrales para un mismo problema.

A cada elemento del espacio muestral se le llama suceso elemental,
ya que se considera como los resultados mds simples que interesan de un
experimento. Normalmente se desea estudiar caracreristicas de algunos sub-
conjuntos de sucesos elementales, que reciben el nombre de sucesos. Se dice
que un suceso A C  ocurre cuando el resultado del experimento w estd
asociado a uno de sus sucesos elementales, es decir, w € A.

Ejercicio 4 Describir el espacio muestral para cada uno de los siguientes
experimentos aleatorios:

1. 250 personas son seleccionadas en la UPM y se les pregunta si van a
votar al candidato A o B.

2. Un dado es lanzado cinco veces consecutivas.
3. Cinco lados son lanzados simultaneamente.

4. Una moneda es lanzada hasta que salen dos caras o dos cruces consec-
utivas.

5. Cluatro objetos diferentes se envasan en paquetes de dos.

6. Cuatro bolas son extraidas aleatoriamente y sin reemplazamiento de
una urna que contiene ocho bolas blancas y seis azules.

1. Si w; representa la opcion del i-ésimo encuestado, ¢ = 1,2, - -, 250,
entonces un posible espacio muestral es

= {w = (wl,a)g,- ",W250) NS {A,B}, 1= ]_,27" ,250}
={(A,A--- A),AB, - A), - (B,B,---,B)}.

Si no interesa conocer lo que vota cada persona, otro espacio muestral
valido seria:

Q=1{0,1,2, -, 250},

donde cada suceso elemental representa el nimero de encuestados que
optan por el candidato A.



. Representando por w;, 2 = 1,2, 3,4, 5, el i-ésimo lanzamiento del dado,
un elemento del espacio muestral serfa (4,2, 6,1, 1), que representa que
con el primer dado hemos obtenido 4 puntos, con el segundo 2 puntos,
con el tercero 6 puntos, con el cuarto 1 punto y con el quinto 1 punto.

Q={w = (w1, ws, ws,wy,ws) :w; € {1,2,3,4,5,6}}.

. Los dados se lanzan de forma simultdnea, por lo que de cada lanza-
miento tendremos en cuenta tan solo el nimero de veces que ha salido
cada cara del dado. Si w representa los resultados de un lanzamiento,
w=(0,1,0,2,2,0) significa que en este lanzamiento no ha salido ningun
1, un 2, ningun 3, dos 4, dos 5 y ningin 6.

6
0= {w = (w1, Wa, W3, Wa, wWs, wg) : w; € {0, 1,2,3,475},2% — 5} _

=1

. Representando por w; el nimero de lanzamiento hasta conseguir dos
caras o dos cruces consecutivas, y por wy el resultado de los iltimos lan-
zamientos, el elemento (wq,ws) = (7, X) significa que hemos necesitado
7 tiradas para obtener dos cruces consecutivas.

Q={w=(w1,we) 1w €{2,3,---},wr € {C, X }}.

. Hay 4 objetos, que representamos por A, B, C'y D, y se envasan en
dos paquetes de dos objetos cada uno. Por lo tanto, cuando se conozca
la composicién de un paquete ya se conoce la del otro. Ademas, elegido
un objeto, por ejemplo A, basta saber quién va con él en el paquete.
Teniendo esto en cuenta, podemos definir como espacio muestral para
este experimento:

Q={B,C,D}.
. Designamos por B el color blanco y por A el azul. Supongamos que
w es una extraccion, w = (B, A, A, B) significa que la primera bola

extraida ha sido blanca, la segunda y tercera azules y la cuarta blanca.

Q={w = (w,ws,ws,wy) :w; € {B,A},i =1,2,3,4}.
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Ejercicio 5 Una moneda es lanzada cinco veces. Definir espacios muestrales
diferentes de acuerdo a los siguientes objetivos:

1.
2.

solo el numero de caras es de interés.
El resultado de cada lanzamiento individual es de interés.

Mostrar que cualquier espacio muestral satisfactorio para 2. puede ser
también usado en 1., pero que la afirmacion reciproca no es cierta.

i cada suceso elemental w ="nimero de caras de caras obtenidas en
Si cad 1 tal 7 d d btenid
los cinco lanzamientos”, un posible espacio muestral es

Q=1{0,1,2,3,4,5}.

Si es importante el resultado de cada uno de los lanzamientos, estos
deben quedar reflejados en el espacio muestral. Un suceso elemental
puede ser definido por (C,C, X, C, X) que nos indica que en el primer y
segundo lanzamiento de la moneda hemos obtenido cara, en el tercero
cruz, el el cuarto cara y en el quinto cruz. Si en un lanzamiento w, w;
indica el resultado del i-ésimo lanzamiento, i € {1,2,3,4,5}, un posible
espacio muestral es

Q ={w = (w1, ws, w3, wy,ws), w; € {C, X}, i €{1,2,3,4,5}}.

Si tomamos un suceso del espacio muestral del apartado 2 podemos cal-
cular el nimero de caras que han salido (espacio muestral del apartado
1). Sin embargo, a partir del niimero de caras que se han obtenido en los
cinco lanzamientos no podemos saber el resultado de cada lanzamiento
individual.

El suceso seguro es aquel que siempre ocurre, es decir es el espacio
muestral €). El suceso imposible o nulo es aquel que nunca ocurre, es

decir el (.

1.1

Operaciones con sucesos

Todo suceso puede ser escrito a partir de los sucesos elementales o de otros
sucesos mediante las operaciones de la teoria de conjuntos.

Supongamos que hemos realizado un cierto experimento aleatorio con
espacio muestral asociado 2.



Unién de sucesos. Dados n sucesos Sy, S2,- - +,.S, € Q, J_, S; es
otro suceso (€ ), y dado el suceso elemental w se tiene

we S
n 0w € Sy
w € U S; <—
i1 .
owES,.
Interseccién de sucesos. Dados n sucesos S, S2,--+,S, € Q, (N, S;

es otro suceso (€ ), y dado el suceso elemental w se tiene

w € Sl
n yw - 52
w e m Sz <
i=1 e
ywE Sy.
n sucesos S, 5, - -, S, € €1 son incompatibles o disjuntos si su

interseccién es igual al suceso imposible
n
(si=0
i=1

n sucesos Sy, S, - -, S, € ) son disjuntos dos a dos si

SZHSJZQ, Z#]v ’Laj:172a7/n’

n sucesos Sy, So, -+, S, € € forman una particién del espacio muestral
(), si son disjuntos dos a dos y la unién de todos ellos es el espacio
muestral. ( Esta definicién de particién puede ampliarse a un conjuntos
numerable de sucesos disjuntos dos a dos).

Diferencia de sucesos. Dados dos sucesos 57, Sy € €1, su diferencia
S1— 55 es el suceso integrado por los elementos de S; que no pertenecen

a SQ.

La operacién diferencia no es conmutativa, es decir, en general

Sy — Sy # Sy — 8.



e Suceso complementario. El suceso complementario de S € () es
designado por S¢ y definido por

Se=Q-5.

e Propiedades Dados los sucesos S1, 59, S3 € €1 se verifica:

- {55}6251-
— Q¢ =10.
— =0
- S;US{=Q.
- S NSE=40.

— Propiedad conmutativa

S1USy =5 U5, S1N S =95N5;.

- Propiedad asociativa

{Sl U SQ}U53 - S]_U{SQ U 53} 5 {Sl ﬂ SQ}HSg — Slﬂ{SQ ﬂ 55} .

— Propiedad distributiva

S1U{S2 N S3} = {S1US}N{S1USs}, Sin{SyU S5} = {S1 NS }Ul{S1 N S3}.

— Leyes de Morgan

{S1 U Ss}¢ = S SE, {S1 NSy} = S°U S5

Ejemplo 6 Consideramos Ezxperimento aleatorio: Tirar simultaneamente
dos dados exactamente iguales, (no importa el orden) El espacio muestral
asociado asociado a este experimento aleatorio es

11,13, {1, 23, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {2, 2},
Q=19 {2,3},{2,4},{2,5},{2,6},{3,3}.{3,4}.{3.5},
{3,6},{4,4},{4,5},{4,6}, {5,5}, {5,6}, {6,6}

Consideramos los sucesos asociados a este experimento aleatorio:



S1 = que ”al tirar simultdneamente dos dados exactamente iguales, su
suma sea multiplo de 3”.

S1={{1,2},{1,5},{2,4},{3,3},{3,6},{4,5},{6,6}}.

Sy = que ”al tirar simultaneamente dos dados exactamente iguales, su suma

sea 6.
SZ - {{17 5}7 {274}7 {37 4}}

S3 = que "al tirar simultdneamente dos dados exactamente iguales, su suma
sea mayor o igual que 8”.

Ss = {{2,6},{3,5},{3,6},{4,4},{4,5},{4,6},{5,5},{5,6},{6,6}}.
e Union de sucesos

1. Suceso que ”al tirar simultaneamente dos dados exactamente iguales,
su suma sea multiplo de 3 o mayor o igual que 8"= 57 US3 = con-
junto de sucesos elementales que estann en S; o Sj.

{1,2},{1,5},{2,4},{2,6}, {3,3},{3,5},
S1U 55 = { (3,6}, {4,4), {4,5},{4,6}, {5,5), {5,6}, {6, 6} } :

2. Suceso que ”al tirar simultaneamente dos dados exactamente iguales,
su suma sea multiplo de 3 o sea igual a 6”= S} U S = conjunto
de sucesos elementales que estan en S; o Ss.

S1U S, =54,

Sy estd contenido en Sy, Sy C 5.
3. 5,UQ=0Q.
4. Sl U @ - Sl.

e Interseccién de sucesos

1. Suceso que ”al tirar simultaneamente dos dados exactamente iguales,
su suma sea multiplo de 3 y mayor o igual que 8’= 51N S3 = con-
junto de sucesos elementales que estani en S; y Ss.

Sl N S3 = {{37 6}7 {47 5}7 {67 6}}



2. Suceso que ”al tirar simultaneamente dos dados exactamente iguales,
su suma sea multiplo de 3 y sea su suma sea 6”= 57 N .Sy, = con-
junto de sucesos elementales que estan en Sy y Ss.

S1 NSy =9,

Sy esta contenido en Sy, Sy C 5.

3. Suceso que "al tirar simultaneamente dos dados exactamente iguales,
su suma 6 y sea mayor o igual que8”= S;MNS3 = conjunto de suce-
sos elementales que estan en S; y Ss.

SgﬂS;J,:@,

y decimos que Sy y S3 son disjuntos .
4. Sl N Q - Sl.
5. S1N0=0.

e Diferencia de sucesos

1. Suceso que "al tirar simultaneamente dos dados exactamente iguales,
su suma sea multiplo de 3 y no sea mayor o igual que 8= S1—53 =
conjunto de sucesos elementales que estan en S; y no estan Ss.

S1— 83 = {{1,2},{1,5},{2,4},{3,3}}.

2. Suceso que ”al tirar simultdaneamente dos dados exactamente iguales,
su suma 6 y no sea mayor o igual que8”= Sy — S35 = conjunto de
sucesos elementales que estan en S; y no estan Ss.

Sy — S5 = 5.

3. 51N =0.
e Suceso complementario

1. Suceso complementario de S; es designado por S{ y definido por

o AL {13, {143, {1, 6}, {2,2},{2, 3}, {2,5},
St =05 = { (2,6, {3.4}. {3.5} {44} {4.6}.{5.5}. {5, 6} }

10



2 Probabilidad

Supongamos que realizamos un experimento aleatorio y sea ) el espacio
muestral asociado al experimento aleatorio.

Definicién 7 Algebra de sucesos
Sea A una familia de sucesos, (subconjuntos de ). Diremos que A es
un dlgebra de sucesos si se verifica:

e e A
o Si un suceso S estd en A, también estd su complementario S°€.

e 51 51,5 € A, se tiene que S; U S, € A.

Ejemplo 8 Consideramos el experimento aleatorio de lanzar un dado y ver
la puntuacion que obtenemos. En este caso el espacio muestral es

0=1{1,2,3,4,5,6}.
Conpruébese que el conjunto
P(Q)={S: S es un subconjunto de Q},
es un dlgebra de sucesos.
P () es el conjunto formado por los subconjuntos de €.
S = "obtener un nimero par al lanzar el dado” = {2,4, 6},

es un subconjunto de 2 y por lo tanto un elemento de P(£2).
Vedmos que P(2) es un agebra de sucesos.

e Como 2 es un subconjunto de €2, entonces 2 € P(Q).

e Sea S € P(f), S es un subconjunto de 2, enonces S¢ también serda un
subconjunto de Q y por la tanto S € P(Q).

e Sean Sy, Sy € P(Q), esto quiere decir que S; y Sy son subconjuntos
de €2, de aqui S7 U S5 también es un subconjunto de ) y por lo tanto
S1U Sy € P(Q),

11



y hemos demostrado que P(£2) es un algebra de sucesos.
Vamos a describir en este caso quien es P(£2).

e Subconjuntos de 2 sin ningin elemento. El .

e Subconjuntos de €2 con un elemento.

{1} {2}, {3}, {4}, {5}, {6}.

Subconjuntos de €2 con dos elementos.
{1,2}, {1,3}, {14}, {1,5}, {1,6},

(2,3}, {2,4}, {2,5}, {2,6}, {3,4},
{3,5}, {3,6}, {4,5}, {46}, {5,6}.

Subconjuntos de €2 con tres elementos.

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,2,6}, {1,3,4},
{1,3,5}, {1,3,6}, {1,4,5}, {1,4,6}, {1,5,6},
{2,3,4}, {2,3,5}, {2,3,6}, {2,4,5}, {2,4,6},
{2,5,6}, {3,4,5}, {3,4,6}, {3,5,6}, {4,5,6}.

Subconjuntos de €2 con cuatro elementos.

{1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,3,6}, {1,2,4,5}, {1,2,4,6},

{1,2,5,6}, {1,3,4,5}, {1,3,4,6}, {1,3,5,6}, {1,4,5,6},
{2,3,4,5}, {2,3,4,6}, {2,3,5,6}, {2,4,5,6}, {3,4,5,6},

Subconjuntos de €2 con cinco elementos.

{1,2,3,4,5}, {1,2,3,4,6}, {1,2,3,5,6}, {1,2,4,5,6}, {1,3,4,5,6}, {2,3,4,5,6}.

e Subconjuntos de €2 con seis elementos.

{1,2,3,4,5,6} = Q.

12



Observacién 9 Si en vez de tener un niumero finito de sucesos n, tenemos
un numero infinito de ellos y cambiamos la tercera condicion por que la union
numerable | J;2, S; de cualquiera de ellos pertenezca a A, diremos que A es
una o — dlgebra.

4

Definicién 10 Definicién axiomatica de probabilidad (Kolmogorov).

Supongamos que se realiza un experimento o fenomeno aleatorio con es-
pacio muestral asociado 2, y sea A un o — dlgebra definida sobre Q). Una
funcion de probabilidad asociada al experimento aleatorio, que designaremos
por P, es una funcion real definida en A que satisface los siguientes driomas

e Axioma 1. P: A — [0,1].

Si S € A, el nimero P(S) > 0 es denominado probabilidad del suceso
S.

e Axioma 2. P(Q) =1.

e Axioma 3. Sea Si,S5s;- - € A disjuntos dos a dos, se verifica
P (U SZ-) = P(S))+ P(S2) + - -

La tripleta (2, A, P) se conoce como espacio probabilistico.

Observacién 11 Dado un experimento aleatorio con espacio mues-
tral 2, el alumno ”debe pensar” en .4 como el conjunto P(£2).

Ejemplo 12 Consideramos el experimento aleatorio de lanzar un dado y ver
la puntuacion que obtenemos. En este caso el espacio muestral es

0=11,2,3,4,5,6},
y como hemos comprobado en el Fjemplo 8, el conjunto

P(Q2) ={S: S es un subconjunto de Q},

es un dlgebra de sucesos.
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Si S € P(R), definimos

B Cardinal de S B Cardinal de S
~ Cardinal de Q 6 '

P(5)

Vamos a ver que P es una funcion de probabilidad. Para ello, vamos a ver
que verifica los tres axiomas.
e 5iS € P(Q), se tiene que
0 < Cardinal de S < Cardinal de €2,

dividiendo por Cardinal de {2

Cardinal de S
0< - <1,
Cardinal de €2

luego P toma valores en [0, 1].

B Cardinal de 2 B

P() = Cardinal de Q

e El tercer axioma lo vamos a comprobar solo para dos sucesos disjuntos

Sl y SQ.

Si son disjuntos, S; NSy = (), se tiene que

Cardinal de S; U Sy = Cardinal de S; + Cardinal de S,

entonces
P(SUS,) = Cardinal de S; U Sy _ Cardinal de S; 4 Cardinal de Sy
6 6
— Cardinzl de 5 n Cardingl de Sy _ P(S)) + P(Sy).

n

Ejemplo 13 Consideramos el experimento aleatorio de lanzar simultanea-
mente dos monedas iguales y ver el resultado.Si desigamos por Ey = (+,+)
que salgan dos caras en el lanzamiento de las dos monedas, Ey = (+,—)
que salga una cara y una cruz en el lanzamiento de las dos monedas, y
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Es = (—,—) que salgan dos cruces en el lanzamiento de las dos monedas, el
espacio muestral es

Q — {E17 EQ) E2}7

y se puede comprobar que el conjunto
P(Q2) ={S: S es un subconjunto de 2}

= {®7E17E27E37E1 UE27E1 UE37E2UE37E1 UEQUE3 = Q}7

es un dlgebra de sucesos.

1. Definimos

1
P(0) =0, P(Ey) = P(Ey) = P(k3) = 3
2
P(E,UEy) = P(E1UE3) = P(EyU E3) = 3’ P(Q) =1,
es facil ver que P es una funcién de probabilidad:
e P es una funcién que toma valores en [0, 1],
o P() =1,
e Tomemos dos sucesos disjuntos, por ejemplo F; vy Ey U Ej3, se
verifica
1 2
P(EyU(EyUES)=P(Q)=1= 3 + 3= P(Ey) + P(Ey U Ej).

Anlogamente lo veriamos con cualquier otro par de conjuntos.
P es entonces una funcién de probabilidad.

2. Definimos
P(0) =0, P(E,) = P(E;) =

P(EyUEy) = P(EyU E3) = 7 P(E, U E3) =
es facil ver que P es una funcién de probabilidad:

e P es una funcién que toma valores en [0, 1],
e P(Q) =1,
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e Tomemos dos sucesos disjuntos, por ejemplo F; v FEy U Ej3, se
verifica

Pqu&U&D:Pm%ﬂ:%+Z:Pw0+ﬂ@uﬂﬂ

Anlogamente lo veriamos con cualquier otro par de conjuntos.
P es también una funcién de probabilidad.

Si entendemos, por lo menos intuitivamente, que
P(S) = a€0,1],

significa que si realizamos el experimento aleatorio muchas veces, por ejem-
plo 1000, entonces S se produciria aproximadamente en 1000« veces; con
esta interpretaciéon, que P(E;) = %, entenmderiamos que si realizamos el
experimento de lanzar dos monedas iguales simultaneamente 1000 veces, ob-
tendriamos aproximadamente 333 ~ 1000 - % veces las dos monedas son cara,
lo cual, aunque puede ser cierto, no es lo de esperar. Uno pensaria que si
repite el experimento 1000 veces,

250 = 1000 - }L se produciria F1,

500 = 1000 - 1 se produciria Es, y

250 = 1000 - ; se produciria FEj.

Lo razonable es que la funcién de probabilidad que utilizasemos para el
experimento aleatorio de tirar dos monedas iguales simultanemamente sria
P.

Asociado a un experimento aleatorio, ”la funciéon de probabilidadd que
vamos a utilizar” viene definida empiricamente.

Ll

Propiedades Sea (2,4, P) un espacio probabilistico. se verifica -
1. P(S¢)=1—P(9).
2. P@)=0.
3. Si S7 C 9, se tiene
P(S1) S P(S2), v P(S2—51) = P(S:) — P(5). (1)
4.
P(S1USy) = P(S1) + P(S3) — P(S1NSy). (2)

16



Proof.

1. Sea S un suceso. Sabemos que SU S° = Q y que S y S¢ son disjuntos,
por Axioma 3.

1= P(Q) = P(SUS) = P(S) + P(S°) = P(S°) =1— P(S).

2. P(0)=1—P0)=1-P(Q)=1—-1=0.

3. 51 87 C Sy, podemos escribir Sy = S; U {5 — S1}. Sabiendo que
Slm{SQ_S]_} :(D,

P(S2) = P(SlLJ{SQ—Sl}) = P(Sl)+P(SQ—Sl) — P(SQ—Sl) = P(Sg)—P(Sl)

Puesto que P(Sy; — S1) > 0, de P(Sy) = P(S1) + P(S2 — S1) se deduce
que P(S;) < P(952).

4. Ya que

S1USy =8, U{Sy —{S1NSy}},

y S1N{Sy — {S1 N S2}} =0, aplicando las propiedades anteriores
= P(S1) + P(S3) — P(S1 N Sy).

Ejemplo 14 El 60% de la poblacion M de una determinada ciudad lee el
periodico A, el 35% el B y un 15% ambos. FElegido un ciudadano al azar,
calcular la probabilidad de:

1. ser lector de algin periodico:

2. no ser lector de ninguno;
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3. leer solo el periodico A;

4. leer solo uno de los dos periodicos.

Solucién.

Experimento aleatorio: elegir un ciudadano de la poblacién M y ver si
lee 0 no alguno de los periodicos A o B.

El espacio muestral podria ser

QO ={A, B,N},
donde
A = "el ciudadano elegido lee el periédico A”,
B ="el ciudadano elegido lee el periédico B”,
A = "el ciudadano elegido no lee ni el periddico A ni el B”.

Vamos a pensar que tenemos definido un espacio probabilistico ”asoci-
ado” a este experimento aleatorio (2,4, P). Salvo que se nos indique lo
contrario, siempre pensaremos en la o—algebra A = P({2) = subconjuntos
de €2. Suponemos que P es una funcién de probabilidad definida en esta
o—algebra, y por datos que tenemos, tomados de forma empirica,

60 3 35 15

1. Nos estan pidiendo la probabilidad del suceso A U B.

60 35 15
P(AUB):P(A)+P(B)—P(AQB):m+ﬁ—ﬁ:0,&

2. Nos estan pidiendo la probabilidad del suceso (AU B)°.
P((AUB))=1-P(AUB)=1-0,8=0,2.
3. Nos estan pidiendo la probabilidad del suceso A — (AN B). Como
ANBCA,

60 15 45
P(A=(ANB)) = P(4) = PANB) = 05 — 7o = 1o
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4. Nos estan pidiendo la probabilidad del suceso (A — (AN B))U (B —
(ANB)). Yaque A— (AN B)y B— (AN B) son disjuntos.

P((A—(ANB))U(B - (ANB))) = P(A— (ANB))+ P((B— (ANB))

= P(A)— P(ANB) + P(B) — P(ANB) = P(A) + P(B) — 2P(AN B)
60 35 30 65

=100 T100 100 100°
O

Observacion 15 La definicion de probabilidad, (debida a Kolmogorov), que
hemos dado es axiomdtica y nos dice, qué aplicaciones de A en [0, 1] son una
probabilidad; sin embargo no nos dice como construir una de ellas. Llegados
a este punto, y teniendo en cuenta que en la mayor parte de nuestros casos
los espacios muestrales van a ser finitos, conviene recordar la definicion de
Laplace, que es el concepto intuitivo que todos tenemos de probabilidad.

Definicién 16 Regla de Laplace.

Consideremos el espacio probabilistico (2, A, P). Esto significa que hemos
realizado un experimento o fenomeno aleatorio, con espacio muestral asoci-
ado Q, A es una o—dlgebra en  y en esta hemos definido una funcion
de probabilidad P. Vamos a suponer que el espacio muestral asociado estd
formado por un conjunto finito de n sucesos elementales

Q= {Wl,(JJQ, T '7wn}a

y que son igualmente probables, ;Qué significa esto?.
Esto significa que

P(Wi):P((,dj), Z;é]’ 1,7 =12,---,n.

Al ser los w;i, i = 1,2,---,n sucesos elementales, son dos a dos disjuntos,
y por lo tanto

P(w; Uw;) = P(w;) + P(w;), 1# j.
Como Q =wiUwa U---Uw,, se tiene

1=P(Q) =PlwUwaU---Uwy,) = Plw)+ P(wa) + - - -+ P(wy,) = nP(w;),

cualquiera que sea i =1,2,---,n. De esto deducimos que




Ejemplo 17
1. Experimento aleatorio: Tirar una moneda y ver si sale cara o cruz.
Q) = {cara, cruz}.

El espacio probabilstico que solemos considerar es (€2, P(€2), P) donde

1
P(cara) = P(cruz) = 3"

En este caso, los dos sucesos elementales son igualmente probables.
2. Experimento aleatorio: Tirar un dado y ver el niimero que sale.
0 =1{1,2,3,4,5,6}.

El espacio probabil$tico que solemos considerar es (€2, P(£2), P) donde

En este caso, los 6 sucesos elementales son igualmente probables.,

3. Experimento aleatorio: tirar simultaneamente dos monedas exacta-
mente iguales y ver el resultado.

) = {dos caras, dos cruces, caray cruz}.
El espacio probabilstico que solemos considerar es (€2, P(2), P) donde

1 1
P(dos caras) = P(dos crces) = 7 P(cara y cruz) = —

Es este caso, los tres sucesos elementales no son igualmente probables.

4. Experimento aleatorio: sacar una carta de la baraja espanola y ver cual
es.

) = conjunto formado por la 40 cartas de la baraja espanola.

El espacio probabilstico que solemos considerar es (€2, P(€2), P) donde

la probabilidad de sacar cualquier carta de la baraja espanola es 4—10.

En este caso los sucesos elementales son igualmente probables.
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O
La regla de Laplace nos dice que si tenemos un espacio probabilis-
tico (©,P(2), P), con cardinal de € finito y sucesos elementales igualmente
probables, entonces si S C €2 es un suceso,

P(S) = cardinal de S casos favorables

cardinal de Q@ casos posibles

Ejemplo 18 ;Cudl es la probabilidad de que al lanzar un dado dos veces se
obtenga una suma de puntos de siete?

Experimento aleatorio: tirar dos veces un mismo dado viendo la pun-
tuaciin que hemos sacado.

En el vector (-, ), en la primera componente pondremos la puntuacién que
hemos sacado al tirar el dado la primera vez, y en la segunda componente, la
puntuacién que hemos obtenido al tirarlo la segunda vez. (4,2) quiere decir
que al tirar el dado la primera vez obtuvimos 4 puntos y la segunda vez 2
puntos.

Espacio muestral Q = {(4,7), 4,7 € {1,2,3,4,5,6}}. El espacio proba-
bilistico que solemos considerar es (2, P(Q2), P) donde

P((i, 7)) = i,j €41,2,3,4,5,6}.

1
36’
En este caso el espacio muestral tiene 36 sucesos elementales igualmente
probables.
Suceso S ="la suma de las dos tiradas sea 7”

S=A{67): i+j=T7={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2), (6, 1)}.

Son seis los casos posible, o lo que es lo mismo el cardinal de S es 6

P(S) = cardinal de S ~ casos favorables 6 1
~ cardinal de Q  casos posibles 36 6’

O

Ejemplo 19 ;Cudl es la probabilidad de que al lanzar dos monedas se obtenga
por lo menos una cara?.
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Experimento aleatorio: tirar dos monedas. Espacio muestral
{dos caras, dos cruces, cara y cruz} .

Espacio probabilistico (£2, P(2), P) donde
1
P(dos caras) = P(dos cruces) = 7 P(cara y cruz) = 5

En este caso los sucesos elemetales no son igualmente probables y no podemos
aplicar la regla de Laplace.

{Podemos modificar el espacio probabilistico de tal manera que
podamos aplicar la ragla de Laplace?.

Suponemos que diferenciamos las monedas, por lo menos mentalmente,
por un 1 y un 2. Si ponemos (cruz,cara) queremos expresar que al tirar las
monedas, la primera fue cruz y la segunda cara.

Espacio muestral

) = {(cara, cara), (cara , cruz), (cruz, cara), (cruz , cruz)}.

Espacio probabilistico (2, P(€2), P) donde
1
P(cara, cara) = P(cara ,cruz) = P(cruz,cara) = P(cruz ,cruz) = 7

Ahora el espacio muestral consta de 4 sucesos elementales igualmente
probables.
Suceso S ="obtener al menos una cara’”.

S = {(cara, cara), (cara , cruz), (cruz, cara)},

y su cardinal es tres. ( Ocurre en 3 sucesos elementales, luego el nimero de
casos favorables es 3).

P(S) = cardinal de S ~ casos favorables 3
~ cardinal de Q@  casos posibles = 4’

O

A partir de ahora, no vamos a ser tan explicito en especificar el espa-
cio probabilistico. Cuando apliquemos la regla de Laplace, se supone que
estamos trabajando con sucesos elementales igualmente probables.
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Ejemplo 20 En una baraja de 40 cartas se sacan tres simultdneamente.
¢ Cudl es la probabilidad de que sean oros?.

Experimento aleatorio: sacar tres cartas simultaneamente de una baraja
de 40 catas

El espacio muestral 2 estara formado por todos los grupos de tres cartas
que yo pueda hacer con las 40 cartas de la baraja. Al sacar un grupo de
tres cartas, vemos primero una carta, y es el as de oros, la segunda es el 7
de espadas y la tercera es el 3 de copas. Este posible resultado, o suceso
elemental, lo desiganamos por el grupo

{as de oros, 7 de espadas, 3 de copas}.
Esta claro que este grupo es el mismo que el grupo
{7 de espadas, 3 de copas , as de oros},

no interviene el orden.
El cardinal de €2 vendra dado por
Ve o 40-39-38
Chy= 22 = ———— =9980.
0 p 3.-2-1
Consideramos el suceso
S ="las tres cartas elegidas son 6ros”.
., Cual es el cardinal de S7, jcantos posibles grupos de tres cartas hay, en
los cuales las tres cartas sean oros? Como tenemos 10 oros en la baraja, el
nimero vendra dado por

V3 10-9-8
3 10
= —=_——— =120.
Clo P, 3.-2-1 0
cardinal de S _ casos favorables 120

= = ~0.012.
cardinal de €} casos posibles 9980 0.0

P(S) =
0

Ejemplo 21 Dos ninos escriben, cada uno por separado, un niumero de tres
digitos utilizando las cifras {4,7,8}, cada cifra una sola vez. Hallar la prob-
abilidad de que los dos formen el mismo niumero.
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Supongamos que un nino se llama Juan y otro Pepe. Juan ha escrito un
nimero, por ejemplo el 784, da exactamente igual que sea este u otro de los
seis posibles.

Experimento aleatorio: Pepe escribe un niimero de tres digitos utilizando
las cifras {4,7,8}.

El espacio muestral € estard formado por las variaciones (interviene el
orden) de las cifras 4, 7, y 8, tomadas de 3 en 3. El cardinal de Q es
Vi=P;=3=6.

) = {478, 487,748, 784,847,874}
Espacio probabilistico (2, P(€2), P) donde
1
Pw)=~= wel.
6
Suceso S =" que Pepe obtenga el nimero 784= {784}. El cardinal de S es

1, solamente hay un caso favorable.

P(S) = cardinal de S casos favorables 1

cardinal de Q@ casos posibles 6

O

Ejercicio 22 Considérese el espacio muestral ) formado por la 24 permuta-
ciones de los numeros 1, 2, 3 y 4, todas equiprobables. Consideramos los
SUCES0S

A; ={w CQ: enw aparece el nimero i en el lugar i-ésimo}.

Calcular
1. P(A; U Ajy).
P(AU(A3NAy)).

(
(
P(A; U Ay U A3)
P(A; U Ay U A3 U Ay).
(

P((AUAy) N (A3 U Ay))
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Las permutaciones de los nimeros 1, 2, 3 y 4 son Py = 4! = 24.
Experimento aleatorio: De las 24 permutaciones, tomar una al azar.

Q= {1234,1243, - - -, 4321},

Espacio probabilistico (£2, P(2), P) donde

1
Pw)=—, wel.
(W) =5,
Vamos a determinar el suceso A;. Las permutaciones que estan en A; tienen
que tener al 1 en primer lugar. 1342 estd en A; mientras que 2413 no lo esté.

1

_—

tenemos tres posiciones libres para los nimeros 2, 3 y 4. Cardinal de A; =
P3; = 6, obsérvese que para calcular el cardinal de A; no es necesario deter-
minar A, no obstante

Ay = {1234,1324, 1324, 1342, 1423, 1432}

Anélogamente
A, = {1234,1243, 3214, 3214, 4213, 4231},
Az = {1234,1432,2134,2431,4132, 4231},
Ay = {1234,1324,2134,2314, 3124, 3214}.
1.

cardinal de Ay UA; 10 5
cardinal de Q@ 24 12

P(Al UAg) —

Veamos otra forma de resolver este apartado, sin determinar especificamente

los conjuntos Ay, Az y Ay U Ajs.
A NAs = {1 We 3wya: w; € {2,4}, 1€ {2,4}},

entonces
cardinal de Ay N A3 = P, =2! = 2.

Si aplicamos (1) y (2)
P(A1UA3) = P(A1) + P(A3) — P(A1 N A;)
_cardinal de A; cardinal de Ag_cardinal de AyNA3 6 6 2

~ cardinal de w  cardinal de w cardinal de w T 2424 24 -

25

5
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6 2 1

P(A; U Ay U Ag) = P(A, U Ay) + P(As) — P((A; U Ay) N As)

P(A}) + P(Ay) — P(A; N Ay) + P(Ay) — P((A; N A3) U (A N Ay))
D) +P(Ay)— P(A1NAs)+P(As)— P(ANAs)— P(AsN A3+ P(A,NANAy)
(

1)+P(Ag)+P(A3)—P(A1NAs)—P(A1NA;3)—P(ANAz+P(AINANA;3)
6 6 6 2 2 2 1 13

YRSV YRR Y RS YR Y s e

— P(A
P(A

4. Se deja como ejercicio. Solucion %.

5. Se deja como ejercicio. Solucién g.

O

Ejercicio 23 Una caja contiene ocho bolas rojas, tres blancas y nueve azules.
Si se sacan tres bolas al azar, determinese la probabilidad de que:

1. las tres sean rojas;
las tres sean blancas;
dos sean rojas y una blanca,

al menos una sea blanca;

sea una de cada color.

Asumiendo que las bolas se extraen de forma simultanea, consideremos el
espacio muestral

Q2 ={w = {w;,ws,ws} : w; es una bola roja, blanca o azul, 7 € {1,2,3}}.

No parece razonable que todos los sucesos elementales sean equiprobables, el
suceso {azul ,rojo , azul} es bastante mas probable que el suceso {rojo , blanca , blanca},
ya que hay mas bolas azules que blancas.
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Si numeramos las bolas del 1 al 20, las rojas del 1 al 8, las blancas del 9
al 11 y las azules del 12 al 20 y definimos el espacio muestral

Q= {{wr, w2, w3} : wi,ws,wg €{1,2,---,20}},

si es razonable ahora pensar que todos los sucesos elementales son equiprob-
ables y podremos aplicar la regla de Laplace.

Cardinal de Q = Cj, = 1140.
1. Consideramos el suceso
S1 = "obtener tres bolas rojas”.

Como tenemos 8 bolas rojas,

Cardinal de S; = C§,

Cardinal de S;  C§
P(Sy) = S N
(51) = Cardinal de © C3,

2. Consideramos el suceso

Y

Sy = ”obtener tres bolas blancas”.

Cardinal de S; =1,

Cardinal de Sy 1
P(S,) = -
(52) Cardinal de Q@ (%,

3. Consideramos el suceso
S3 = "obtener dos bolas rojas y una blanca”.
Cardinal de S3 = C3 - Cj,

Cardinal de S5 C% - C§

P = =
(S5) Cardinal de s,
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4. Idea nueva

Consideramos los sucesos

Sy = 7obtener al menos una bola blanca”,
S = "no obtener ninguna bola blanca”.
Cardinal de S¢ c3
P(S)=1-P(S5)=1- -1 - 27
(54) (55) Cardinal de C3,
5. Consideramos el suceso
S5 = "obtener tres bolas una de cada color”.

Cardinal de S5 = C} - C2 - €,

P(S,) = Cardinal de S5 C§ - C3 - Cy
*’ 7 Cardinal de Q cs,

Consideremos el suceso

S¢ = "obtener la primera bola roja, la segunda blanca y la tercera azul”.

8-3-9

P(Sg) =
(6) ‘/2%

Ejemplo 24 Una urna tiene 6 bolas blancas y 8 negras.

1. scudl es la probabilidad de que al extraer dos bolas al azar, sean las dos
negras?.

2. ¢y una blanca y otra negra?, (las bolas se extraen simultdneamente).

Experimento aleatorio: sacar dos bolas de la urna y ver su color.

Otra vez vamos a pensar que las bolas estan numeradas. Con los niimeros
del 1 al 6 las blancas y con los nimeroas de 7 al 14 la negras.

El espacio muestral €2 estara formado por todos los grupos de dos bolas
entre estas 14 bolas. Cada suceso elemental es igualmente probable. Esta
claro que el grupo formado por las 6 bola y la 11 bola es el mismo que el
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grupo formado por la 11 bola y la 6 bola. No interviene el orden.

cardinal del espacio muestral es

Vi 14-13
dinalde Q=C% = 2 = — " —-91
Cardinal de 1= p 51 91,
Consideramos los sucesos
S1 =" que salgan las dos bolas negras”
V¢ 8.7
Cardinal de S} = C3 = -2 = —— =28,
Py -1
Cardinal de S; 28
P(S,) = = —.
(51) Cardinal de 2 91
S, =" que salga una blanca y otra negra”
Cardinal de S5 = 6 - 8 = 48.
Cardinal de S5 48
P(S,) = = —.
(%) = Cardimal de 02 ~ 01
Nota
Consideramos el suceso
S3 =" que las dos bolas sean blancas”.
) V2 6-5
Cardinal de S3 = C; = FZ =51 15.
Cardinal de S 15
P(Ss) = ardinal de S3

Cardinal de Q@ 91’
S1y Sz son disjuntos y Sy = Q — (S; U S3) = (51 U S3)¢, entonces

28 15 48
P(S2) =1=P($1US85) =1 P($) = P(S3) =17 — 7= o+

29
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3 Probabilidad condicionada

A veces tenemos informacién parcial sobre el resultado de un experimento
aleatorio. Esta informacién cambia nuestra certidumbre acerca de la posi-
ble ocurrencia de algunos sucesos del espacio muestral, modificando éste vy,
por ende, las probabilidades asignadas a cada suceso ahora posible. La in-
corporacion de infomacién adicional sobre los posibles resultados de un ex-
perimento determinado conduce a un nuevo tipo de sucesos, denominados
condicionados, y de aqui a la Probabilidad Condicionada.

Ejemplo 25 Tenemos que acertar si al lanzar un dado perfecto ha salido
un 2. En el primer lanzamiento no nos dan mds informacion, pero, en el
sequndo, nos informan de que el resultado ha sido un niumero par.

En el primer caso, el espacio muestral es Q = {1,2,3,4,5,6} y la proba-
bilidad de obtener un 2 es %. En el sequndo, los unicos sucesos elementales
de Q0 compatibles con la informacion adicional que nos dan son

{2,4,6} = QN {resultado par},

y la probabilidad de sacar un 2 es entonces % Obsérvese que el efecto de
la informacion se centra en el espacio muestral.

Ejemplo 26

Sabemos que el 99% de las veces, no se tiene un accidente cuando se conduce
habiendo bebido. Por tanto podriamos concluir que beber no importo mucho
para conducir. Pero esto bien sabemos que es falso.

En el 90% de los accidentes el alcohol estd implicado. Parece ser que la
mayoria de los conductores que beben no tienen accidentes, pero el pequeo
porcentage en el que ocurre un accidente, casi siempre el conductor ha bebido.

Es verdad que el 99% de los conductores de los conductores que han
bebido no tienen accidentes, pero cuando ocurre un accidente no estamos
hablando de ese 99% de los casos, ya que ha ocurrido el accidente. Estamos
en ese 1% de los casos, cualquier conclusién relacionada con el 99% de los
casos no es valida en esta situacion.

Esta es la probabilidad condicionada, ya que existe la condicién de que
el accidente haya ocurrido.

O
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Consideremos un espacio probabilistico (2,.4, P). Sea S € A un suceso
posible tal que P(S) > 0. La certidumbre en la ocurrencia de S da lugar a un
nuevo espacio muestral 2g = 2N S que genera a su vez una nueva o—algebra
As = AN S. Podemos definir una probabilidad en esta nueva o—4élgebra a
partir de la probabilidad P, que llamaremos Probabilidad Condicionada
al suceso S.

Ejemplo 27 Tiramos dos dados de forma consecutiva y queremos calcular
la probabilidad de obtener una suma de 7 puntos con los dos dados, sabiendo
que con el primer dado hemos obtenido un niumero par.

Experimento aleatorio: tirar de manera consecutiva dos dados.

Un suceso elemental lo designaremos por (3,2), lo que significa que con
el primer dado hemos obtenido una puntuacion de 3 puntos y con el segundo
2 puntos. Un posible espacio muestral asociado al experimento aleatorio es

Q= {(27]) : 7’7] € {17273747576}}‘

Empiricamente todos los sucesos elementales son equiprobables, definimos la
funcién de probabilidad P sobre estos por

P((i.))) = P(i.]) =

7 €{1,2,3,4,5,6}}.
367 7/7.76{77777}}

Designamos por A = P(f2) el conjunto formado por todos los subconjuntos
de Q, ( conjunto de todos los sucesos asociados al experimento aleatorio).
Los sucesos

Ry ={(2,5),(1,4),(3,3)},
Ry = suma de las puntuaciones igual a 9 = {(3,6), (4,5), (5,4), (6,3)},
R3 = obtener un multiplo de 3 con el segundo dado
_ { (1,3), (2,3), (3,3), (4,3), (5,3), (6,3), }
(1,6), (2,6), (3,6), (4,6), (5,6), (6,6) ’
) o Q son elementos de A = P(Q2). Se puede demostrar que A = P () es

un algebra de sucesos, ( o—algebra, y (2,.A4, P) es un espacio probabilistico

donde
P:P(Q)—10,1]
S P(S) __ cardinal de S

cardinal de 2°
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Por ejemplo
3 4 12 0 36

Consideramos el suceso

S = obtener con el primer dado un niimero par

={(2,7), (4,5), (6,5), j€{1,2,3,4,5,6}}.

Se tiene que

cardinal de S 18 1
P - = = — .
(5) cardinal de @ 36 2 >0

Espacio muestral asociado a que ocurra el suceso S es
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
Qs=0NS= (47 1)7 (47 2)7 (47 3)7 (4? 4)’ (4’ 5)7 (47 6)7
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)

Sea
As = P(Qs) = {subconjuntos de Qg}.

As es una o—algebra en (g.
RseAS <~ JdRec A: Rs=RnNS.

Definimos en Ag la funcién

cardinal de RN S _cardinal de RN S

Ps(Rg) = P = =
s(Rs) = Ps(RN 5) cardinal de Qg cardinal de S

(3)

(Qg, As, Ps) es un espacio probabilistico. Ps(Rg) = Ps(RNS) suele escribirse
como P(R|S) y lo leemos com la probabilidad de que ocurra el suceso R € A
sabiendo que se ha verificado el suceso S € A. Los suceso elementale en (g
son equiprobables y una definicién equivalenta a (3) es

. rdinal de RNS
cardinal de RNS SN ra"e=  P(RNS)

; " cardinalde S
cardinal de S Sarcna ce o P(S)

Ps(Rs) =

— P(R|S).

La probabilidad de que ocurra el suceso R, sabiendo que ha ocurrido el
suceso S, este con probabilidad no nula, es

P(RNS)  cardinal de RN S
P(S) ~  cardinal de S

P(R|S) =
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cardinal de {(2,5),(4,3),(6,1)} 3

1
18 18 6

La probabilidad de que ocurra el suceso R, sabiendo que ha ocurrido el
suceso S, este con probabilidad no nula, es

P(RNS)

P(RIS) = =55

Ejemplo 28 FEntre todas las familias que tienen dos hijos no gemelos,
1. scudl es la probabilidad de que una familia tenga dos hijos varones?,
2. scudl es la probabilidad de que una familia tenga dos hijos varones si
se sabe que uno de ellos es vardon?.
(Se supone que la probabilidad de que un hijo sea varon es 1/2).

Experimento aleatorio: tomar una familia que tenga dos hijos no gemelos,
y ver el sexo de los hijos.
Espacio muestral

Q) = {(varén, varén), (varén, hembra), (hembra, varén), (hembra, hembra)}.

(varén, hembra) quiere decir que la familia tuvo primero un varén y luego
una hembra.

El espacio muestral estd formado por cuatro sucesos elementales igual-
mente probables.

AN,

1. P((varén,varén)) =

2. Consideramos los sucesos
A: ser varon alguno de los hijos,
B: ser varén los dos hijos.

El enunciado nos pide que calculemos la probabilidad de tener dos
varones sabiendo que por lo menos uno de ellos lo es, es decir, P(B|A).

El suceso AN B es "que los dos hijos sean varones”. Ya que
A = {(varén, varén), (varén, hembra), (hembra, varén)}, y ANB = {(varén, varén)},
P(ANB)

P(BIA) = =55 =

INSIOCI NI
|
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4 Sucesos independientes

Supongamos que estamos realizando un experimento aleatorio. Sea () el
espacio muestral asociado y A, B C () dos sucesos. Si la realizacién del
suceso A no varia la probabilidad de realizacién del suceso B, decimos que
los sucesos A y B son independientes.

Ejemplo 29 Se lanza un dado y después una moneda. ;Cual es la probabil-
idad de que:

1. ;salga 3%.
2. ssalga cara?
3. gsalga 3 y cara?

Experimento aleatorio: lanzar un dado, luego una moneda y ver los re-
sultado obtenidos.
Espacio muestral

Q:{ (L,4),(2,4), (3,4), (4,4), (5,4), (6,+), }
( 7_)7(27_)7(37_)7<47_)7(57_>7(67_) .

Todos los sucesos elementales son igualmente probables.

Consideramos los sucesos

A =" que salga cara”={(1,+),(2,+), (3,4), (4,+), (5, +), (6, +)},

B =" que salga 3"={(3,+), (3,—-)},

AN B =" que salga cara 'y 3"={(3,+)}.

Los sucesos A y B son independientes, pues el hecho de que salga 3 o no
al lanzar el dado no iterviéne para nada en la probabilidad de que salga cara
al lanzar la moneda.

B cardinal de A 6 1

P(A) = cardinal de Q 12 2

cardinal de B 2 1

P(B) = cardinal de Q 12 6
P(ANB) = cardinal de AN B _ i

cardinal de Q 12°
Observamos que
P(ANnB)= P(A)- P(B),
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y como consecuencia

P(ANB) P(A)- P(B)

y
P = T 00~ P b

OJ

Definicién 30 Consideramos un experimento aleatorio, sea §2 el espacio
muestral asociado y P una funcion de probabilidad asociada al experimento
aleatorio. Diremos que los sucesos A, B C ) son independientes si se verifica

P(ANnB)= P(A)- P(B). (4)

Proposiciéon 31 Consideramos un experimento aleatorio, sea ) el espacio
muestral asociado y P una funcion de probabilidad asociada al experimento
aleatorio. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. P(ANB) = P(A)- P(B),
2. P(A|B) = P(A),
3. P(B|A) = P(B).

No siempre el concepto de sucesos independientes es intuitivo, como de-
muestra el siguiente ejemplo.

Ejercicio 32 Supongamos que tiramos dos dados, uno rojo y otro azul. Con-
sideramos los sucesos:

A = {suma de las puntuaciones de los dos dados es T},

B = {dado azul sale 3},

C = {suma de las puntuaciones de los dos dados es 9}.
1. ;Son A y B independientes?.

2. sSon B y C independientes?.
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Solucién 1. Si; 2. no.

Ejercicio 33 En un grupo de 1000 personas hay 400 que saben inglés, 100
que saben alemdn y 30 ambos idiomas. Con estos datos averigue si son

independientes los sucesos “saber inglés” y “saber alemdn”.

Experimento aleatorio: tomar una persona de este grupo y ver si sabe inglés

o alemam.
Espacio muestral:

Q) = "grupo de las 1000 personas”.
Consideramos los sucesos
I = "personas del grupo que saben inglés”,

A = "personas del grupo que saben aleméan”.

Si los sucesos A y B fuesen independientes, se tendria que veriicar que
P(INA)=P(I)- P(A),
pero esto es falso,

30 400 100

( ) 1000 7 1000 1000

P(I)- P(A).

O

Ejercicio 34 El 3% y el 5%, respectivamente, de las piezas producidas por
una mdquina X ; que estd en Sevilla, y otra e Y, que estd en Madrid, son
defectuosas. Se elige al azar una pieza de las producidas por X y otra de las

producidas po Y .
1. ;Cual es la probabilidad de que las dos sean defectuosas?.

2. s Y de que al menos una lo sea?

Experimento aleatorio: tomar una pieza x proucida por la maquina X y otra

y producida por la maquina Y y ver si son o no defectuosas.
Espacio muestral

Q = {(z,y) : z fabricada por X e y fabricada por Y'}.
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Consideramos los sucesos
X4 ="(x,y): x defectuosa y fabricada por X e y fabricada por Y},

Yy ="(z,y) : x fabricada por X e y defectuosa y fabricada por Y'}.

Los sucesos Xy e Y, claramente son independientes.
El enunciado nos dice que

3 5
-2 P(Y,) = —.
100’ (Ya) 100

1. Nos estan pidiendo la probabilidad del suceso X4y N Yy. Al ser indepen-
dientes:
P(XqaNYy) = P(Xy) - P(Yy) =0,0015.

2. Nos estan pidiendo la probabilidad del suceso X, U Y.

P(X4UYy) = P(X)+P(Yy)—P(X4NY,y) = 0,03+0,05—0,0015 = 0, 0785.

O

Ejemplo 35 Sacamos dos cartas de la baraja espanola utilizando la forma:

1. Después de sacar la primera carta de la baraja, vemos la carta, la in-
troducimos a la baraja, y sacamos la sequnda carta.

2. Después de sacar la primera carta de la baraja, vemos la carta, no la
introducimos a la baraja, y sacamos la sequnda carta.

Consideramos las siguientes sucesos:
A = "sacar un as de oros con la primera carta”,
B = 7sacar un 3 de bastos con la sequnda carta”.
Segun utilicemos el procedimiento 1 o 2,

1. calcular P(A) y P(B),
2. calcular P(AN B), P(A|B) y P(B|A),

3. gson independientes los sucesos A y B?.

37



Utilizamos el primer procedimiento Experimento aleatorio: sacar
dos cartas de la baraja espaniola de la siguiente forma: sacamos primeramente
una carta, vemos qué carta es y una vez vista, la introducimos otra vez en la
baraja y a continuacién sacamos la segunda carta.

El par (2 de copas, 5 de bastos) indicard que como primera carta hemos
sacado el 2 de copas y como segunda carta el 5 de bastos.

Tal y como realizamos el experimento aleatorio, puede ocurrir que la
primera carta coincida con la segunda, ya que la primera carta ha sido intro-
ducida de nuevo en la baraja.

Espacio muestral

Q ={(i,j) : 4,7 son dos cartas cualquiera de la baraja}.

El cardinal de € es 40 - 40 = 1600.
Todos los sucesos elementales son equiprobables.
A = {(as de oros, cualquier carta)}, cardinal de A = 40.
B = {(cualquier carta, 3 de bastos)}, cardinal de B = 40.
AN B = {(as de oros, 3 de bastos)}, cardinal de AN B = 1.

4 1 4 1 1
pay= 2V 1 ppy = N L panp =L
1600 40 1600 40 1600
Se verifica que
P(ANB)=P(A)- P(B),
luego los sucesos son independientes y
40 1 40 1

P(AIB)=PA)=——=—, P(B|A)=PB)=—==—.
(41B) (4) 1600 40’ (B]4) (B) 1600 40

Utilizamos el segundo procedimiento Experimento aleatorio: sacar
dos cartas de la baraja espaniola de la siguiente forma: sacamos primeramente
una carta, vemos qué carta es y una vez vista, no la introducimos otra vez
en la baraja y a continuacién sacamos la segunda carta.

Tal y como realizamos el experimento aleatorio, no puede ocurrir que la
primera carta coincida con la segunda, ya que la primera carta no ha sido
introducida de nuevo en la baraja.

Espacio muestral

Q={(4,7): 4,7 son dos cartas diferentes de la baraja}.
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El cardinal de €2 es 40 - 39.

Todos los sucesos elementales son equiprobables.

A = {(as de oros, cualquier carta menos el as de oros)}, cardinal de A =
39.

B = {(cualquier carta menos el tres de bastos, 3 de bastos)}, cardinal de
B = 39.

AN B = {(as de oros, 3 de bastos)}, cardinal de AN B = 1.

39 1 39 1 1
PA)=——=—, PB)=——==—, PANB)=——.
(4) 40-39 40’ (B) 40-39 40’ (AN B) 40 - 39

Se verifica
P(ANB) £ P(A) - P(B),

luego los sucesos no son independientes.

P(ANB) 18 1
P(AlB) — — 4039 _ —,
P(B) 2939

P(ANB) % 1
P(B|A) = — 4039 _
P(A) 2939

O

Ejemplo 36 Una urna contiene 10 bolas de las que tres son rojas. FEsco-
gemos consecutivamente dos bolas al azar. Calcular la probabilidad de que
ninguna de las dos sea roja si

1. Una vez sacada la primera bola y visto el color, reemplazamos la bola
a la urna.

2. Una vez sacada la primera bola y visto el color, no reemplazamos la
bola a la urna.

1. Experimento aleatorio: Sacar dos bolas de una urna que contiene 10
bolas de las que tres son rojas de tal manera que, una vez sacada la
primera bola y visto su color, es reemplazada a la urna.

El par (bola, roja) indicara que la primera extraccién ha sido una bola
cualquiera, (puede ser roja), y la segunda extraccién una bola roja.
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Si en la primera extraccién hemos sacado una bola, esta misma puede
salir en la segunda extraccion, pues hay reemplazamiento de la bola.
El espacio muestral €2 estara compuesto de 10 - 10 = 100 sucesos ele-
mentales.

Consideramos los sucesos

A= que la primera bola extraida no sea roja.
B= que la segunda bola extraida no sea roja.
ANB= ninguna de las dos bolas son rojas

Supuesto que hay reemplazamiento, la realizacion del suceso A no varia
la probabilidad de realizacién del suceso B. Los sucesos son independi-
entes.

A={( bola no roja, bola }. (las bolas extraidas pueden ser iguales) Car-
dinal de A es 7- 10 = 70.

B={( bola , bola no roja}. (las bolas extraidas pueden ser iguales) Car-
dinal de B es 10 - 7 = 70.

Cardinal de ANB es 7 -7 = 49.

cardinal de AN B ~ casos favorables 49
cardinal de Q@  casos posibles 100

P(ANB) =

Como

cardinal de A 70 7 cardinal de B
(4) cardinal de @ 100 10  cardinal de (B),

efectivamente se tiene que

49 7T
P(ANB)=—=——=P(A)- P(B).
( ) 100 1010 (4)- P(B)
. Experimento aleatorio: Sacar dos bolas de una urna que contiene 10
bolas de las que tres son rojas de tal manera que, una vez sacada la

primera bola y visto su color, no es reemplazada a la urna.

El par (bola, roja) indicard que la primera extraccién ha sido una bola
cualquiera y la segunda extraccion una bola roja, que no puede coincidir
con la primera..

Si en la primera extraccion hemos sacado una bola, esta misma no
puede salir en la segunda extraccion, pues no hay reemplazamiento de
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la bola. El espacio muestral €2 estarda compuesto de 10 -9 = 90 sucesos
elementales.

Consideramos los sucesos

A= que la primera bola extraida no sea roja.
B= que la segunda bola extraida no sea roja.
ANB= ninguna de las dos bolas son rojas

Supuesto que no hay reemplazamiento, la realizacion del suceso A si
varia la probabilidad de realizaciéon del suceso B. Los sucesos no son
independientes.

A={( bola no roja,bola }. (las bolas extraidas no pueden ser iguales)
Cardinal de A es 7-9 = 63.

B={( bola , bola no roja}. (las bolas extraidas pueden ser iguales) Car-
dinal de Bes 7-9+3-2 = 63.

Cardinal de ANBes 7-6 =42y

cardinal de AN B _ casos favorables B 42 7

( ) cardinal de casos posibles 90 15

Como

cardinal de A 63 cardinal de B
cardinal de Q@ 90

~ cardinal de Q
efectivamente se tiene que

P(A) = P(B),

PANB) = oo # 00 -2 = P(A)- P(B).

O

Ejercicio 37 Sea (2, A, P) un espacio probabilistico y S1,Ss € A sucesos
independientes. Demuéstrse que Sy y S§ son independientes.

Solucién Que Sy y S; son independientes significa que

P(S1 N S3) = P(Sy) - P(Ss).

Veamos que SY y S§ son independientes. Vamos a utilizar las propiedades de
los sucesos:
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o (AUBf=ANB, ADBEA

P(AY) =1—P(4), AcA.

P(auB)=P(A)+ P(B)— P(AnB), ABecA.

P(ANB) = P(A)-P(B),A,B€ A, Ay B independientes.
P(SENSS) = P((S) U S2)¢) = 1 — P(Sy U Sy)

= 1- P(S)) — P(S) + P(S; N Ss) = 1 — P(Sy) — P(S5) + P(S) - P(Ss)

= (1= P(51)) (1= P(S2)) = P(57) - P(S3),

y esto demuestra que S{ y S§ son independientes. O

Ejercicio 38 Sea Sea (2, A, P) un espacio probabilistico, A, B € A con
P(A) = 5 y P(B|A) = 5. Determinese si se cumple

1. A y B son independientes.
ANB=0.
AC B.

P(A°|B) = 2.

1. Consideremos el experimento aleatorio de extraer una bola de una urna
que contiene nueve bolas numeradas del 1 al 9. El espacio muestral es

Q=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Consideramos los sucesos
A = "numero extraido es menor que 4 = {1,2,3},

B = "numero extraido es mayor que 2 = {3,4,5,6,7,8,9}.
1 7 P(AN B)
P(A)=-, P(B)=-, P(BJ[A) = ——= =

Como P(B) # P(B|A), los sucesos A y B no son independientes.

wl—|olm
|
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2. El enunciado nos dice que

1 P(ANB) P(ANB) 1
5= PBIA) = =5 = % — P(ANB) = ¢,

entonces AN B # (), pues si lo fuese, se tendria que P(AN B) = 0.
3. En el contraejemplo dado en 1, se observa que A ¢ B.

4. En el contraejemplo dado en 1, A°N B¢ = (), por lo tanto P(A°|B¢) = 0.

O

5 Teorema de la probabilidad Total y de Bayes

Ejemplo 39 Una planta industrial tiene tres mdquinas. La mdquina A pro-
duce 200 piezas al dia con un 4% de defectuosas, la mdquina B produce 300
con un 5% de defectuosas y la C fabrica 400 con un 2% de defectuosas. Al
final del dia, una pieza es tomada al azar.

1. ;Cudl es la probabilidad de que sea defectuosa?.

2. 481 es defectuosa, jcudl es la probabilidad de que proceda de la mdquina

Al

Experimento aleatorio: Al final del dia, tomar una pieza y ver si es de-
fectuosa.

Si utilizamos la notacién: Ab=pieza fabricada por la maquina A que no
es defectuosa; Ad= pieza fabricada por la maquina A pero que es defectuosa.

Espacio muestral

Q = {Ab, Ad, Bb, Bd, Cb, Cd}.

El nimero de sucesos elementales es 6, pero no son todos igualmente proba-
bles.
Consideramos los sucesos:
S. =" que la pieza haya sido fabricada por la maquina A”. S, = {Ab, Ad}.
Sy = "que la pieza haya sido fabricada por la maquina B”. S, = { Bb, Bd}.
S. = "que la pieza haya sido fabricada por la maquina C”. S, = {Cb, Cd}.
S = "que la pieza esté defectuosa.
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Los sucesos S, Sy v S, son disjuntos dos a dos, es decir, se verifica

S, NS, =

S, NS, =10
0, v Q=S,USUS..
SpNS,. =0

Como el total de piezas fabricadas son 900, sabemos que

200 2 300 1 400 4
D=5 o P =gos=2 P(S)=go=c
(5a) 900 9 () 900 3 (Se) 900 9
El enunciado nos dice:
4 5 9
P - P - P - =

1. Teorema de la Probabilidad Total.

P(SNQ) = P(SN(S,US,US.)) = P((SNS,)U(SNS,)U(SNS.))

=P(SNS,)+P(SNS,)+ P(SNS,)

= P((Sa) - P(S15) + P((Sh) - P(S]5) + P((Se) -

2.4 3 5 .3 2 3l
~ 9 100 9 100 9 100 900

P(S) =

P(5]Sc)

2. Teorema de Bayes
P(SaﬂS) (S‘Sa)P(Sa)

PO ="pe) =P
: P(S15,) - P(S.)
P((S.) - P(STS.) 1 P((Si) - P(STS) + P((S2) - (5150
_s i _ 8
- 31 31

900

Teorema 40 Teorema de la Probabilidad Total
Sea (2, A, P) un espacio probabilistico. Sea Sy,Sa,++, S, € Q con P(S;) >
0, i €{1,2,---,n} una particion de 2, esto es

44



e S,NS; =0, 4,j€{1,2,---n}, i#j.
[ J U?:ls,L:Q

51 S € A se tiene

P(S) = ZP(S|Si)P(Si)

Teorema 41 Teorema de Bayes
Sea (2, A, P) un espacio probabilistico. Sea Sy,Ss,++, S, € Q con P(S;) >
0, i €{1,2,---,n} una particion de 2, esto es

.Siﬂsj:@a iaj€{1a27"'7n}7 27&]
o U, S =0
SiSeAconP(S)>0yje{l,2,---,n}, se tiene

P(S]5;)P(S;) P(S]5;)P(S;)

P(5;]5) = P(S) - S P(S|S;)P(S;)

Ejemplo 42 En una caja A, hay 10 bonbillas, de las que 3 no funcionan; en
otra caja B hay 8 con 2 fundidas; y en una ultima caja C' hay 12 bonbillas de
las que tres son defectuosas. Fscogida una caja al azar, de la que se extrae,
sin mirar, una bombilla:

1. ;Cudal es la probabilidad de que no funciones?.

2. Si salio una bombilla fundida, scudl es la probabilidad de que fuese de
la caja A¥?.

Experimento aleatorio: extraer una bombilla de una de las tres cajas y ver
si esta fundida.

Designamos por b, i = 1,2, ---, 10 las bombillas de la caja A y suponemos
que las tltimas, bg, b3 y biy, son las defectuosas. Designacién andloga
hariamos para las bombillas de las cajas By C.

Espacio muestral

vA, i=1,2,---, 10,
Q=< b2, i=1,2,--8,
b, i=1,2,---12.



Consideramos los sucesos
A ="la bombilla escogida es de la caja A”,

B = "la bombilla escogida es de la caja B”,
C = "la bombilla escogida es de la caja ”,
D ="1a bombilla escogida es defectuosa .

Suponemos que los sucesos A, By C son equiprobables, esto es

Los sucesos A, B 'y C forman una particién de 2. Son disjuntos dos a dos y

Q=AUBUC.
El enunciado nos dice que
3 2 3
P(D|A) = — P(D|B) = - P(D|C) = —.
(DI4) ==, P(DIB)=Z,  P(DIC) = 5

1. Vamos a utilizar el Teorema de la probabilidad total.
P(D)=P(DNA)+P(DNB)+ P(DNC)

— P(P(D|A) - P(A) + P(P(D|A) - P(A) + P(P(D|A) - P(A)
§ 1,21 31

2. Vamos a aplicar el Teorema de Bayes y el apartado anterior.

P(AND) P(D|A)-P(A) 3
PAD = =pmy == Py &

O

Ejercicio 43 De las piezas que se producen en una fabrica, el 80% son pro-
ducidas por una mdaquina A y el resto por una mdquina B. Suponiendo que el

10% de las piezas producidas por A son defecuosas, y el 6% de las producidas
por B son defectuosas,
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1. elegida una pieza producida en esa fdabica al azar, ;cudl es la probabil-
idad de que sea defectuosa?;

2. se elige al azar una pieza y resulta ser defectuosa, jcudl es la probabil-
idad de que haya sido producida por la mdquina A?.

Solucién: 1. 0,092; 2. 0, 87.

Ejercicio 44 Un sistema de comunicacion consiste en un transmisor que
envia uno de estos dos simbolos: 0 6 1. En el canal a veces hay errores
de modo que un 0 se recibe como un 1 y viceversa. La probabilidad de la
transmision de un 1 sea correcta es 0.9, y de que incorrecta es 0.15. Si la
probabilidad de enviar un 1 es 0.4, cudl es la probabilidad de recibir un 17

Solucion 0.45

Ejercicio 45 En un examen tedrico para obtener el canet de conducir sepuede
hacer el ejercicio correpomdiente a cada uno de los tipos de carnet A, B y
C. Aprueban el examen el 65% de A, el 40% de B y el 25% de C. Se sabe
que el 20% se presentan al ejerecicio A, el 50% se presentan al ejercicio B
y el 30% al C. Eligiendo un alumno al azar, determine

1. probabilidad de que presentdndose al examen A haya aprobado;

2. si se sabe que ha aprobado, probabilidad de que se haya presentado al
examen A

Experimento aleatorio: tomar una , ver a qué tipo de examen se ha presen-
tado y si ha aprobado o no.
Espacio muestral

) =7 conjunto formado por las personas que se han presentado

a alguno de los tipos de examenes”.

Consideramos los sucesos
A = 7personas que se han presentado al examen tipo A”,

B = "personas que se han presentado al examen tipo B”,
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C = "personas que se han presentado al examen tipo C”,
Ap = "personas que han presentado el examen al que se han presentado”.

Los sucesos A, B y C forman una particién de €.
El enunciado nos dice

20 1 50 1 30 3
P(A)=—=- PB)=— = == — =
(4) 100 5’ (B) 100 2’ (©) 100 10’
65 40 2 25 1
P(Ap|A) = — P(Ap|B) = — = = P(A - =
1. Nos piden la probabilidad del suceso A N A,.
65 1
2. Aqui vamos a aplicar el Teorema de Bayes.
P(ANA,)
P(A|A,) = ——2
g P(Ap)
0,13

~ P(A|A) - P(A) + P(4,]B) - P(B) + P(4,]C) - P(C)’
0

Ejercicio 46 Un producto estd formado por tres piezas: A, B y C. El pro-
ceso de fabricacion es tal que la probabilidad de que la pieza A sea defectuosa
es 0,03; de que la pieza B sea defectuosa es =,02; y de que la pieza C
sea defectuosa es de ,01. El produco no funciona si alguna de las piezas es

ddefectuosa.

1. ;Cudl es la probabilidad de que el producto no funcione?.

2. Otro producto consta de dos piezas de A y una de B, jcudl es la prob-
abilidad de que no funcione?.

Solucién: 1. 0,059; 2. 0,078.
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Ejercicio 47 Se dispone de tres tipos de urnas: las del tipo A contienen
5 bolas blancas y 5 negras; las del tipo B contienen ocho bolas blancas y 2
negras; las del tipo C' contienen una bola blanca y 4 negras. Se dispone de 5
urnas del tipo A, 3 del tipo B y 2 del tipo C. Se saca una bola de una urna
elegida al azar y resulto ser blanca. Calcular la probabilidad de que la urna
elegida sea del tipo B.

Experimento aleatorio: tomar una bola de una urna elegida al azar y ver su
color.
Espacio muestral

) = "conjunto formado por las bolas que estéds en las 10 urnas”.
Cosideramos los sucesos
A = "elegir una urna del tipo A”,

B = "elegir una urna del tipo B”,
C = "elegir una urna del tipo C”,
Bl = "elegir una bola blanca”.

Los sucesos A, B y C forman una particién de €.
El enunciado nos dice que

5 1 3 2 1
P(A)_l_o_ﬁ’ P(B)_l_o’ P(C)—l—o—g,
5 1 8 4 1
P(BIl|A) = — = - P(BI|B)=— = - P(B = .
(BlA)= =3, P(BIB)=1 =7  P(BIC)=:
Vamos a utilizar el Teorema de Bayes.
P(BNnBI
P(B|BIl) = P(BI)
B P(BIl|B) - P(B) A
~ P(BI|A)- P(A) + P(BI|B) - P(B) + P(BI|C) - P(C) 53’
O
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Ejemplo 48 Atendiendo al nivél de contaminacion, una ciudad estd dividida
en tres zonas A, B y C. El 50% de la poblacion vive en la zona A, el 40%
en B y el resto en C. El nivel de contaminacion influye en la incidencia
de una determinada enfermedad pulmonar; dicha enfermedad afecta a 10 de
cada 100 personas que viven en A, mientras que solo afecta a 1 de cada 100
personas que viven en B y a 5 de cada 1000 en C. Calcular

1. Probabilidad de que una persona elegida al azar en esta poblacion sufra
la enfermedad y que viva en A.

2. Probabilidad de que una persona una persona elegida al azar viva en la
zona B, sabiendo que estd afectada por esa enfermedad.

Experimento aleatorio: elegir un una persona al azar y ver en qué zona
vive y si padece o no la enfermedad.

Consideramos los sucesos:

A: la persona vive en la zona A.

B: la persona vive en la zona B.

C: la persona vive en la zona C.

E: la persona esta enferma.

NE: la persona no esta enferma.

Espacio muestral

QO={ANE, ANNE, BNE, BONNE, CNE, CNNE,}.

Los sucesos elementales no son igualmente probables.
El enunciado nos dice:

PA) =L pB) =2, P(C) = 1—10, P(E|A) = % P(E|B) = ﬁ, P(E|C) = %

Observamos que los sucesos A, B y C son disjuntos dos a dos y que ) =
AU BUC, por lo tanto

P(E)y=P(ENQ)=P(EN(AUBUC))=P(ENAU(ENB)U(ENC))
=P(ENA)+P(ENB)+PENC).
1. P(ENA)=P(E|A)-P(A) = &+ .1 =L
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P(BNE) P(E|B)-P(B) P(E|B) - P(B)
P((BIS) = P(E) ~ P(E)  PENA+PENB)+PENC)
_ P(E|B) - P(B)
P(E|A) - P(A) + P(E|B) - P(B) + P(E|C) - P(C)

0

Ejercicio 49 (Ezamen 2010-11) El despertador de Javier no funciona bien
, pues el 20% de las veces no funciona. Cuando suena, Javier llega atarde
a clase con probabilidad %, st no suena, la probabilidad de que llege tarde es
L. Se pide:
iR pide:

1. Calcular la probabilidad de que llege tarde a clase y haya sonado el
despertador,

2. Probabilidad de que llege a tiempo a clase.

3. Si Javier ha llegado tarde a clase, ;cudl es la probabilidad de que haya
sonado el despertador?

Solucién

Experimento aleatorio: Preguntarle a Javier si le ha sonado el despertador
y si ha llegado tarde a clase.

Espacio muestral 2 = {sa, st,na,nt}, donde sa significa que ha sonados
y no ha llegado tarde a clase, st ha sonado pero ha llegado tarde, na no ha
sonado y no ha llegado tarde y nt no ha sonsado y ha llegado tarde.

S = {suena el despertador}

F = {no suena el despertador}
T = {llega tarde a clase}

H = {no llega tarde a clase}

Consideramos los sucesos

Si (w, P(§2), P) es el espacio probabilistico, el enunciado me dice
4 1 1 4 9 1
P(S)=-, PF)=-, P(T|S)=-, PH|S)=-, PT|F)=—, PHIF)=—.
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1. P(TNS)=P(T|S)-P(S) = % . % =2,
2. Aplicamos el jTeorema de la probabilidad total:
4

P(H)=P(H|S)-P(S)+ P(H|F)-P(F) = £

3. Aplicamos el Teorema de Baues:

P(S|T) = : — _°

Ejercicio 50 Un banco ha comprobado que la probabilidad de que un cliente
con fondos extienda un cheque con fechaequivocada es de 0,001; en cambio
todo cliente sin fondos pone una fecha equivocada en sus cheques. El 90%
de los clientes delbanco tiene fondos. Se recibe ala fecha de hoy en caja un
cheque con fecha equivocada. ;Qué probabilidad hay de que sea de un cliente
sin fondos?.

Consideramos los sucesos
CIlF = 7 Clientes con fondos”,

ClSF = "Clientes sin fondos”,
ChC = ”Extiende un cheque correcto”,
ChF = "Extiende un cheque equivocado”.

El espacio muestral esta formado por los sucesos:
Q={CLFNChC, CLFNChF, CLSFNChC, CLSFNChF}.

Los sucesos C1F y CISF forman una particion dele spacio muestral.
El enunciado nos dice que

90 9 10 1

P(ChE|CIF) = 0.001, P(ChC|CIF)=0.999, P(ChE|CISF)=1, P(ChC|CISF)=0.
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Vamos a aplicar el Teorema de Bayes

P(CISF N ChE)
P(CISF|ChE) =
(CISF|ChE) B(ChE)
B P(ChE|CISF) - P(CISF) B 1-0,1
~ P(ChE|CISF) - P(CISF) + P(ChE|CIF) - P(CIF) 1-0,1+0,001-0,9°

g

Ejercicio 51 Una wurna contiene 5 dados con sus caras de color blanco o
rojo. El dado nimero i € {1,2,3,4,5}tiene i de sus caras blancas y el resto
rojas. Se selecciona al azar un dado de la urna, se lanza y sale cara roja.
¢ Cudl es la probabilidad de que el dado seleccionado sea el 27.

No resolvemos el ejercicio de una forma muy explicita.
Consideramos los sucesos:

A; = 7 Seleccionar el dado A;”, i€{l1,2,3,4,5},

R = "Salga cara roja al lanzar el dado”.
Vamos a suponer que son equiprobables la eleccion de los dados, esto es
1
P(A)) = R i€{1,2,3,4,5}.

El enunciado nos dice que

4 3 2 1 0

_P(ANR) _ P(RAy) - P(Ay)
Pl = = ™ = 55 p(mia) - PlAy

6 Ejercicios

Ejercicio 52 Consideramos el experimento aleatorio: sacar una carta de la
baraja espanola.
¢ Quién es el espacio muestral asociado a este experimento aleatorio?.
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Consideramos los sucesos:

S1 = { que la carta sea una copa },

So = { que la carta sea una jota, caballo o rey },
Ss = { que la carta sea un as },

Sy = { que la carta sea un rey }.

Determinense los sucesos

1. S1N Sy, S3NSy, S1N SN 8y,

2. 51U8;, S2US3U 8y,

3. 81— Sy, Sy—S3, Sy—(S1NSy), S5—(S1US5,),
4. 55, (S2nS3)¢, (SyUS;)°.

Ejercicio 53 Consideremos un experimento aleatorio con espacio muestral
asociado 2. Sean Sy, Sy y S3 tres sucesos tales que

e 0 =95USU S5,
e S51NSy=5N8=5NS;3y
e P(S1) =1, P(Sy) =1y P(SiNS%) = 5.
Calcule P(Ss).
Solucién P(Ss) = 1.
Ejercicio 54 Justifiquese si las siguientes afirmaciones son ciertas:

1. Dados dos sucesos A y B, la probabilidad de que solo uno de ellos ocurra

" P(A)+ P(B) — P(ANB).

2. Dados dos sucesos A y B, se verifica

P(A°NB°)=1—-P(A)— P(B)+ P(ANB).

Ejercicio 55 Si 10 personas se sientan alrededor de una mesa, ;cudl es la
probabilidad de que dos de ellas queden juntas?

Solucién: 2/9.
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Ejercicio 56 Si tres ninos escriben al azar una de las cifras 1, 2, 3, ;cudl
es al probabilidad de que los tres escriban la misma?.

Solucién: 1/9.

Ejercicio 57 Se extrae una carta de una baraja espanola y se consideran los
sucesos siguientes:

A = 7La carta extraida sea el rey de oros”,

B = 7la carta extraida es un oro”,

C = 7la carta extraida es el as de espadas o un oro”.
Calcular

1. P(A), P(B) y P(C).
2. P(ANB) y P(ANC).
3. P(AUB) y P(AUC).

Solucién: 1. P(A) = 4
P(ANC) = ;3. P(AUB

Ejercicio 58 Calcular P(A N B¢) sabiendo que P(A) = a, P(B) = b, y
P(AUB) =c.

Solucion: ¢ — b.

Ejercicio 59 Un aparato tiene dos componentes A Y B. Los fallos en el
aparato vienen motivados por fallos en alguna de las componentes. Al cabo
de 5 anos la componente A ha fallado en el 6% de los aparatos, la componente
B en el 8% 1y las dos componentes en el 4%.

1. Los fallos de A y B, sson independientes?.
2. Si B ha fallado, scudl es la probabilidad de que A haya fallado también?
Solucién: (a) No, (b) 1/2.

Ejercicio 60 Un examen consta de 1/ temas. Se eligen 2 al azar y el alumno
deberd escoger uno para contestartlo. Calcular la probabilidad de que a un
alumno que ha preparado 5 temas le toque al menos uno que sabe.
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Solucién: 55/91

Ejercicio 61 De cada dote de 10 ordenadores, se toma una muestra de 4
y se inspeccionan, rechazandose el lote si uno o mas de un ordenador son
defectuosos. Si en un lote hay 5 defectuosos, cudl es la probabilidad de que
se rechace?.

Ejercicio 62 Una asequradora tiene clientes de riesgo alto, medio y bajo.
Estos clientes tienen probabilidades 0.02, 0.01 y 0.0025 de rellenar un im-
preso de reclamacion. Si la proporcion de clientes de alto riesgo es 0.1, de
riesgo medio 0.2 y de bajo riesgo es 0.7. Cudl es la probabilidad de que un
impreso rellenado se de un cliente de alto riesgo?.

Ejercicio 63 En un restaurante, en el 60% de las mesas se ha pedido vino,
en el 30% cerveza y en el 20% ambas bebidas. Elegimos una mesa al azar:

1. St ham pedido vino, ;cudl es la probabilidad de que hayan pedido también
cerveza?.

2. Si han pedido cerveza, ;cudl es la probabilidad de que no hayan pedido
vino?

3. sCudl es la probabilidad de que no hayan pedido ni vino ni cerveza?
Solucién: (a) 1/3; (b) 2/3; (c) 3/10.

Ejercicio 64 Se tienen tres cajas de bombillas. La primera tiene 10 de las
que 4 son defectuosas. La sequnda tiene 6 y solo una defectuosa y la tercera
tiene 8 de las que 3 son defectuosas. FEscogiendo una bombilla al azar de
entre todas ellas, ;cudl es la probabilidad de que sea defectuosa?, sy de que
no sea defectuosa?.

Solucidn: defectuosa 113/360, no defectuosa 247/360.

Ejercicio 65 Un detector de mentiras se administra con regularidad a los
miembros del servicio secreto. Se sabe que la probabilidad de que el detector
de positivo si el sujeto esta mintiendo es 0.88 y la probabilidad de que de
negativo si estd diciendo la verdad es 0.86. Se sabe que el 99% de las veces
los miembros del servicio secreto dicen la verdad. Un individuo da positivo
en el test, cudl es la la probabilidad de que esa persona haya dicho la verdad?
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Ejercicio 66 Supongamos que tenemos tres tarjetas, de las cuales una tiene
ambas caras rojas, otra ambas caras blancas y la tercera una cara blanca y
otra roja. Se extrae una, al azar, y se coloca sobre la mesa.

1. ;Cudl es la probabilidad de que la cara de arriba sea roja?

2. Si la cara de arriba es roja, ;cudl es la probabilidad de que la cara de
abajo tamién lo sea?

s 1. 2
Solucion: 1. 3; 2. .

Ejercicio 67 En un sistema de alarma, la probabilidad de que se produzca
un peligro es 0.1. Si éste se produce, la probabilidad de que la alrma funcione
es 0.95. La probabilidad de que la alarma funcione sin haber existido peligro
es 0.03. Calcule la probabilidad de que habiendo funcionado la alarma no
haya existido peligro.

Ejercicio 68 Una empresa dedicada al transporte publico explota tres lineas
de una gran ciudad, de manera que el 60% de los autobuses cubren el servicio
de la linea 1, el 30% cubren el servicio de la linea 2y el 10% cubren el servicio
de la linea 3. Se sabe que la probabilidad de que , diariamente, un autobis
se aveie es:

e 2% en la linea 1,
e 4% en la linea 2,

o 1% en la linea 3.
Calcule

1. La probabilidad de que un autobus sufra un dia una averia.

2. Sabiendo que el autobis ha sufrido una averia, cial es la probabilidad
de que preste servicio en la linea 17

Ejercicio 69 En una confiteria hay 6 urnas que contienen 14 caramelos de
naranja y de limon; una tiene 8 de naranja y 6 de limon; dos urnas con-
tienen 7 de naranja y 7 de limon y tres urnas contienen 6 de naranja y 8
de limon. Se elige una urna al azar y se extraen 3 caramelos sin reemplaza-
miento en dicha urna. Sabiendo que 2 son de naranja y 1 de limon, ;cuds
es la probabilidad de que la urna elegida contenga 7 caramelos de naranja y
7 de limon?.
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Solucién: 49/137.

Ejercicio 70 Se aplica una pueba médica T para detectar la presencia de
alergias en los trabajadoras de una fabrica. se admite, por los estudios real-
1zados en este sector laboral, que la proporcion de individuos con alergia en
este tipo de trabajadores es del 14%. En tales estudios se ha establecido que
aproximadamente el 17% de los individuos da positivo y el 5% de las personas
con alergia dan negativo. Calcule

1. La proporcion de trabajadores que no tienen alergia y dan positivo.

2. La proporcion de trabajadores que tienen alergia y dan negativo.

Ejercicio 71 Una urna contiene 5 bolas rojas y 7 amarillas. Una persona
saca 3 bolas.

1. ;Cudl es la probabilidad de que no sea ninguna roja?.
2. 4Cudl es la probabilidad de que sea una roja?.

3. sCudl es la probabilidad de que sean dos rojas?.

4. +Cudl es la probabilidad de que sean tres rojas?.
5

. ¢Cudl es la probabilidad de que sea al menos una roja?.

o4 T.o 20,9 7., 1.g 37
Solucion: 1. 475 2. 355 3. 555 4. 553 9. 47

Ejercicio 72 En una ciudad se publican tres ‘periddicos A, B y C. El 30%
de la poblacion lee el A, el 20% de la poblacidn lee el B y el 15% lee el C;
el 12% lee A y B, el 9% lee A y C, el 6% lee By C y el 3% lee A, By C.

Calcular:
1. Porcentaje de personas que leen al menos uno de los tres periodicos.
2. Porcentaje que solo lee A.

3. Porcentaje que lee B o C, pero no A.

Solucién: (a) 41%, (b) 12%, (c) 11%.
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Ejercicio 73 En cierto pais, la probabilidad de que un nino , de mayor,
estudie una carrera universitaria es 1/6 y de que lo haga una nina es 1/10.
Hallar la probabilidad de que

1. ambos estudien una carrera universitaria.
2. al menos uno estudie una carrera universitaria.
3. ninguno estudie una carrera universitaria.

4. solamente la nina estudie una carrera universitaria.
Solucién: 1. 1/60; 2. 1/4; 3. 3/4; 4. 1/12.

Ejercicio 74 Una poblacidn estd formada por tres grupos étnicos: A (30%),
B (10%) y C (60%). Los porcentajes del caracter “ojos claros” son, respecti-
vamente, 20%, 40% vy 5%. Calcular

1. Probabilidad de que un individuo elegido al hazar tenga ojos claros.
2. Probabilidad de que un individuo de ojos oscuros dea de A.

3. St un individuo elegido al azar tiene los ojos claros, ;a qué grupo es
mas probable que pertenezca?.

Solucién: (a) = 0,13; (b) = 0,276; (c) es mas probable que sea de A.

Ejercicio 75 La probabilidad de que un estudiante apruebe todas las asignat-
uras en juniome es 0,4. Hallar la probabilidad de que entre cuatro estudiantes
escogidos al azar:

1. minguno apruebe todas las asignaturas en junio;
2. noapruebe mds e uno;
3. al menos uno apruebe;

4. todos aprueben.

Solucién: 1. 0,1296; 2. 0,4752; 3. 0,8704; 4. 0,0256.
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Ejercicio 76 El dado A tiene cuatro caras rojas y dos blancas. El dado B
tiene dos caras blancas y cuatro rojas. Se lanza una moneda: si sale cara se
juega con el dado A y si sale cruz, con el dado B.

1. Calcular la probabilidad de que salga rojo en un lanzamiento del dado.

2. Si en los doss primero lanzamientos del dado ha salido rojo, ;cudl es
la probabilidad de que en el tercer lanzamiento también salga rojo?

Solucién: (a) 1/2; (b) 3/5.

Ejercicio 77 Cuatro mdquinas A, B, C y D producen, respectivamente, el
40%, 30%, 20% y 10% del nimero total de productos de una Laboratorio
Farmacéutico. Estas mdquinas producen articulos defectuosos en el siguiente
porcentaje: 5%, 4%, 2% vy 1%, respectivamente. Selecionamos al azar un
producto. Se pide

1. Probabilidad de que sea defectuoso el producto.

2. Si el producto elegido al azar es defectuoso, jcudl es la probabilidad de
que el producto fuera producido por la mdquina B?.

Solucién: 1. 0.037; 2. 0.324.

Ejercicio 78 Un hombre va de pesca. En un bote lleva 8 carnadas de tipo
A, 7 carnadas de tipo B y 10 carnadas de tipo C. La mejor carnada es la de
A: la probabilidad de pescar un pez con ella es 3/5. La probabilidad de pescar
un pez con las otras carnadas es solo de 2/7. Mete la mano en el bote y saca
una carnada al azar.

1. Probabilidad de que pesque un pez.

2. Si el hombre tiene exito en la pesca, ;cual es la probabilidad de que
utilizara una carnada tipo B?.

3. Si hubiera sacado dos carnadas a la vez, ;cudl es la probabilida de que
ninguna fuera de tipo A?

Solucién: (a) = 0,3329; (b) = 0,3004; (c) =0, 7158.
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Ejercicio 79 Supongamos que los puestos de trabajo se clasifican (de acuerdo
con la capacitacion requerida) en altos (A), medios (M) y bajos (B). De-
notemos las generaciones por suindices, de tal forma que por ejemplo, A,
representa el suceso “un padre tiene un puesto de trabajo de tipo A”, By rep-
resenta el suceso “un hijo tiene un puesto de trabajo de tipo B”, etc. Glass
y Hall (1954) en un estudio realizado en Inlaterra y Gales obtuvieron los
siguioentes datos:
Ay M, By
A 045 048 0.07
My, 0.05 0.7 0.25
By 0.01 0.5 049

La tabla da probabilidades condicionadas. Por ejemplo, P(As|A;) = 0.45 de-
nota la probabilidad de que un hijo tenga una ocupacion de nivel A, supuesto

que el padre también tenia ese nivel. Supongamos que en la generacion de-
lospadres el 10% esdtd en A, el 40% en M y el 50% en B.

1. ;Cudl es la probabilidad de que un hijo esté en A?

2. ?Cual es la probabilidad de que un padre esté en A, supuesto que su
hijo tambén estd?

Solucién: 1. 0.07; 2. 0.64.

Ejercicio 80 Sea (2, A, P) un espacio probabilistico y Si,S € A. zSon
ciertas las igualdades

1. P(S1]S2) = P(S§[S5);
2. P(51]S2) + P(5¢]S5) = 1;
3. P(S1|S2) + P(S1|S5) = 12,

Solucién: Ninguna de las tres igualdades es cierta. Quizas el alumno puede
construir un contraejemplo donde S; NSy =0y S{NSS # 0.
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