Métodos Matematicos en Fisica

L6A Método Fourier: Barra gruesa

Transporte de electrones a través de un hilo
metalico: saltos en la resistencia

Un hilo, de seccion cuadrada | x |,
se puede modelar a través del potencial

I — 0. S1 . € :O, ] 01y € [O,l]

...........

T

| T

v

0.ll6y &[0,1]. »

Condiciones (i) los electrones no puedan atravesar
las superficies laterales del metal y (ii) dentro del
metal se comporten como particulas libres.
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En el régimen cudntico, la ecuacion de

Schradinger para la funcion de onda $°
eA h* i
—th— + — AW = 0.
ot 2m
Condiciones Contorno %
U(0,y,z,t) =0, U(l,y,z,t) =0
U(x,0,2,t) =0, W(xr.l, 2, t) =10
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Supongamos que uno de los extremos del hilo
(z = 0) se encuentra conectado a un “foco
de electrones” de energia bien definida, )

VU(xr,y,0,t) = e R

Condiciones Contorno para otro
extremo ( que es aislado de foco de

electrones) € ¥ (x,y,L,1)=0 X

<V

Sustituyendo en Ec.Schraddinger
solucion dentro de metal

U = ¥z, y, 2) HAEt/ R
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Problema a solucionar: Az
4+ NP =0
(0,y,2) =0, ) = 0,
L'( £ O y = ) — O* AN G I Bl O*
L’( Y, O ) — ‘Ir"ﬁ’(]* f ) 8 ) — O Y

< N

Jo ik _ 1
) E=h/V2mE

Ec. Poisson

£=h/p =dimensionalidad de distancia AW — —iw
(tamaiio), p- momento 5 2
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Buscamos solucion del problema como:

bz, Z( o (2)Orm (T, Y)

L

Con | Pn.m (;l‘, y) Solucion de problema SL:

v

x< N
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Encontramos anteriormente que:

Onml(x,y) = sen (nmx/l)sen (mmy/l)

Problema (**) se transforma entonces en

PCpm(z) o
(1 92 — + (t T /\n.m v,)(n.m ( 2 ) — (~)v
( n,m (“) Cvrl:lz‘f)r}n‘ C‘n.m ( L ) — O‘

X
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Con >y
(0) 41 0 —=— (%)2 g SInYy );n impar
nom = Dnm T, y)drdy = _
$1 O m par.
NOTA:

1. Excitando presion homogenea ( ejemplo anterior de gas)
se puede propagar ondas a largas distancias con PERFIL

TRANFERSAL HOMOGENEO

2. Sin embargo, excitando potencial homogeneo extremo de
tubo metalico = solo se puede propagar excitaciones en
forma de onda estacionarias transversales
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Para problema:

Py -

dé( 'Yn Jmn ( 2 ) ")
—— + ({7
dz=

(0)
n.m (()) ‘n 1’

(n IH(L) _()

- /\ n.m ) (--'n.m ( 2 ) — O--

Tenemos 3 soluciones dependiendo
del signo =

C
S

2

T /\ .M
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3 soluciones posibles dependiendo "
del signo =2 S
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N

Con coeficientes para cada caso

’l‘) ‘I‘_)) ,' -__%) ‘
( nom — Unun/ SEL (\/t B /\n,m L) X

~ (' 0)

A0) -—2 T
( ' ( . m,- H(J].].l]. ( \//\n‘]n - t - L )‘

e,
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Consideramos dos casos de
Limite: = recordando que

: ¢—2
1. Si /\n.m < Q e

nm

2N

Ondas estacionarias se
extienden por todo hilo

> Z

Aumentando energia de electrones
paso a paso cumpliremos la condiccion
para nuevos (n,m) superado nuevo
umbral y aumentando la conductancia

JC — 2.' \- )TnE
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,. \ _ =2
2.5 | |\n,m S
Ondas estacionarias estan | _ 0( < L)"
localizadas cerca de = T A
/ /}an Cnm
G ~E
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Para secciones de hilo menores de valor critico:
(que coresponde a condicion A, ;.= Ay =£72

N

S =2m2E> E2~E

/I\ sz.y

Error en libro APL
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Solamente se tiene el segundo tipo de ondas, y
>

la probabilidad de encontrar electrones en el
extremo z = L es prdacticamente nula

7z

£ 2-E
| 2

X.y

A\

Cuando esto sucede, se dice que no existen
"canales” que permitan el paso de los electrones

de un extremo a otro del hilo.
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S < S, resistencia de hilo es infinita

(p 2 ~1/5)

A medida que la seccion del hilo
aumenta, el nimero de “canales” que
permiten el paso de los electrones
aumenta.

Pero este aumento no es continuo, lo
cual se traduce en una dependencia
de la resistencia con la seccion del
hilo a saltos.

G (2e%/h)

W

A

S =N Q

L L
\
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Ondas de temperatura (Cap 6.6 APL) \z

distribucion de temperatura en una de las
superficies de un cuerpo, con forma de

prisma de base cuadrada de longitud L y 7y
seccion x|, <

To(x,y)senwt

El resto de superficies se mantiene termo aislados
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Usaremos soluciones de problema SL
w,.(x,y) para buscar distribucion de
temperatura como:

T(2,y,2t) =Y Opnm(2,t)tnm(x,y)

=

N

~
Cdd

y

X

To(x,y) sen wt

Sustituyendo en Ec. de conduccion Calor 3D:
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Funcion ©(z,t) es solucion de Ec. Con CC

Error APL

(_)(T)n m 2.1 (-) (—)n m
( . )_\|: : lAnm nm )]:

Ot 922
g ()(_)n . t
n m(O t) n ) h@llwt ( ) ‘
0z oL
con Anm = (m/1)*(n* + m?)

= (),

0.

To(z,y)sen wt
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con

I pl A
/ / To(x, y)w,, (2, y)dxdy |
(:) _ JoJo e

1,17 I pl T
2 ’ » ) ™ » g I
we ., (_.;1 . yl_)(l;l (Iy To(x,y) sen wt
JO JO

Intergando CC con autofunciones
y aplicando cond. de ortoganalidad
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Temperatura homogénea en el extremo g

Analicemos en primer lugar caso

Io(x,y) =1y = cte.

En este caso se puede esperar que la C “
temperatura del cuerpo resulte To(2, y) senwt
homogénea en las secciones paralelas

al plano xy.

—

A~

.]ﬂ() = Cte X wo,0 -(T)n,m' — ]1(](57200172(]'

Como funciones w, ., son ortogonales entre si, el numerador
de la expresion (***) solamente es distinto de cero si
n=m=0.
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Entonces: | = (%)0_() ( Z, t)

Problema 1D a solucionar:

........ - - - —

3
oT(z,t)  O°T(21) ol 3 sen
< o \ N2 — O’
ot 0z
_ IR _
1(0.t) = 1y sen wt. ,( ?) =0
0z _7
Ahora, en contraste con
vibraciones en gas, barra, T~ sen wi
la solucion NO puede ser = Xosenwt &
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la fase de las variaciones de temperatura,
como se verd mas adelante, depende de
frecuencia de perturbacion.

O% (2, 1) F*T(= 1)
A o \ Y9 — U‘
ot )4
N | o%(z,t ~
T(0,t) = The™", () ) =0
0z

Buscamos solucion como parte
imaginaria de Funcion compleja

Ya que

To(x,y) sen wt

senwt = Im e

(1P f
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Tiene sentido suponer que T = Z(2)et
T Z(2) o
L Z ( - ) \ (.) :2 U‘ Io(x,y) senwt
. 07z )
Z(0) =1y, 7 2) =0
Uz Y
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Solucion general:

- o Fd Ja— I

To(x,y)sen wt

con
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Obtenemos constantes

Imponiendo CC: /Z =0 1
C,+C_=1;, -
-y —2L/C v - To(x,y)senwt
07 (2
Q)| _,
0z z=L
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Consideramos limites para grandes longitudes
= C.=>0

— | L

Esto ocurre . N —— ~ 1
para L > Z‘Re Ql p— \/ 2 \ W. To(x,y) sen wt

N
En este caso primer termino C_ >~ 1y,

de expresion (*) es bastante O~ Th 2L/ o ¢
menor de segundo '+ — 40 € N L
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En esta aproximacion quedamos solo con g
segundo termino de (*) =

To(x,y) sen wt

#

Recuperamos solucion del problema conduccion de
calor en 1D con extremo calentado periodicamente
(ver problemas resueltas en clase)
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\ =
044 1

La distribucion de temperatura
en el cuerpo es entonces

0,4 g

Variacion de temperatura

Distancia (x)

T(z,t) =Im T(z,t) =Ty e” Vel (202 gapy (w'z‘ — Vw/(2y) ) #

Son ondas fuertemente atenuadas (sus amplitudes
disminuyen por un factor 1/e en aprox. longitud de onda.

Longitud de onda coincide ( salvo factor 2n) con longotud de atenuacion

Nota: Vector de onda k=w/c es para sonido y k=(w/2%)°° aqui.
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Temperatura NO homogénea en el extremo

Hay que considerar todos modos (n,m).
Siguiendo apartado anterior, la solucion se |
busca como e

To(x,y)sen wt

— ’ % '. . |
. \ —_— -~ -~ W t \
~Ti, 0 Zn T ( - ,,)6

(T)n.m — Illl “S:n.m
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Temperatura NO homogénea en el extremo

-y o
7, (2 W | i
p- ‘.7 ( ) (/\n.m + 1_> Zn.m(: ) — U-. ‘
i — (_) VA n.m\ 2 | | To(, . ) sen wt
Z n,m (U ) — (T) 1Ty ) ( ) — (_)‘ :
oz Y

Ec. mas compleja que en pag. 72
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Ecuacion (%) tiene solucion general:

Z(z) = Cye*/S + C_e™/

To(x,y) sen wt

b_l . e
con. Qn.nz - \/)\n.m T+ IW’/\-
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Para limite de frecuencias | , | — 2
suficientemente bajas W L TTX / L=,

9 :
Para todos n,mz0 1 IR

Gt~ Vm Eel
e T n.m To(x,y) sen wt

Usando procedimiento semejante a anterior

—————————
'

O, (2, 1) ~ e ~VARmE gan Wt

=TT ., 172
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| Oscilaciones que se encuentran casi en fase con la
perturbacion, PERO con amplitud casi nula para:

To(x,y) sen wt

> 2 1/\/ Anm =/ (mVn? 4+ m?)

84



Métodos Matematicos en Fisica

L6A Método Fourier: Barra gruesa

Para perfil n = m = O, se obtiene una
solucion de la forma similar a (#)

1o e~ V@/(202 gop (vut — \/w/(‘Z\)::)

x -
-

Loz, y) s

donde T, debe entenderse ahora como el
valor medio de la distribucion de temperatura
To(x, y) en la superficie z = O del cuerpo.

Soliciones para perfiles n, m = O, son mas
complicados
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