Métodos Matematicos en Fisica

L6A Método Fourier: Barra gruesa

Oscilaciones de un gas encerrado en un prisma (cap.6.2-APL)

Anteriormente vimos que el movimiento de un gas se puede
caracterizar mediante diversas magnitudes, como son el cambio
en densidad o el cambio en la presion.

Formularemos el problema usando el cambio de presion: CC?
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Oscilaciones de un gas encerrado en un prisma

J*u > A

— —c"LAu =10

ot-
£ — Q —0 = ou(x,y, z,t) _o
on v on S on -

2. representa la superficie del prisma que
tiene aristas de longitudes Lx, Ly y Lz.

=
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Buscamos solucion separando variables

u(x,y, z,t) = v(x,y,:

r

T+ANT =0 | Lv+l=0,

dv(z,y,2)

: ()
on

(]
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Buscamos otra separacion para variables (x,y,z) €= SL

Av+ Av =0,

1

v(a,y,2) = X(2)Y(y)Z (=

ov(x,y, 2) 0

on

[]

Autofunciones?

Autovalores ?
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&l' + /\'l-' — O,
dv(z,y,2)

on

[

“"Ladrillos” de solucion

krx [Ty Mz
COS COS

Uk im T, Yy, 2) = cos
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Soluciones para coeficientes temporales T(t)

/}“nmk:
Apo.0 + Booot,

stk lom =0,

Ly gm(t) = , o
Aj 1. COS WE 1t + Brimsenwgmt, stk l,m # 0,
-j nj
con 79 — =
Wil = € Ak lm-

Como cambio gradual de presion es imposible
(solo consideramos oscilaciones de un gas encerado)

Aooo Y Booo = O
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Si_recipiente es cubo (L)

= Modo fundamental mas bajo (degenerado)

W =wW00=wWy10—Wo1 = CTT/ L
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Solucion general

| . | “ . ! kmx [y
ulz,y, 2, t) = E Uk lmlx,y, 2) T gm(t) = E COS 7 COS 7 COS

k.l.m k.l.m *

X (Apgm COSWEmt + Bgoms€N Wi mt) ,

A partir de Condiciones iniciales se encuentra

solucion, usando ortoganalidad de autofunciones
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Enfriamiento de una barra gruesa (cap.6.2-APL)

vamos a calcular la distribucion de temperatura de

un cuerpo indicado en el debujo, empleando el

meétodo de Fourier. L
Ju ﬁ 1.
-7 — XLu = 0)[1 P
ot

w(0,y, z,t) =0, u(x,0,2,t) =0, u(x,y,0,t) =0,

u(L,,y,z,t) =0, u(z,L,,z,t) =0, u(z,y, L., t) =0.

prisma tiene aristas de longitudes Lx, Ly y : _
Lz. Toda superficie esta en contacto con un En instante 1=0

foco térmico a determinada temperatura ‘_1"‘ 0 — (e
(que fomamos como cero) u(z,y,2,0) = f(z,y,2)
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Buscamos separando variables, llegamos a problema SL

:”i\l-’ —+ /\‘l’ — O

v(0,y,2) =0, v(x.0,2) =0, v(z,y,0) =0,
v(L,,y,z) =0, v(x, L,,z) =0, v(r,y,L.) =0,

Autofunciones?

10
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autofunciones
: ) 2v/2 kmx [y Mz
Uk lm Ty, 2) = sen sen —— sen .
\/L‘l‘ I‘UL" T Y 2z
autovalores
-) -) .)
[< m=
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Solucion general

U(.I.* Y, =, t) — Z Uk.l.m (l Y,z ) Tl.'.l.m (f){

k,l,m

(1)

Sustituyendo esta funcion en Ec.

Y usando la otroganalidad de vklm

AAAAAAAAAAA

Tk.l.m + \’\k.l.mTL‘.l.m = (. 1

Tiam(t) =

The1.m (0)e™XAktm

12
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Usando ortoganalidad de autofunciones,
Y destribucion inicial de temperatura f(x,y,z)

>

Encontraremos coeficientes T, (0) N A

Tklm () / / / v Y, '_lk[m(l l/,,})([l([l]([

13
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Solucion final

u(z,y, z2,t) = Z Uk 1 (@, Y, 2) T 1m (T)

kJlom

2V/2 o krx  lmy  ommz
— E T31.,-(0)sen sen sen e~ X kd,mt
\/LIL-UL: k.l.m L‘r Ly L:

14
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Analicemos tiempos caracteristicos - |

| > 2y -1

1 L (B P o
Tklm = = — 5 T 75 T 7
" \ /\L'.Z. I \ .7—2 2 Li L* %

)

Tiempo caracteristico mas largo se puede considerar como
tiempo de enfriamiento

15
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Distribucion de temperatura a tiempos muy
grandes:

Error tipografico
de libro APL

u(x,y, z,t) ~ vy, y,2)T114(1) /

2/ 2 ™ Y

= ' 17 11(0) sen —x sen —=y sen —

VL.L,L. L Ly

PERFILES senosoidales en X, Y, Z
(medios de longitud de onda)

1l 4
L

e L
o XA11,1

-
—

16
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Si - Es una especie de placa
LI . Lu,_ P P

2

\'l't .

Es decir que el tiempo caracteristico de enfriamiento (o
calentamiento) de un cuerpo es mayor cuanto mayor sea la longitud
de su arista mas pequefia y menor sea su constante de difusividad

térmica.

17
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Potencial electrostatico de una carga puntual dentro de una caja
metalica (par. 6.4 APL)

Ec. para carga puntual Q que se encuentra dentro de una caja
metdlica con forma de prisma de base cuadrada

1 Ao =—L p(r) =Qdo(r —ry).

Como caja es metalica,
tomamos potencial escalar Cero

sobre la superficie

o, y, 2
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Buscamos solucion como suma por autofunciones de problema SL

Av+ =0

v(0,y,2) =0, v(z,0,2) =0, v(z,y,0) =0,
l-‘(LJ.'? 'l/, :‘) — 07 .I"‘(;l‘T LU'.‘ :’) — 07 l’,(;l‘7 vl/'.‘ L‘J) — 0.‘

|

O (:I-. Y, = ) — Z (::k.f.m Uk l.m ( Lyl = ) .

/

=t

klm /
//

NOTA: Coeficientes Cklm/ NO son funciones
> SOLO COEFICIENTES NUMERICOS
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Coeficientes C,,, encontramos sustituyendo esta serie (2) en
(1) y aprovechando la ortoganalidad de autofunciones =

_Z ﬂ‘mkl mkl — £

mkl &
. 1 | | .
('k.l.m — P (..I- Y, = ) Uk l,m ( LY, = ) dV
< D/\k,].m JV

0
— = Uk l,m ( Lo, Yo, <0 )
=0 A klm

zZ\J
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con

2v/2 kmx [Ty M2
sen sen sen

- VL.LL. L. L, L

Ukt (T, Y, 2)

21
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Discutamos caso cuando carga
esta en el centro de caja

Xo=L/2 . yo=L, /2 ; 25=L,/2 >
0 Stk =2k 1=2"6m =2m’,
C‘A‘J m = 2 \3(2 (— 1 ) k' +m/

— sik=2E"+1,1=2'41ym=2m"+1
€0 /\k,l,m VvV

22
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Potencial dentro de caja PARA CARGA SIMETRICA
(i.e. situada en el centro )

| 2k + 1)7mx 204+ 1) 2 1)7=
(=1)Fm sen 2k + )ma sen Gt Dy sen Em+ 1)
olr,y,z) = 5 . PR R 5
S T v Z Qk+ 1?2 (2+1)7° (2m+ 1)

z T2 I
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OTRO método : introduciendo sumatoria por
solo 2 indices

O(x,y,2) =Y Crpm(2)Vnm(z,9) :

n.,m

Con v(x,y) <=> solucion de SL en 2D

L\‘al’ —+ /\l-’ — O

v(0,y) =0, v(L.,y) =0.
v(x,0) =0, v(z,L,)=0. »
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Usando la ortoganalidad de funciones v,,, =

llegamos a Ec. para coeficientes C,
32 0 .
. — e
7.9 An.m-"nan — " K
dz? =0
- . - "'LI—-
-
Donde

Ly pLy
Prnm(2) = / / plz,y, 2)v, m 2, y)dedy = Qu, (L. /2,L,/2)0(2)
JO JO

Estamos considerando caso que la carga se encuentra en
el centro de la caja, tfomando esta vez su coordenada z
como origen del eje z.
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Usando ortoganalidad de funciones v,,, =
Y hecho que ¢(x,y,+-L/2)=0, obtenemos:

(‘) ( , E ( ", m n m( 1 ) \[ L,
M

K
T LA
C'n 77?(—[’“’/2) — U‘/ (‘n ,n(L—-/.Z) —

26
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Para resolver ecuacion para C,, consideramos
por separado intervalos z>0 y z<0

312 1+
(1“(." 5 L,
n,m =+ - g
/\n.mC' =0  Q

([.;2 n,n

Para que potencial (z=0) sea continuo: =

Co,.(0)=Ct (0)

nan n.an




Métodos Matematicos en Fisica

L6A Método Fourier: Barra gruesa

Otra condicion obtenemos integrando Ec. (2)
entre +£20

32
(1 ('n..m. \ -~ B p'n.m 2 L
7.9 / n.mc'n.m_ — :

E V
J — I .
X - L
) L_\.

o — L 1771+ - Py
dcn Jm ( ~ ) d( n,m ( - ) L Prn 17
dz 0 dz 0 £0

Donde :| Pnm = lm / Pz = Qupm(La/2, Ly /2)

c—s()




Métodos Matematicos en Fisica

L6A Método Fourier: Barra gruesa

En el limite cuando la longitud de caja es
infinita a lo largo del eje z, las funciones C,, ..
que cumplen condiciones anteriores seran:

N

(..f :I: ( N ) _ /)n JIT (__-‘:F \ ',,-".../\ n.m-~

n.m A )\
~<) n.m

N

........

29
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Solucion final
(Limite de caja infinita)

que suma solo miembros
no nulos de serie: i.e.
para que 0
¢ ¢ e
Un.m (Ll /-2~ Lu/z) = 0
1 D 2n + )7z 2m + 1)t ey
O, y,2) = Z fr. sen (2n + 1) sen ( + my e~V Anml]
£0 L.rLy nom  V )\n.m L-l' LSI

30
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con
2( o
ﬁn.m — J (—1)1“-'—1,
L"rLy . ,
/\n.m = " (( = ) + ( 5 )

31
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cuando L, Y
L
0
para| >~ L/n .
/L'] ]

[ \ \2(2 nwar w y \7?T| . | /L
olx,y, z2) sen sen e~ VeTIEl
el

32
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Esta expresion indica que la
Longitud caracteristica de decremento de campo
a lo largo de eje z es:

l(‘

Entonces, el campo eléctrico creado por una carga

dentro de un tubo metalico (de seccion cuadrada L x L)

queda comprendido, principalmente, en un entorno de
volumen ~L3 alrededor de dicha carga.

33
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Condiciones de contorno no homogéneas (6.5-APL)

Problemas Sturm-Liouville se pueden considerar como
problemas auxiliares cuyas soluciones permiten describir
parte de la solucion del problema fisico disminuyendo con
esto su dimensionalidad efectiva

Veamos otros ejemplos de como hacerlo en 3D

34
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Vibraciones acusticas excitadas por el movimiento de un
piston. Estudiaremos variacion de
PRESION=u(x,y,x,1)

A partir de tiempo suficiente cuando |,
las vibraciones propias del |
gas se hayan atenuado por completo, :
y no existe ningln tipo de resonancia - .

N

ulx,y, 2z, t) = v(x,y, 2) sen wt.

Fyo(x,y) sen wt

35
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a9
()"r,f;

Sustituyendo en Ec de onda=> o~ A$=0
42
W :
Av 4 v =0
2
C L
_ v(x,y, 2 u
v(x,y,0) = Fy(z,y), ‘ ( Y 2) =0 ; .
on o e p—
e
Y - es toda superficie de piston ;
excepto piston P,(z, y) sen wt

36
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Siguiendo método de seccion anterior =

l l/ Z ( I, m l(‘n I??( l U)

.

Con W, - soluciones SL & COMO SON?

Aw+Adw =0

ow(z,y) ow(x,y)

= U,

x=0,L,

(f).l (*)._Ij y:O.L y

= (.

i —
/ ¥ A
Fyo(x,y)sen wt

37
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nmr mmy g
(TR— y) = COS COS
T Y §
Dr / \ ';) f ! 3 \ 2 E
Con n, m ZO /\n,m - T"b[l. 'n;" L”.I' ) + ( m Ly ) ]
I
X — Z L"_’
/L [
Fo(x,y)sen wt

38
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Ec. a solucionar para C, . (z)

v

o
P
“n,

(' vn m ‘: )
dCpm(2)
dz

(-“’n.m l U ) =P n,m e =0

/ S‘zn,)n = C ’\'n..m
: V
donde o —

y A
\ /[ ol ., y)wy, (2, y)drdy l

\'—:

Fom = Fo(x,y)senwt
// vy, (2, y)dzdy

39



Métodos Matematicos en Fisica

L6A Método Fourier: Barra gruesa

Presion del piston homogénea

Po(;l’.y) = Po

[ pl
Com (0) - / / Py(z, y)wy m(z, y)dzdy
J0O S0

—

La dnica excepcion es
Coo0

La amplitud de
oscilaciones es=

7

- 7
( 0.0(., < ‘,)

= cte

L

{PO(;I‘, y) sen wt

la presion del gas en cada una de las secciones de
la caja paralelas al plano xy resulta homogénea.
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Ecuacion a solucionar

2. () 2
('[ vl z .,l ' o .| N
. ! ; (Il J — L L
d 2 2
. dv(z) fﬁ
v(0) = F, = (). N

dz I, \/ﬁf/i_’
l,.

{PU (2, y) sen wt
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SOLUCION d2* ¢

' v(0) = F. [
az L

v(z) = Fy(coskz 4+ tan kL sen kz) k=w/e

Es parte ( perfil de modos) sobre
problema sobre las vibraciones forzadas

de una cuerda, con un extremo libre y
otro obligado a desplazase segin la ley
UOSCN((X)T)

Q: Es solucion de problema SL?




Métodos Matematicos en Fisica

L6A Método Fourier: Barra gruesa

Condicion de resonancia
(se diverge la solucién) tan(kL)=co

w=2n+1)we/(2L)

________

l,.

{PU (2, y) sen wt

43
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Presion del piston no homogénea

Supongamos que la funcion que describe la R
presion que se ejerce con el piston coincide,
es proporcional a una de las auto funciones
del problema con n,m=0 ot

{PU (2, y) sen wt

R] ( LY ) X Wnm (l~ Y )'

44
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Solamente coef. C,  asociado con dicha
auto funcion sera distinto de cero
=>

la serie se reduce a un solo término.

l"(4 Z Cn m u'n m( £, lj)

n,m . P Y/

[] 7,

{PU (2, y) sen wt

( ‘n i ( ) ll“n AT ( l U )

45
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Solucion de Ec.

([2("71.”1 (:) W‘Q _ ()2

d=? 2

¥ T
('n.m(o) — Pn.m-

Dependera de relacion entre o
Y Q-

l,-

{PU (2, y) sen wt

46
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Hay 3 posibilidades:

P .Y
e - ;\'n mZ
P n.m

( Prum (COS k2

—1—(

n m L Ln m<

sen ky m?z) .

6,

z‘l'c! m L

+ 1

----------

a7
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Posibilidad 1 (ERROR c Q > Wogm|
P141 APL) DEBE SER si nm |2

0 >Qnm

/
la modulacion de la amplitud /\/\ -
olz, y)senwt

de las oscilaciones en la
direccion z y 4

Condicion de Resonancias: Cuando la frecuencia de la
perturbacion coincide, con ciertas frecuencias propias
del gas encerrado en el mismo prisma pero sin piston
(extremo abierto).

- n"-0,1,.2,3.
i T TN 1N\ /s TS
k n.mL — (2’) + J-) / /2 N, M constantes del problema

(describen perfil de excitacion)
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Posibilidad 2 w = 2, L

no existe modulacion de la amplitud de las
oscilaciones en la direccion z.

| Folz,y) sen wt

C
Cn(Z)=Pum =

N

49
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Posibilidad 3 | w << {2, .,

| C

nm

Z

Fo(x,y)sen wt

Si la longitud de la caja L mucho mas grande
que las dimensiones de su seccion L
>

La amplitud de las oscilaciones en la direccion z
decrece exponencialmente.

X,y

50
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. -

Para s Szn.m

Las oscilaciones se atendan = desaparecen, a
distancias suficientemente grandes

(con longitud caracteristica k. ')

2 Para dimensiones del recipiente L>> L, .,
serd imposible reconstruir la funcion que
describe la presion que ejerce el piston a
partir de la amplitud de las oscilaciones del
gas detectadas en el extremo opuesto

FPy(x,y) sen wt
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