Tema 2

Programacioén lineal

2.1. Introduccion

La programacién lineal estudia la optimizacién (es decir, minimizacién o maximizacién) de una
funcién lineal cuyas variables deben satisfacer un conjunto de restricciones lineales de igualdad y/o
desigualdad no estricta. Asi, un problema de programacién lineal (continua) puede expresarse

de la siguiente forma:

Minimizar o Maximizar c1x1+ coxo + ...+ cpxn
sujeto a: a1171 + a12x2 + . .. + A1p Ty ~ by

a9171 + agors + ... + a2p Ty ~ by

Am1T1 + AmaZo + . .. + Gmn Ty ~ by,

zje R Vje{l,...,n},

donde n,m € IN, {¢;j}jef1,..n}»> 10ij Yief1,....m}, je{1,..n} ¥ 10i}ie{1,...,m} SON niimeros reales conocidos

“

y, para cada restriccién, “~” puede ser “="  “<” o “>7.

La funcién cjz1 + coxe + ... + ¢y se denomina funcién objetivo (o funcién criterio), y
suele denotarse por z, y x1,z2,...,%, son las variables de decisién (o variables, o variables
estructurales, o niveles de actividad).

Una restriccién de la forma z; > 0, donde j € {1,...,n}, se llama restriccién de no

negatividad.
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Un conjunto de valores reales de las variables z1,...,x, que satisface todas las restricciones
se denomina solucion factible del problema. El conjunto de todas las soluciones factibles es la
regién factible del problema. Si la regién factible es vacia, se dice que el problema es infactible;
en otro caso, se dice que el problema es factible.

]
Se dice que una solucién factible : es una solucién éptima del problema si para toda
*
:Bn
1 n n
solucién factible : se verifica que E cjx;f < E cjr; si el problema es de minimizacion, o
T j=1 j=1
n n
que g cjry > E cjr; si el problema es de maximizacion.
Jj=1 J=1

Un problema de programacion lineal esta escrito en forma estandar si estd expresado de la

siguiente formas:
n
Minimizar o Maximizar Z CjTj
j=1
n
sujeto a: Zaz‘j%‘ =b Vie{l,...,m}
j=1
T >0 Vje {1,...,n}

Un problema de programacion lineal esta escrito en forma candnica si estd expresado de una
de las dos siguientes formas:
n n
Minimizar g CjT; Maximizar E CjT;
Jj=1 Jj=1

n n

sujeto a: Zaijxj >b; Vie{l,...,m} | sujeto a: Zaij:vj <b Vie{l,...,m}
j=1 J=1
ZEJ'ZO VjE{l,...,n} ."L‘jZO Vje{l,...,n}

2.2. Convexidad. Puntos extremos y direcciones extremas.

Soluciones basicas

2.2.1. Convexidad. Conceptos basicos

El concepto de convexidad es de gran importancia en el estudio de problemas de programacion

matematica.
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Definicién 2.1. Un conjunto S C IR™ es convexo si Va1, x2 €S se verifica que A1+ (1—N)xa €S

VA e [0,1].
Lema 2.1. Sean S1,59 C IR" conjuntos convexos. Entonces S1 N Sy es un conjunto convexo.

Definicién 2.2. Dado un conjunto S C IR", la envoltura convexa de S es el conjunto H(S) de

todas las combinaciones lineales convezras de puntos de S, es decir,

& k
H(S) =Y Naj k€N, o1, ..., 2 €5, M,..., e 20, 3 _Aj=1
=1 =

Lema 2.2. Sea S C IR". Entonces H(S) es un conjunto convezo.

Definicion 2.3. Un politopo en IR™ es la envoltura convera de un numero finito de puntos

T1,...,Ter1 € IR", donde k € IN. St los vectores £z — ®1,...,Tp+1 — T1 son linealmente
independientes, la envoltura convexa de {x1,...,Tk41} se denomina simplex en IR™ de vértices
L1, Lk41-

Se observa que un simplex en IR" tiene a lo sumo n + 1 vértices.

Definicién 2.4. Un hiperplano en IR" es un conjunto de la forma H = {x € IR" | p'z = a},

donde p € IR"\ {0} y o € IR. Un hiperplano H define dos semiespacios cerrados
HZ ={xc R"|plx >a} y HS = {x € R" | p'x < a}.
Lema 2.3. Sea H un hiperplano. Entonces H, H= y HS son conjuntos convezos.

Definicion 2.5. Un poliedro en IR" es la interseccion de un mumero finito de semiespacios

cerrados en IR™.

De los Lemas 2.1 y 2.3 se deduce que todo poliedro es un conjunto convexo.

2.2.2. Puntos extremos y direcciones extremas. Teorema de representacion

Definicion 2.6. Sea S C IR™ un conjunto convexo no vacio. Un punto x € S es un punto extremo

de S six =Ax1 + (1 — N)xg implica que x = 1 = T3, donde A € (0,1) y x1,x2 € S.
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Definicién 2.7. Sea S C IR™ un conjunto convexo no vacio. Un vector d € IR™\ {0} es una
direccion de S si Vo € S se verifica que x +Ad €S V> 0.

Dos direcciones dy y do de S son distintas si Aa > 0 tal que dqp = ads.

Una direccion d de S es una direccion extrema de S si d = A\ dy + Ay dg implica que Jae > 0

con di = adg, donde A1, 2 >0 y dy,da son direcciones de S.

Sea S ={x € R" | Ax = b,x > 0}, donde A es una matriz real m x n, rg(A) =m y b € R™.

Teorema 2.1 (Caracterizacién de puntos extremos). Un punto T € IR" es un punto extremo de S
B

si y solo si A y T pueden expresarse de la forma A= (B N)yx = | , donde B es una
N

matriz m x m con rg(B) = m, N es una matrizm x (n —m), Tg = B"'b>0 y Tn = 0.

Corolario 2.1. El mdzimo numero de puntos extremos de S es

Teorema 2.2 (Existencia de puntos extremos). Si S # 0, entonces S tiene al menos un punto

extremo.
Lema 2.4. Un vector d € IR" es una direccion de S si y solo si Ad=0,d>0 yd+#0.

Teorema 2.3 (Caracterizacién de direcciones extremas). Sea m < n. Un vector d € IR" es
una direccion extrema de S si y solo si A y d pueden expresarse de la forma A = (B N) y

d = ad, donde B es una matriz m x m con rg(B) = m, N es una matriz m x (n —m), a > 0,

—BilaN
d= " Jke{l,...,n—m}, an, esla k-ésima columna de la matriz N, B 'an, <0
ek

y ex es el k-ésimo vector unitario de dimension n —m.

Corolario 2.2. El mdzrimo niumero de direcciones extremas de S distintas dos a dos es

(n—m) :L
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Teorema 2.4 (Representacién). Sean S # 0, T1,...,Tp los puntos extremos de S y dy,... ,Eq

las direcciones extremas de S. Entonces x € S si y solo si puede expresarse de la forma

P q P
m:Z)\jEj—l—Z,ujaj, donde \; >0 Vje{l,...,p}, Z)\jzl ypj >0 Vie{l,... q}.
j=1 j=1 j=1

Teorema 2.5 (Existencia de direcciones extremas). El conjunto S tiene al menos una direccion

extrema si y solo si no estd acotado.

Proposicién 2.1. Sean (P) un problema de programacion lineal de minimizacion con vector de
costes ¢ cuya region factible es S, y da, ..., dq las direcciones extremas de S. Si Ik € {1,...,q} tal

que ctdy, < 0, entonces el valor optimo de la funcion objetivo de (P) no estd acotado.

Teorema 2.6. Sean S # (), (P) un problema de programacion lineal de minimizacion con vector
de costes ¢ cuya region factible es S, y du,...,dq las direcciones extremas de S. Si ctaj >0

Vi e{l,...,q}, entonces existe algin punto extremo de S que es solucion optima de (P).

Corolario 2.3. Sean S # (), (P) un problema de programacion lineal de minimizacién con vector
de costes ¢ cuya region factible es S, y dy, . .. ,Eq las direcciones extremas de S. Entonces (P) tiene

solucidn dptima si y solo si ctdj >0 Vje{l,...,q}.

Corolario 2.4. Sea (P) un problema de programacion lineal cuya region factible es S. Si (P) tiene

solucion dptima, entonces existe algin punto extremo de S que es solucion optima de (P).

Teorema 2.7. Sea (P) un problema de programacion lineal con wvector de costes ¢ cuya
region factible es S y que tiene solucion dptima, y sean Ty,...,Tp los puntos extremos de S,
81,...,3q las direcciones extremas de S, z* el walor dptimo de la funcién objetivo de (P),
Pr={je{l,....p} | dmj =2} y Q* = {j € {1,...,q} | ¢'dj = 0}. Entonces z* es solucién

optima de (P) si y solo si puede expresarse de la forma x* = Z ATy + Z w;dj, donde
JjEP* jeEQ*
>0 VieP, > N=1yp; >0 VjeQr
JEP*

2.2.3. Soluciones basicas. Teorema fundamental de la programacion lineal

Considérese el conjunto S y supéngase que la matriz A se ha expresado de la forma A = (B N),

donde B es una matriz m x m con rg(B) = m y N es una matriz m x (n —m).
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Definicion 2.8. La matriz B se denomina matriz bdsica o, simplemente, base, y la matriz N
se denomina matriz no bdsica.
B L
Un vector n-dimensional de la forma® = | , dondexp = B"°b yxn = 0, se llama
TN
solucion basica.
Las componentes de xp se denominan variables bdsicas, y las de x ny variables no bdsicas.
Una solucion bdsica tal que g > 0 se llama solucion bdsica factible.

Se dice que una solucion bdsica factible es degenerada si T # 0.

Por el Teorema 2.1 se tiene que las soluciones basicas factibles se corresponden con los puntos

extremos de S.

Teorema 2.8 (Fundamental de la programacién lineal). Sea (P) un problema de programacion

lineal cuya region factible es S. Se verifican los siguientes resultados:

1) Si (P) es factible, entonces existe al menos una solucién bdsica factible.

2) Si (P) tiene solucidn dptima, entonces existe al menos una solucion bdsica éptima.

2.3. Algoritmo del simplex

Se considera el siguiente problema de programacion lineal escrito en forma estandar:

Minimizar z = c'zx

sujetoa: Ax=0>b (P)
x >0,
donde ¢ € R", € IR", A es una matriz real m x n, rg(A) =my b € IR™.

Sean B una matriz béasica y IN su matriz no bésica asociada.

Notacién. A= (B N)= (aB,...aB,, an, ---an,,_,,)

ct = (c% cﬁ\,) =(cp,..-¢B,, CNy ---CN,_,,)

TB;
B TB,,
€Tr —= _=
TN TNy
an—m

Para cada j € {1,...,n —m}, sean yn, = B"'an; y 2n, = c5 yn;-
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_ —YN,
Lema 2.5. Sea d = a d, donde a > 0, d = g ,ked{l,...,n—m}, yn, <0 ye es
ek

el k-ésimo vector unitario de dimension n —m. Entonces d es una direccion extrema de la region

factible de (P). Ademds, c'd = 0 si y solo si zy, — cn, = 0.

Teorema 2.9. Supongase que (P) tiene solucion dptima, y sean T, . .. ,f;* las soluciones bdsicas

—YN;

optimas de (P), J*={j €{1,...,n—m} [ yn; < 0, 2y, —cn,;= 0} ¥ E;: Vi eJ*, donde

€j

p*
o . . . 13 . — —*
ej es el j-ésimo vector unitario de dimension n—m VjeJ*. Entonces * = E )\jw;f + g ,ujdj
j=1 jeT*

*

p
es solucion dptima de (P), donde \j >0 Vje {1,...,p*}, Z)\j =1lyp; >0 VjeJ*

j=1
Lema 2.6. Sean x una solucion factible de (P) y T una solucion bdsica factible de (P). Entonces
n—m
clx = cx — Z (zNj — CNJ.) N
j=1
Teorema 2.10. Sea T una solucion bdsica factible de (P). Si zy, —cn; <0 Vje€{l,...,n—m},

entonces T es una solucidn dptima de (P).

Teorema 2.11. Sea T una solucion bdsica factible de (P). Si3ke{1,...,n—m}tal que zn,—cn, > 0

e yn, < 0, entonces el valor dptimo de la funcion objetivo de (P) no estd acotado.

Teorema 2.12. Sea T una solucion bdsica factible de (P). Si3ke{1,...,n—m} tal que zx,—cn, >0
x TR,
eyn, £0, entonces el vector T = T+ By d, donde | = argmin Bi lie{1,...,m} con y; N, >0},
Yi,Ny Yi, Ny,
“YNi . i : » L
d= y eg es el k-ésimo vector unitario de dimension n —m, es una solucion bdsica
€L

factible de (P) tal que '’ < c'®. Ademds, T’ < c'T si y solo si T, > 0.

Proposicién 2.2. Sea T una solucion bdsica factible de (P). Si zn,—cn;, <0 Vi€ {l,...,n—m},
Jk e {l,...,n —m} tal que zn, — cn, = 0 y se satisface una de las dos condiciones siguientes,

entonces (P) tiene infinitas soluciones dptimas.

1) yn, <0.
2) yn, £0 yZTp, >0, dondel = argml’n{ LB lie{l,...,m} cony;n, > O}.
Yi, Ny,
Proposicién 2.3. Sea T una solucion bdsica factible de (P). Si zy;,—cn; <0 Vje€{l,...,n—m},

entonces T es la unica solucion optima de (P).
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2.4. Inicializaciéon del algoritmo del simplex. Método de las dos

fases y método de las penalizaciones

Se considera el siguiente problema de programacién lineal escrito en forma estandar:

Minimizar z = c'z

sujetoa: Ax=0b (P)

x >0,

donde ¢ € IR", x € IR", A es una matriz real m x n y b € IR™. Sin pérdida de generalidad, se
supone que b > 0 (si inicialmente Ji € {1,...,m} tal que b; < 0, se multiplica por —1 la i-ésima
restriccién).

El esfuerzo computacional necesario para determinar (en caso de que exista) una submatriz B°
de A a partir de la cual comenzar a aplicar el algoritmo del simplex para resolver el problema (P),
puede llegar a ser muy elevado. Por ello, siempre se va a tomar B? = I,,.

Sivie {l,...,m} Fj(i) € {1,...,n} tal que a; ;) >0y ay i =0 Vi' € {L...,m}\ {i},
dividiendo entre a; j(;) la i-ésima restriccién para cada i € {1,...,m}, serd posible tomar B°=1,,
y comenzar a aplicar el algoritmo del simplex. En otro caso, para cada i € {1,...,m} tal que
77 (i) satisfaciendo las condiciones anteriores, se sumara al término de la izquierda de la i-ésima
restriccién una variable artificial (que, por definicién, serd no negativa) y se aplicard el método
de las dos fases o el método de las penalizaciones.

Sean Zp1, ..., Tnip las variables artificiales que se han introducido en (P), donde p € {1,...,m},
y sea (P,) el problema resultante (ndtese que (P,) es factible).

Se observa que (z7 ...2,)" es una solucién factible de (P) si y solo si (21 ...%Tp Tnt1 .. Tntp)

es una solucién factible de (P,) tal que z,41 = ... = Zp4p = 0.

2.4.1. Meétodo de las dos fases

Como su nombre indica, este procedimiento consta de dos fases: en la primera se determina si el
problema (P) es factible o infactible, y, en caso de que sea factible, en la segunda fase se continia

aplicando el algoritmo del simplex para resolver (P).



TEMA 2. PROGRAMACION LINEAL 9

En la Fase I se aplica el algoritmo del simplex para resolver el siguiente problema tomando

como base inicial B? = I,,,:

Minimizar zp = Tp41 + ...+ Tngp
(Pr)
sujeto a: (1 ... Ty Tpt1 - - . Tngp)' solucién factible de (P,)

Se observa que el problema (Pr) es factible y el valor éptimo de zp estd acotado, luego

(Pr) tiene solucién éptima.

Considérese la tabla 6ptima del algoritmo del simplex. Pueden darse las siguientes situaciones:

1)

2.4.2.

*
zp > 0.

Entonces se verifica que el problema (P) es infactible.

27, = 0 y no hay variables artificiales basicas.

Se pasa a la Fase II, esto es, a partir de la base actual se continta aplicando el algoritmo del
simplex para resolver el problema (P) (para ello, basta con eliminar de la tabla las columnas

de las variables artificiales y actualizar la fila 0).

27 = 0 y hay variables artificiales bésicas.

Para cada variable artificial bésica tal que sea posible realizar un pivotaje sobre un pivote
no nulo de forma que salga de la base dicha variable y entre en su lugar una variable que
no sea artificial, se realiza este pivotaje. Si ha sido posible realizar el pivotaje para todas
las variables artificiales bésicas, se pasa a la Fase II. Si no, se eliminan de la tabla las filas
de las variables artificiales que continian siendo bésicas y se pasa a la Fase II (se verifica
que las restricciones del problema (P) correspondientes a las filas que se han eliminado son

redundantes).

Método de las penalizaciones

Se aplica el algoritmo del simplex considerando el Paso 4’ para resolver el siguiente problema

tomando como base inicial B? = I,y,:

Minimizar zy = c1w1+ ... +cp@y + Moy + ...+ Mxpyy

sujeto a:  (T1...Tp Tngl ... Tpap) solucion factible de (F,),

donde M es una constante positiva lo suficientemente grande.
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Se observa que el problema (Pyy) es factible, luego (Py) tiene solucién éptima o el valor 6ptimo

de zps no estd acotado.

Considérese la dltima tabla del algoritmo del simplex. Pueden darse las siguientes situaciones:

1) zn;, —en; <0 Vje{l,...,n—m}.

Entonces el problema (Pyy) tiene solucién éptima.

Si Tpt1 = ... = Tptp = 0, se verifica que el problema (P) tiene solucién éptima y (T ... T,)"
es solucién 6ptima de (P); en otro caso, (P) es infactible.
2) yn, <0, donde k = argmix{zy, —cn; | j € {1,...,n —m} con zy; — cn; > 0}.
Entonces el valor éptimo de zj; no estd acotado.
SiTpy1 = ... = Tpsp = 0, se verifica que el valor 6ptimo de z no estd acotado; en otro caso,

el problema (P) es infactible.

2.5. Dualidad

Todo problema de programacién lineal continua tiene asociado otro problema de programacion

lineal continua que posee importantes propiedades y puede utilizarse para resolver el problema

original. Al problema original se le denominard problema primal, y a su problema asociado

problema dual.

La propiedad involutiva de la dualidad establece que, dados un problema primal y su

problema dual, se verifica que el problema dual del problema dual es el problema primal.

La siguiente tabla muestra las relaciones entre los problemas primal y dual:

Criterio de optimizacion: Minimizacién

Criterio de optimizacion: Maximizacién

Variable > 0
Variable < 0
Variable € IR

Restriccion <
Restriccion >

Restriccion =

Restricciéon >
Restriccién <

Restricciéon =

Variable > 0
Variable < 0
Variable € IR

Coeficientes de la funcién objetivo

Términos independientes de las restricciones

Términos independientes de las restricciones

Coeficientes de la funcién objetivo

Matriz de restricciones: A

Matriz de restricciones: A
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Se considera el siguiente problema de programacién lineal escrito en forma candnica:

Minimizar ctx

sujeto a: Ax >b (P)
x>0,
donde ¢ € IR", x € IR", A es una matriz real m x ny b € IR™.

El problema dual de (P) es el siguiente:

Maximizar blw
sujeto a: Alw <e (D)
w >0,

donde w € IR™.

Lema 2.7. Sean T y w soluciones factibles de (P) y (D) respectivamente. Entonces
'z > w' AT > b'w.
Corolario 2.5. Sean T y w soluciones factibles de (P) y (D) respectivamente. Si c'® = b'w,

entonces T y w son soluciones dptimas de (P) y (D) respectivamente.

Corolario 2.6. Si uno de los problemas (P) o (D) tiene valor dptimo de la funcién objetivo no

acotado, entonces el otro problema es infactible.

Lema 2.8. Si uno de los problemas (P) o (D) tiene solucion dptima, entonces ambos tienen

solucion dptima y los valores dptimos de sus funciones objetivo coinciden.

Teorema 2.13 (Fundamental de la dualidad). Dados un problema primal y su problema dual

asociado, exactamente una de las siguientes afirmaciones es cierta:

1) Ambos problemas tienen solucidn dptima y los valores dptimos de sus funciones objetivo

coinciden.

2) Uno de los problemas tiene valor dptimo de la funcion objetivo no acotado y el otro problema

es infactible.

3) Ambos problemas son infactibles.

Teorema 2.14 (Holgura complementaria). Sean T y w soluciones factibles de (P) y (D)
respectivamente. Entonces ambas soluciones son dptimas para sus problemas respectivos si y solo

St (Cj—ﬁtaj)szo VjE{l,...,n} y@i(aif—bi)zo ViE{l,...,m}.
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2.6. Algoritmo dual del simplex

Se considera el siguiente problema de programacion lineal escrito en forma estandar:
Minimizar z = c'z

sujetoa: Ax=0b (P)

x >0,

donde ¢ € IR", x € IR", A es una matriz real m x n, rg(A) =my b e IR™.
El problema dual de (P) es el siguiente:

Maximizar bfw

sujeto a: Alw <c (D)
w e IR™
Definicién 2.9. Sea T una solucién bdsica de (P). Si zy; —cn; <0 Vje{l,...,n—m}, se dice

que T es una solucion dual factible de (P).

Lema 2.9. Sean T una solucion dual factible de (P) y w' = C%B_l. Entonces w es una solucion

factible de (D) y c'® = b'w.

Lema 2.10. Sea T una solucién dual factible de (P). Si Tg > 0, entonces T es una solucion

optima de (P).

Teorema 2.15. Sea T una solucion dual factible de (P). Si 31 € {1,...,m} tal que Tg, < 0
e yn; 20 Vje€ {1,...,n — m}, entonces (P) es infactible y el valor dptimo de la funcion

objetivo de (D) no estd acotado.

Teorema 2.16. Sea T wuna solucion dual factible de (P). Si 31 € {l,...,m} tal que

T, < 0y 3j e {1,...,n — m} tal que yin; < 0, entonces al pivotar sobre y; n,, donde
ZN, — CN,

k = argmin {M |jef{l,...,n—m} conyn, < 0}, se obtiene una solucion T’ dual factible

Nj
de (P) tal que ¢'T’' > c'x. Ademds, ¢'®' > 'T si y solo si zn, — cn, < 0.
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2.7. Inicializaciéon del algoritmo dual del simplex. Método de la

restriccion artificial

Se considera el siguiente problema de programacién lineal escrito en forma estandar:

Minimizar z = c'x

sujeto a: Ax =0 (P)

x>0,

donde ¢ € IR", x € IR"™, A es una matriz real m x n, I,,, es una submatriz de A y b € IR™.
Siempre se va a tomar la matriz identidad como base inicial para resolver el problema (P).
Sea B = I,,. Si la solucién bésica asociada a B es una solucién dual factible de (P), se aplica
el algoritmo dual del simplex partiendo de B. En otro caso, se aplica el método de la restriccién
artificial. Para ello, se considera la restriccién artificial, esto es,

n—m

CCNj S M,

j=1
donde IN es la matriz no béasica asociada a B y M es una constante positiva lo suficientemente
grande, y se anade al conjunto de restricciones de (P) transforméndola previamente en una igualdad

introduciendo una variable de holgura 1, resultando asi el siguiente problema:

Minimizar zp = clx

sujeto a: Ax=b
n—m
Z TN; + Tny1 =M
j=1
T > 07 Tn+1 > 0

(nétese que la region factible de (Pgr) estd acotada, luego el valor éptimo de zp estd acotado y, en
consecuencia, (Pr) es infactible o tiene solucién 6ptima; ademas, el problema (P) es infactible si y
solo si (Pg) es infactible).

A continuacidén, se construye la tabla del algoritmo del simplex para (Pg) tomando como
variables bdsicas a zp,,...,%p,,,Tnt+1 (Détese que la base asociada es Ip,41), se pivota sobre
Ym+1,N,, donde k = argméx{zn, —cn; | j € {1,...,m —m} con 2, — cn; > 0} (se verifica que
al realizar este pivotaje se obtiene una solucién dual factible de (Pg)), y se continta aplicando el

algoritmo dual del simplex para resolver el problema (Pg). Pueden darse las siguientes situaciones:
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1) (Pr) es infactible.

Entonces el problema (P) es infactible.

2) (Pg) tiene solucién 6ptima.

Considérese la tabla optima del algoritmo dual del simplex.

» Si ¥, , > 0, se verifica que el problema (P) tiene solucién éptima y (z%...z%) es
n+1 1

solucién 6ptima de (P).
» Sizy ., =0, hay dos posibilidades:

e Siz,11—cpy1 = 0, se verifica que el problema (P) tiene solucién éptima y es posible

determinar una solucién éptima de (P) a partir de (x} ... x})".

® Sizyi1— cpy1 <0, se verifica que el valor 6ptimo de z no esta acotado.

2.8. Postoptimizacion y analisis de sensibilidad

Dado un problema de programacion lineal continua que ya ha sido resuelto, la
postoptimizacidon consiste en resolver de forma eficiente el problema que resulta al modificar los
valores de algunos de los parametros del problema original. El analisis de sensibilidad consiste
en determinar el rango de variaciéon de algunos de los parametros del problema de forma que la
base 6ptima del problema original contintie siéndolo.

Se considera el siguiente problema de programacién lineal escrito en forma estandar:

Minimizar z = clx

sujetoa: Ax=0»b (P)

x>0,

donde ¢ € IR", x € IR"™, A es una matriz real m x n y b € IR™.
Supéngase que el problema (P) tiene solucién éptima y que ha sido resuelto mediante el
algoritmo primal o dual del simplex. Considérese la tabla 6ptima de dicho algoritmo, y sean B la

matriz basica éptima y IN su matriz no basica asociada.
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2.8.1.

1)

2)

3)

4)

Postoptimizacion
Modificacién del vector de costes

Se desea reemplazar el vector ¢ por otro vector ¢’ € IR".

t

Hay que actualizar la fila 0 de la tabla. Sean zﬁvj = c’tByN]. Vie{l,....n—-m}yz' =c'BTB.
Si zfvj — c'Nj <0 Vje{l,...,n—m}, la solucién bésica actual es éptima. En otro caso, se

continia aplicando el algoritmo (primal) del simplex.

Se observa que si ¢z = cp entonces zj\,j =zy; Vie{l,...,n—m}yZ =%

Modificacion del vector de términos independientes
Se desea reemplazar el vector b por otro vector b’ € IR™.
Hay que actualizar la tiltima columna de la tabla. Sean Ty = B™'b' y 7’ = cly T'5.

Si®’y > 0, la solucién bésica actual es 6ptima. En otro caso, se contintia aplicando el algoritmo

dual del simplex.

Se observa que B~ = (YBo ---yYmo,), donde B° = (apo...apy) = Im es la base a partir
de la cual se comenz6 a resolver el problema (P).

Introduccién de una nueva variable

Se desea introducir en (P) una nueva variable z,,11 cuyo coeficiente en la funcién objetivo es

cnt1 € IR y sus coeficientes en las restricciones vienen dados por el vector an41 € IR™. Sin

pérdida de generalidad, se supone que x4+ > 0.

Hay que anadir a la tabla la columna correspondiente a x,4+1. Sean yp4+1 = B_lan+1 y
_ ot

Zn+1 = Cg Yn+1-

Si zpt1 — cpr1 < 0, la solucién bésica actual es 6ptima. En otro caso, se continia aplicando

el algoritmo (primal) del simplex.

Introduccion de una nueva restriccion

Se desea introducir en (P) una nueva restriccion con vector fila de coeficientes de las variables

a™t! ¢ IR" y término independiente by, 41 € IR.
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= Restriccion de desigualdad

Sin pérdida de generalidad, se supone que la restriccién es una desigualdad “<”.

m
e Si E m+1,B; TB; < bmy1, la solucion basica actual es 6ptima.
i=1

m
e Si E Qm+1,B; TB; > bm41, hay que transformar la nueva restriccion en una igualdad
i=1
introduciendo una variable de holgura x,,11, tomar como (m-1)-ésima variable basica

a1,y anadir a la tabla la fila correspondiente a la restriccién ™t e +2,4 1=b41
m
y la columna correspondiente a 41. Sean Ym+1,N; = Gm+1,N; — g Um+1,B; Yi,N;
i=1
m
Vie{l,....,n—m}y Tpy1 = bms1 — g Am+1,B; TB;- Como Tp41 < 0, se continda
i=1
aplicando el algoritmo dual del simplex.
= Restriccion de igualdad
m
e Si E Qm+1,B; TB; = bm1, la solucién bésica actual es 6ptima.
i=1
m
e Si E m+1,B; TB; > bmy1, hay que introducir una variable artificial x,1, tomar
i=1

como (m+1)-ésima variable bésica a x,1, y anadir a la tabla la fila correspondiente

m—+1

m

ym+1,Nj:am+1,Nj7§ am+1,Biyi,Nj v] S {1, e 7nim} Y§n+1:bm+1*§ aerl,BijBr
i=1 i=1

Como T,41 < 0, se realiza una iteracién del algoritmo dual del simplex, se elimina

a la restriccién a T + Tpt1 = bm+1 v la columna correspondiente a 1. Sean
m

de la tabla la columna correspondiente a z,41 y se continda aplicando el algoritmo
dual del simplex.
m
e Si ZamH,Bz‘ Tp, < bm41, hay que multiplicar por —1 la restriccién, introducir
i=1
una variable artificial x,1, tomar como (m + 1)-ésima variable bésica a =41, y

afiadir a la tabla la fila correspondiente a la restriccion —a™tlx + z, 11 = —byy1

m
y la columna correspondiente a p+1. Sean Ym+1 N; = —Am+1,N; + Z Am+1,B; Yi,N;
i=1
m
Vie{l,....n—m}y Tpi1 = —bpmt1 + Zam.i,_LBi ZTp,. Como Tpy1 < 0, se realiza
i=1
una iteracién del algoritmo dual del simplex, se elimina de la tabla la columna

correspondiente a x,41 y se continda aplicando el algoritmo dual del simplex.
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2.8.2. Analisis de sensibilidad

1) Determinacién del rango de variacién de los costes manteniendo la optimalidad

de B
Se deduce del apartado 1) de la Seccién 2.8.1.

2) Determinacién del rango de variacién de los términos independientes manteniendo
la optimalidad de B

Se deduce del apartado 2) de la Seccién 2.8.1.



