Tema 4

Introduccién a la programacion no

lineal

4.1. Matrices semidefinidas positivas y definidas positivas

Definiciéon 4.1. Sea A una matriz simétrica n X n.
» A es semidefinida positiva si x'Ax >0 Vz € IR".

» A es definida positiva si T’ Az >0 VYo € R"\ {0}.

Lema 4.1. Sea A = . Se verifican los siguientes resultados:
b ¢

1) A es semidefinida positiva si y solo sia >0, c>0 yac—b>>0.
2) A es definida positiva si y solo sia >0, ¢ >0y ac—b*> > 0.

Teorema 4.1. Sea A una matriz simétrica. Entonces A es definida positiva si y solo si es

semidefinida positiva y no singular.

Teorema 4.2. Sea A una matriz simétrica con autovalores reales. Se verifican los siguientes

resultados:
1) A es semidefinida positiva si y solo si todos sus autovalores son no negativos.

2) A es definida positiva si y solo si todos sus autovalores son positivos.
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4.2. Funciones convexas y céncavas. Generalizaciones
4.2.1. Convexidad y concavidad en un conjunto
Definicion 4.2. Sean S C IR"™ un conjunto convexo no vacio y f : S — IR.
» [ esconveraenS si f(Ax1+(1-Nx2) < Af(x1)+(1-N)f(x2) Vai,xz2 €S, VAe (0,1).

» f es estrictamente convexa en S si f(Ax1+(1—N)x2) <Af(x1)+(1-N)f(x2) VYVai,22€S5
tales que x1 # T2, YA€ (0,1).

» [ es cuasiconvexa en S si f(Ax1+(1—N)x2) <mdx{f(x1), f(x2)} Vz1,xz2€S, VYA€(0,1).

» f es estrictamente cuasiconvexa en S si f(Ax1+1-Nxz2)< mdz{ f(x1).f(x2)} Va1,22€ 5

tales que f(x1) # f(x2), VA€ (0,1).

» f es fuertemente cuasiconvexa en S si f(Ax1+(1-N)x2) <mdz{f(x1), f(x2)} Va1, x2€S

tales que ©1 # x2, VA€ (0,1).
Definicion 4.3. Sean S C IR™ un conjunto abierto no vacio y f : .S — IR diferenciable en S.
» f es pseudoconvexa en S si f(x2) > f(x1) Vri,x2 €S tales que V f(x1)! (x2 — 1) > 0.

» f es estrictamente pseudoconvexa en S si f(x2) > f(x1) Va1, x2 € S tales que 1 # x2

y Vf(z1)(xz — 1) > 0.
Definicion 4.4. Sean S C IR"™ un conjunto convexo no vacio y f : S — IR.
s [ es concava en S si —f es convexa en S.
= [ es estrictamente concava en S si —f es estrictamente convexa en S.
= f es cuasiconcava en S si —f es cuasiconvezra en S.
= [ es estrictamente cuasiconcava en S si —f es estrictamente cuasiconvezra en S.

= [ es fuertemente cuasiconcava en S si —f es fuertemente cuasiconveza en S.
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Definicion 4.5. Sean S C IR™ un conjunto abierto no vacio y f : S — IR diferenciable en S.
» [ es pseudoconcava en S si —f es pseudoconvexa en S.
s [ es estrictamente pseudoconcava en S si —f es estrictamente pseudoconvexa en S.

Los conceptos y resultados que se exponen de ahora en adelante estan referidos a funciones
convexas y sus generalizaciones, aunque también podrian enunciarse de forma andloga para

funciones céncavas y sus generalizaciones (véanse las definiciones 4.4 y 4.5).

4.2.2. Convexidad en un punto

Definicion 4.6. Sean S C IR™ un conjunto convexo, € € S y f : S — IR.
» fesconvexa enT si f(NE+ (1 —Nx) < Af(@®)+(1—-AN)f(x) VeSS, Vie(0,1).

» [ es estrictamente convexa en T si f(AT+ (1 — Nx) < A\f(Z)+ (1 —N)f(x) Ve e S
tal que x #®, VYA€ (0,1).

» f es cuasiconvexa en T si f(ANT + (1 — N)z) < mdz{f(Z), f(x)} VxeS, Vie(0,1).

» f es estrictamente cuasiconvexa en T si f(A\T + (1 — N)x) < mdz{f(Z), f(x)} VxeS

tal que f(x) # f(®), VYA€ (0,1).

» [ es fuertemente cuasiconvexa en T si f(A\T + (1 — N)x) < maz{f(x), f(x)} Ve e S

tal que x #x, VY€ (0,1).
Definicién 4.7. Sean SC R, T € S y f : S — IR diferenciable en T.
= f es pseudoconvexa en T si f(x) > f(T) VYa €S tal que Vf(x) (x —T) > 0.
= f es estrictamente pseudoconvera en T si f(x) > f(X) Vx € S tal que x # T y

Vfi@)(zx —x)>0.

4.2.3. Relaciones entre los distintos tipos de convexidad

» Convexidad estricta = convexidad

s Convexidad = cuasiconvexidad
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s Convexidad = cuasiconvexidad estricta

» Convexidad estricta = cuasiconvexidad fuerte

» Cuasiconvexidad estricta + semicontinuidad inferior = cuasiconvexidad
» Cuasiconvexidad fuerte = cuasiconvexidad

» Cuasiconvexidad fuerte = cuasiconvexidad estricta

= Convexidad + diferenciabilidad = pseudoconvexidad

= Convexidad estricta + diferenciabilidad = pseudoconvexidad estricta

» Pseudoconvexidad = cuasiconvexidad

» Pseudoconvexidad = cuasiconvexidad estricta

» Pseudoconvexidad estricta = cuasiconvexidad fuerte

= Pseudoconvexidad estricta = pseudoconvexidad

4.2.4. Propiedades de las funciones convexas, estrictamente convexas Yy

cuasiconvexas

Proposicion 4.1. Sean S CIR? un conjunto convexo no vacio y f : S — IR. Entonces f es convexa

enSszysolossz/\asz <Z)\f$z VYm € IN,Veq,...,Zm € S,V1, ..., Am > 0 tales que
=1 =1

m

Soa-

i=1

Lema 4.2. Sean S C IR™ un conjunto convexo no vacio y fi,..., fr : S = IR funciones convexas

en S, donde k € IN. Se verifican los siguientes resultados:

k
1) E a; fi es una funcion convera en S Vaq,...,ar > 0.
=1

2) mdzx{fi,..., fx} es una funcién convexa en S.

Teorema 4.3. Sean S C IR™ un conjunto convexo no vacio y f : S — IR una funcion convezxa en S.

Entonces f es continua en S.
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Teorema 4.4. Sea S C IR"™ un conjunto no vacio, convexo y abierto, y sea f : S — IR una funcion

diferenciable en S. Entonces se verifican los siguientes resultados:
1) f es convezxa en S si y solo si (Vf(x2)—V f(x1)) (2 —x1) >0 Vai,z2€S.

2) f es estrictamente conveza en S siy solo si (V f(x2)—V f(x1)) (2 — 1) >0 Vaq,22 €S

tales que x1 # x2.

3) f es cuasiconvexa en S si y solo si Vf(x2)l(xa —x1) > 0 Vey,x2 € S tales que

f(x2) > f(z1).

Teorema 4.5. Sea S C IR"™ un conjunto no vacio, convexo y abierto, y sea f : S — IR una funcion

dos veces diferenciable en S. Se verifican los siguientes resultados:
1) f es convexa en S siy solo si H(T) es semidefinida positiva VT € S.
2) Si f es estrictamente convexa en S, entonces H(T) es semidefinida positiva V& € S.

3) Si H(Z) es definida positiva V& € S, entonces f es estrictamente convexa en S.

4.3. Condiciones de optimalidad en problemas de maximizacién
genéricos
Considérese el siguiente problema de programacién matematica:

Maximizar f(x)

sujeto a: x e s,

donde S C IR™ es un conjunto no vacioy f : IR" — IR.
Definicion 4.8. Sea T € S.
» T es un mdximo global de (P) si f(x) > f(x) Vx e S.
» T es un mdximo local de (P) si 3¢ > 0 tal que f(x) > f(x) VYo € SN B(x,e).

» T es un mdximo local estricto de (P) si e > 0 tal que f(&) > f(x) Va € SN B(x,e)

tal que x # .
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Se observa que si un punto es un maximo global o un maximo local estricto, también es un

maximo local.

Teorema 4.6. Sean S convexo y f convexa y diferenciable en IR™. Si T es un mdzimo local de (P),

entonces Vf(Z)(x —x) <0 VxeS.

Teorema 4.7. Sea S un politopo. Si f es convexa en IR™ o f es cuasiconvexa y continua en S,

entonces existe algin punto extremo de S que es un mdximo global de (P).

4.4. Condiciones de optimalidad en problemas de minimizacién
genéricos
Considérese el siguiente problema de programacién matematica:

Minimizar f(x)

sujeto a: x €S,

donde S C IR" es un conjunto no vacioy f: IR"™ — IR.

Definicion 4.9. Seaxz € S.

» T es un minimo global de (P) si f(z) < f(x) VxeS.
» T es un minimo local de (P) si 3¢ >0 tal que f(x) < f(x) Ve €SN B(T,¢).

» T es un minimo local estricto de (P) si 3¢ > 0 tal que f(T) < f(x) Vax € SN B(T,¢)

tal que ¢ # T.

Se observa que si un punto es un minimo global o un minimo local estricto, también es un

minimo local.

Teorema 4.8. Sean S convexo, ® € S y f convexa y diferenciable en IR™. Se wverifican los

stguientes resultados:

1) T es un minimo global de (P) si y solo si Vf(x)!(x —Z) >0 VYxeS.

2) Si S es abierto, entonces T es un minimo global de (P) si y solo si V f(x)= 0.
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Teorema 4.9. Sean S convero y T un minimo local de (P). Se verifican los siguientes resultados:

1) Si f es estrictamente cuasiconvexa en S, entonces T es un minimo global de (P).
2) Si f es fuertemente cuasiconvera en S, entonces T es el 1unico minimo global de (P).

Teorema 4.10. Sean S convexo y T un minimo local estricto de (P). Si f es convexa en S,

entonces T es el inico minimo global de (P).

Definicién 4.10. Sea T € S. Un vector d € IR" \ {0} es una direccién factible de S en T si
36 >0 tal queT+Nd € S VA € (0,0).
El cono de direcciones factibles de S en T es el conjunto D de todas las direcciones factibles

de S enx, esto es, D ={d € IR"\ {0} | 364 > 0 tal que T+ \d € S VA € (0,0q4)}.

Definicién 4.11. Sea © € S. Un vector d € IR" es una direccion de descenso de f en T si
3 >0 tal que f(x+Ad) < f(Z) VYA€ (0,0).
El cono de direcciones de descenso de f enx es el conjunto F' de todas las direcciones de

descenso de f en &, esto es, F = {d € IR" | 364 > 0 tal que f(x+Xd) < f(®) VA€ (0,daq)}.

Teorema 4.11. Sean T € S y f diferenciable en . Si 3d € IR™ tal que V f(x)'d < 0, entonces

d es una direccion de descenso de f en .
Dado un punto = € S tal que f es diferenciable en &, se define el conjunto
Fy={dec R"|V{(®)'d < 0}.
Teorema 4.12. Sean ® € S y [ diferenciable en T. Se verifican los siguientes resultados:
1) Si® es un minimo local de (P), entonces Fy N D = ().

2) Si FoN'D =10, f es pseudoconvexa en ® y e >0 tal quex — T € D VYx € SN B(T,e) con

x # T, entonces T es un minimo local de (P).

Es obvio que si V f(Z)= 0, entonces Fy N D = {).
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4.5. Condiciones de optimalidad en problemas de minimizacién

sin restricciones

Considérese el siguiente problema de programacién matematica:
Minimizar f(x)
sujeto a: x € IR",

donde f : IR" — IR.

Teorema 4.13. Sean T € IR" y [ diferenciable en T. Si T es un minimo local de (P), entonces

V(@)= 0.

Teorema 4.14. Sean T € IR" y f dos veces diferenciable en ©. Si T es un minimo local de (P),

entonces V f(x)= 0 y H(T) es semidefinida positiva.

Teorema 4.15. Sean @ € IR" y f dos veces diferenciable en . Si V f(x)= 0 y H(T) es definida

positiva, entonces T es un minimo local estricto de (P).

Teorema 4.16. Sean T € IR" y f pseudoconvexa en . Entonces T es un minimo global de (P) si

y solo si Vf(z)= 0.

4.6. Condiciones de optimalidad de Fritz John y de
Karush-Kuhn-Tucker en problemas de minimizaciéon con

restricciones de desigualdad

Considérese el siguiente problema de programacién matematica:

Minimizar f(x)
sujeto a:  x €S, )
donde S = {x € X | gi(x) <0 Vi e {1,...,m}}, X C IR" es un conjunto abierto no vacio,
meIN,g:R*"— R Vie{l,....m}y f:R"— R.
Dado T € S, se denota por I al conjunto de indices ¢ € {1,...,m} de las restricciones activas
en x, es decir, I = {i € {1,...,m} | gi(Z) = 0}. Si las funciones {g; };cs son diferenciables en T, se

define el conjunto Gy = {d € R" | Vg;(Z)'d <0 Vie I}.
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Teorema 4.17. Sean® € S, f y {gi}ier diferenciables en ®, y {gi}ic(1,...my\1 continuas en T. Se

verifican los siguientes resultados:

1) Si @ es un minimo local de (P), entonces Fy N Gy = ().

2) Si Fy NGy = 0, f es pseudoconvexa en T y e > 0 tal que {gi}ier son estrictamente

pseudoconveras en B(T,€), entonces T es un minimo local de (P).
Es obvio que si Vf(Z)= 00 3i € I con Vg;(x)= 0, entonces Fy N Gy = (.

Teorema 4.18 (Condiciones necesarias de Fritz John). Sean T € S, f y {gi}ier diferenciables

eneT,y {Qi}ie{l,..,,m}\l continuas en T. Si T es un minimo local de (P), se verifican los siguientes

resultados:

1) Euxisten escalares ug, {u;}icr no todos nulos tales que
ugV f(®)+ > u;Vgi(®)=0,
i€l

ug >0, u; >0 Viel

2) Si las funciones {gi}icqi,. ,mpg son diferenciables en T, entonces eristen escalares uo,

{Ui}z’e{l,...,m} no todos nulos tales que
i=1

uigi(®) =0 Vie{l,...,m},

ug > 0, u; >0 ViE{l,...,m}

Es obvio que si Vf(£)=0 o 3i € I con Vg;(Z)= 0, entonces T satisface las condiciones
necesarias de Fritz John.

Un punto ¢ € S que satisface dichas condiciones se denomina punto de Fritz John o,
abreviadamente, punto FJ. Los escalares uo,{ui}ie{lywm} se llaman multiplicadores de
Lagrange.

Se observa que todo minimo global de (P) es un punto FJ.

Teorema 4.19 (Condiciones suficientes de Fritz John). Sean @ un punto FJ, f pseudoconvexa en @

y {gi}ier estrictamente pseudoconveras y cuasiconveras en T. Entonces T es un minimo global

de (P).
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Teorema 4.20 (Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker). Sean © € S, f y {gi}ier
diferenciables en ®, {gi}icq1,. mp1 continuas en ® y {Vg;(T)}ics linealmente independientes. Si T

es un minimo local de (P), se verifican los siguientes resultados:

1) Ezisten escalares {u;}icr tales que
el
2) Si las funciones {gi}ie{l,m’m}\l son diferenciables en T, entonces existen escalares
{uitieqr,...my tales que

Vi@E)+ ) uVg(E)=0,
i=1
uigi(®) =0 Vie{l,...,m},

u >0 Vie{l,...,m}
Es obvio que si V f(Z)= 0, Z satisface las condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker.
Un punto T € S que satisface dichas condiciones se denomina punto de Karush-Kuhn-Tucker
o, abreviadamente, punto KKT. Los escalares {ui}ie{l,...,m} se llaman multiplicadores de
Lagrange.
Se observa que todo punto KKT es un punto FJ, pero no todo minimo global de (P) ha de

ser un punto KKT. Por otra parte, se verifica que un punto € S es un punto KKT si y solo si

—V f(x) pertenece al cono generado por los vectores {V ¢;(T)}icr-

Teorema 4.21 (Condiciones suficientes de Karush-Kuhn-Tucker). Sean T un punto KKT,

f pseudoconvexa en T y {g; }ier cuasiconveras en . Entonces T es un minimo global de (P).

4.7. Condiciones de optimalidad de Fritz John y de
Karush-Kuhn-Tucker en problemas de minimizaciéon con
restricciones de desigualdad e igualdad

Considérese el siguiente problema de programacién matematica:

Minimizar f(x)

sujeto a: x €S,
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donde S = {x € X | gi(x) <0 Vie{l,....,m}, hi(x) =0 Vie {1,...,i}}, X C IR" es un
conjunto abierto no vacio, m € INU {0}, 1 € IN, g; : R* - IR Vi € {l,...,m}, h; : R" — IR
Vie{l,...,l}y f: R"— R.

Dado ® € S tal que las funciones {h;};cf1,.. 1) son diferenciables en @, se define el conjunto

Hy={deR"| Vh(®E)!d=0 Vie{l,...,1}}.

Teorema 4.22. Sean T € S, f y {gi}icr diferenciables en T, {gi}ic(1,. my\s continuas en ,
{hi}iequ,..1y continuamente diferenciables en ® y {Vhi(®)}icq1,.. 1y linealmente independientes. Se

verifican los siguientes resultados:
1) Si T es un minimo local de (P), entonces Fy N Gy N Hy = 0.

2) Si FoNGoNHy =0, f es pseudoconvexa en T, e > 0 tal que {g;}ic1 son estrictamente

pseudoconveras en B(T,¢) y {hi}icq,.. 1y son afines, entonces T es un minimo local de (P).
Es obvio que si Vf(Z)= 00 3i € I con Vg;(x)= 0, entonces Fy N Gy N Hy = (.

Teorema 4.23 (Condiciones necesarias de Fritz John). Sean T € S, f y {gi}tier diferenciables
en @, {gitieq1,..mp\a1 continuas en T y {hi}icqi,. 1y continuamente diferenciables en T. Si ® es un

minimo local de (P), se verifican los siguientes resultados:

1) Existen escalares uo, {u;}ier, {vi}iequ,.. ;3 no todos nulos tales que

l
=1

i€l

ug >0, u; >0 Viel

2) Si las funciones {g@-}ie{l mW\I Son diferenciables en T, entonces existen escalares uo,

-----

{uitieqn,...mys {Vitieq1,....;y o todos nulos tales que

m l
=1 =1

uigi(®) =0 Vie {1,. . .,m},

ug >0, u; >0 ViE{l,...,m}
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Es obvio que si Vf(Z)= 00 3i € I con Vg;(€)= 00 3Ji € {1,...,l} con Vh;(x)= 0, entonces
x satisface las condiciones necesarias de Fritz John.

Un punto ® € S que satisface dichas condiciones se denomina punto de Fritz John o,
abreviadamente, punto FJ. Los escalares ug, {ui }ie{1,....m}» {Vi }ieq1,...;y S¢ llaman multiplicadores

de Lagrange.

Se observa que todo minimo global de (P) es un punto FJ.

Teorema 4.24 (Condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker). Sean T € S, f y {¢i}ier
diferenciables en T, {gi}icq1,... my\1 continuas en @, {hi}icq1,.. 1y continuamente diferenciables en ©
Y {H{V9i(Z)}icr, {Vhi(Z) }icqr,.. 1y} linealmente independientes. Si T es un minimo local de (P), se

verifican los siguientes resultados:

1) Existen escalares {u;}icr, {vi}ief1,..1y tales que
!
Vi@E)+ Y uwiVg(®)+ Y vVhi(E)=0,
icl i=1
2) Si las funciones {gi}ie{l,m’m}\l son diferenciables en T, entonces existen escalares

{uiticqi,...mp» {Vitiequ,...;y tales que
m l
V@4 wVgi(E)+ > v Vhi(@)= 0,
=1 =1

wigi(®) =0 Vie{l,...,m},

u; >0 ViE{l,...,m}

Es obvio que si V f(Z)= 0, T satisface las condiciones necesarias de Karush-Kuhn-Tucker.

Un punto T € S que satisface dichas condiciones se denomina punto de Karush-Kuhn-Tucker
o, abreviadamente, punto KKT. Los escalares {uific(i,... m}> {Vificq,...;} ¢ laman multiplicadores
de Lagrange.

Se observa que todo punto KKT es un punto FJ, pero no todo minimo global de (P) ha de ser

un punto KKT.

Teorema 4.25 (Condiciones suficientes de Karush-Kuhn-Tucker). Sean T un punto KKT,
[ pseudoconvera en T, {gi}icr cuasiconvezas en T, {hi}ic(1,. 1}conv;>0 Cuasiconvezas en T y

{hitieq1,...1ycon vi<o cuasicéncavas en T. Entonces T es un minimo global de (P).



