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Presentacion

La ortogonalidad es una condicién que se utiliza en todos los aspectos de la ciencia, desde la
fisica cuantica, para describir los dos autoestados de un operador hermitico hasta en
arquitectura, donde la teoria de perspectiva y puntos de fuga encuentran su base en dicho

concepto.

La transformacion ortogonal es un tipo de homomorfismo muy rico en propiedades matematicas
puras y geométricas que explora el ambito de las relaciones entre vectores engendradas a partir

de la definicion de un producto escalar en un espacio.

Estudiaremos como las transformaciones ortogonales engendran grupos, conservan modulos y

angulos, presentan caracteristicas unicas de vectores y valores propios y muchas cosas mas.

En este tema aprenderas:

e Qué es y cdmo se plantea una transformacion ortogonal.

e Las principales propiedades de las mismas.

e Ejemplos de aplicacion practicos para saber como manejarlas de cara a los problemas.
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La transformacién ortogonal en un espacio euclideo

Sea E™(fR) un espacio euclideo, y t un endomorfismo o transformacién lineal de dicho espacio.

Diremos que t es ortogonal cuando conserve el producto escalar de vectores, es decir:

tortogonal < V#,5 € E" t(Z)-t(y) = 2.y

Pongamos un ejemplo numérico para reafirmar la definicion:

N
En un espacio vectorial euclideo E de dimensién n, dado un vector @ 7é 0, se considera la

aplicacion f : E — E, definida por: f(Z) =% — 2+ 3£ G,

Vamos a demostrar que f es ortogonal, es decir, V:_é, 'Zj € E se cumple:

Z-9=f(@)- 1)

-

1@ 1@) =35 £3) - £@ = [2-2(%2)a| - [-2(2)a| =

=
a

—— ——
eRr eR
oo (BT o (38 g @ENED)
=3.-2-3(3%) -2-9($) + 43 Gag
—— ——
eR St
=2-7+4 (a'g';'y) —4 (a’(za)_(;)'y) = 2.7 — fesortogonal cqd
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Conservacion del médulo de un vector

Las transformaciones ortogonales conservan el médulo de los vectores transformados. Ademas,

se trata de una condicién necesaria y suficiente para que una transformacion sea ortogonal.

Es decir:

tortogonal < VZ € E™|E| = |t(Z)|
La doble flecha de la demostracion representa la condicion de necesario y suficiente, por tanto

su demostracion debe llevarse a cabo en ambos sentidos:

e De izquierda a derecha (=):
Vi e B* t(2)-t(@) =%-3 — [t@)] = |2 — B = [t@)|
e De derecha a izquierda (<=):

VEe E" |t(@)| =2 —-VEicE® t@) = oVEcE" t&) -t(3) =% %

Tendremos, pues, en ese caso:
Hipotesis: VZ € E™ t(Z) -t(2) =2 - &
Tesis: V3,7 € E* +(Z)-t(§) =27

Vi, g€ E®" > Z+y € E®  aplicamos la  hiptesis al  vector  + ¥:
tE+7)-tE+Y)=(E+7) E+7).

Como tes lineal, [t(Z) +t(7)] - [t(Z) +t(¥)] = (Z+Y) - (Z+ 7).

Luego t(Z) - t(Z) + 2t(Z) - t(¥) +t(y) - t(H) =Z-Z+2Z-§+ 3 7.
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Aser t(Z) - t(Z) =F-2 A t(F)-t@) =7 7.
Por hipdtesis, resulta, después de simplificar, que:

t(Z) - t(y) =% -y — t ortogonal
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Conservacion del angulo entre dos vectores

Toda transformacion ortogonal, conserva el angulo de los vectores. Es decir

A A
t ortogonal — VZ,j € E* | t(Z),t(®) | = | 2,9
B Q) @) AP,
9) = G — wamay — ©St@): @)

cos(Z,
(1) Ya que al ser t ortogonal, conserva tanto el producto escalar como los médulos de los

vectores.

La coincidencia de los cosenos conlleva de inmediato la coincidencia de los angulos, ya que
estos se definen en el intervalo [0, 7. El angulo que forman dos vectores es siempre el menor

de cuantos se pueden definir en torno a ellos
El reciproco no es cierto en general. Asi, la transformacion t = 3i (i es la aplicacién idéntica)

conserva claramente los angulos, pero no es ortogonal, pues no conserva los modulos

\u\wﬁ‘.“m"n““ T -
®

i
s /
==p Eaé-
——E—-_:g—‘ B Dﬁ_=
ERNp [ 9 5 A E 2 I 0
Ittt

ol
T e T e e
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Matriz de una transformacion ortogonal

Vamos a demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que una transformacién sea

ortogonal, es que su matriz y la fundamental del espacio en cualquier base verifiquen la relacion
T .G-T=G.

Es decir, t ortogonal < TT -G -T =G.

t ortogonal & V&, y€ E* t(2)-t(y)=2Z-y< V&, E" |t(2)|G{t(y)} ==
© VZ,j € B" ||z|T"GT{y} = |=|G{y} & TTGT =G

Si la base de referencia fuera ortonormal G =1, entonces:

t ortogonal & TT . T =1 T =TT & T ortogonal

Consecuencia

La matriz de una transformacion ortogonal solo puede tener su determinante de valor + 16 - 1,

siendo por tanto toda transformacion ortogonal un automorfismo de E™ .

El resultado es consecuencia inmediata de la proposicion 3, ya que:

T ortogonal < TTGT =G — |TT||G||IT|= |G| = |T>=1— |T| = +1 >t

es automorfismo, pues su matriz es regular.
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Las transformaciones ortogonales como grupo

El conjunto de las transformaciones ortogonales tiene estructura de grupo con la ley composicion

de aplicaciones.

(To,0) GRUPO

Interna: Vit1,ts € T, - t1 0ts € T,

Sabemos que la composicion de dos endomorfismos de E™ |, es otro endomorfismo de E™.

Ademas:

VZ,j € E* (t10t)(E) (t10t2)(@) = t1lt2(@)] - t1[t2 @)=V 12(F) - t2(H)=P Z - §

(1) por ser t1 ortogonal.

(2) por ser to ortogonal.

Asociativa: se cumple por ser asociativa la composicién de aplicaciones.
Neutro ¢ € T, donde i es la aplicacion idéntica.

Inersot € T, >t 1 €T,

Sabemos que al ser t automorfismo; 1 también o es.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
11



Asi pues, nos limitaremos a comprobar que t°
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1 es también ortogonal.

vi,je B t(@) @[t @)] -t @) =77

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Bases ortonormales y transformaciéon ortogonal

La condicion necesaria y suficiente para que una transformacion sea ortogonal, es que

transforme los vectores de una base ortonormal en los de otra base ortonormal.

Observemos de entrada que, al ser una transformacion ortogonal un automorfismo, siempre

transformaréa una base del espacio en otra base del mismo espacio.

e Sea B = {€1,--.,€xn} una base ortonormal de E™.

e Sea t(B) = {t(€1),--.,t(€x)} su transformada por el endomorfismo t.

Entonces, tortogonal < [B ortonormal — t(B) ortonormal].

Veremos la proposicién en dos partes:

a) J’x ortogonal |
+ = t(B) ortonormal
|LB ortonormal J

4

Para comprobar esto, basta observar que: vi.jel,:1E)2(F,) =25 'zgi:_ —1(B) ortonormal

(4) por sert ortogonal.

(5) por ser B ortonormal.
112 @

b) J t es un endomorfismo de E”]
¢ =>t as ortogonal
|‘B v t(B) son ortonormales

VEJeE :X¥=(x5) (v'e) =Xy (G¢,)=xy'8; =xy’

H(2)2P) = 1(x'2) 1('e,) = X1(@8) ¥ (2) = X'y [1(2) 1(@) | = X178, =x'y’

020
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Luego VZ,y € E™ t(Z)-t(y) =2 -y — tes ortogonal.
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Autovalores de una transformacion ortogonal

Aun no ha llegado el momento de hablar de autovalores y autovectores, pero cuando lo hagamos
conviene saber que las transformaciones ortogonales cumplen determinadas propiedades al

respecto:

Si una transformacion es ortogonal, sus Unicos posibles autovalores son 1 y -1. Sea & 76 0

propio de t asociado al autovalor A. Por ser t ortogonal:

VECE® (@) t(3)=%-5— (8 -0\3)=2-2>N(@F 3)=F-F>N=1—

Para reforzar lo dicho, vamos a utilizar un ejemplo traido del principio del tema:

En un espacio vectorial euclideo E de dimensién n, dado un vector @ # 0, se considera la

aplicacion f : E — E, definida por: f(Z) = —2- 22 4.

A continuacién, vamos a obtener razonadamente los autovalores de f y los subespacios

caracteristicos correspondientes.

81

Si Few@) > f@) =F-2-225=3-2-LG=7 7 c S(1) - dim(S(1)) :

a- a-a

Ql

—

d—20d = —ad = —%

S
Ql

R

Si ZeL@)—»>2Z=0d— flad)=adi—2-a

=
&l

~~

Il
-

— dim(8(~1)) = dim(L(3)) = 1
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Ortogonalidad de autovectores

Vectores asociados a autovalores diferentes en una transformacion ortogonal, son ortogonales.

Sean Z € S(1),y € S(—1). Al ser t ortogonal:

8@) tF) =F G5 (-9 =FF>~F §=FF5-F=0

En el ejemplo anterior, hemos calculado los subespacios propios asociados a cada autovalor.

Vamos a comprobar que dichos subespacios son efectivamente ortogonales entre si.

8L

Recordemos que la transformacion es: f(2) =% —2-$2d

Ql

5(1) = w(d)
S(-1) = L(d)

Los subespacios obtenidos previamente son {

Se puede observar que S(1) @ S(—1) = S1)NS(-1)= {6}
— S(1) +S(-1)=E?

suma directa

También se extrae que OM (1) = dim(S(1)) y OM(—1) = dim(S(—1)), por lo tanto, f

es diagonalizable.

Geométricamente es una simetria respecto a w(d).

w(a)

L(a) X

Universidad Europea de Madrid
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Resumen

La Transformacién Ortogonal. ¢ ortogonal < VZ,yj € E® t(Z)-t(y) =2 -y
Conservacién del médulo de un vector. t ortogonal < Vi € E" |Z| = [t(Z)]
Conservacion del angulo entre dos vectores.

e t ortogonal — VZ,y € E" (t(:}c’),t(@’)/\) = (5’:’ @’A)

A == N A
» c08(2,9) = G = T@mey — ©St@): (@)

Matriz de una transformacién ortogonal. TZ - G- T = G

o tortogonal & TT .- T=1< T ' =TT & T ortogonal

Las transformaciones ortogonales como grupo. El conjunto de las transformaciones

ortogonales tiene estructura de grupo con la ley composicién de aplicaciones: (Tg,0) GRUPO:

Bases ortonormales y transformacién ortogonal.

« tortogonal < [B ortonormal — t(B) ortonormal|

Ortogonalidad de autovectores. Vectores asociados a autovalores diferentes en una

transformacion ortogonal, son ortogonales.
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