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Presentacion

En algebra, una constante en casi cualquier procedimiento es que si hay operaciones que se van
a realizar de forma reiterada, lo mejor es proceder matricialmente. Cada operacion que
realicemos tendra su matriz asociada, con lo que se resumiran decenas de calculos en uno solo

mas general.

El calculo matricial e un campo desarrollado a raiz de la necesidad de tener medios mas
eficientes de operar. Con la introduccién del calculo computacional se pueden utilizar grandes,

enormes matrices para trabajar con espacios complejos.

El cambio de base tenia su matriz asociada como ya hemos estudiado, pues bien, ahora le toca

el turno al homomorfismo.

En este tema aprenderas:

e Como se calcula la matriz de un homomorfismo.
e« Como se obtienen el nucleo e imagen matricialmente.

e« Como puedo conocer propiedades de la estructura del homomorfismo a través del estudio

de la estructura de su matriz asociada.

e Y mucho mas.
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Expresion matricial de un homomorfismo

A la hora de realizar operaciones reiterativas o con vectores de grandes dimensiones se hace
necesario un sistema que permita el calculo de homomorfismos de forma sencilla y rapida. La
expresion matricial de un homomorfismo permite esto, y también el calculo de determinadas

peculiaridades de cada homomorfismo con muy pocos pasos.

Una aplicacion lineal entre espacios vectoriales puede por tanto escribirse matricialmente
mediante la matriz asociada a la aplicacion lineal. La matriz asociada en si es propia de una
determinada base, teniendo una misma aplicacion distintas matrices para distintas bases. Existen

muchas formas de nombrar las matrices de un homomorfismo, nosotros usaremos la siguiente:

Partiendo de un homomorfismo entre dos espacios vectoriales V"' y W™, de la forma:
f:vr—-wm
zeV® A
o = Z) =
R R
Llamaremos F'g,p, a la matriz del homomorfismo f expresada en la base B. Dicha matriz

transformara a los vectores de V" expresados en B1 en vectores de W™ expresados en Bp. Si

deseo poder transformar esos mismos vectores expresados en otras bases deberé calcular la

matriz para esas bases en particular (como veremos mas adelante).
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La expresién matricial funcionaria del siguiente modo:

f(i_é) = y = (FBle) =
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Calculo de la matriz del homomorfismo

La matriz, Fg, g, , de homomorfismo f : V™ — W™ requiere primero que definamos las bases

B1y Bo.

B, = {(_3',} = {61,62,...,6,,} cv® B; = {’l_j,]} = {ﬁl,ﬁz,...,am} cwm

Una vez definidas las bases, debemos calcular el transformado de cada uno de los vectores de la

primera base, expresado en la segunda:

f(€1) = a141 + axta+. .. +am iy,
f(€2) = b1ty + batia+. . . +bp i

f(€n) = e1ty + extia+. . . +emiim

Esos vectores conforman las columnas de la matriz:

al b]. Y cl

a2 b2 ) C2
FBIB2 =

an bm cev Cp
NN ~~
ey,

fE)fE)  f

Con lo que nos queda esta matriz de m filas y n columnas que ya hemos visto como se utiliza

para operar:

z! Yt

(F5.5,) =1 :
. z" B ¥" /) B
P —y

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
7



e~ |

APLICACIONES EN ESPACIOS VECTORIALES

LA MATRIZ DEL HOMOMORFISMO

Calculo de la matriz de un endomorfismo

Cuando el espacio de partida y el de llegada coinciden el homomorfismo se llama

endomorfismo. En esos casos, en lugar de tener dos bases B4 del espacio inicial y Bo

del espacio final, utilizaremos una sola, B. La matriz, FB1 B, , pasaréa a llamarse Fp.

El endomorfismo se expresara: f: V™ — V™. Y también requiere la definicion de la base B.
B= {é’,} = {61,62,...,§n} cv®

Una vez definida la base, debemos calcular el transformado de cada uno de los vectores de la

base, expresado en ella misma:

f(€1) = @11 + az2€2+...+ané,
f(€2) = b1€1 + ba€a+...+bpé,

f(€n) =181 + c2€a+...+cnéy

Esos vectores conforman las columnas de la matriz:

( )

a bl e

a2 b2 o0 62
Fg =

ap bn cee Cp

~~ N~
FEefE)  fom)

Con lo que nos queda esta matriz cuadrada orden n con la que se opera de forma analoga a

cuando los espacios de partida y llegada son distintos.
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Matriz cuadrada de orden n

(FB) | : =
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Caso practico de calculo de la matriz de un endomorfismo

Pongamos un ejemplo de calculo de matriz de un homomorfismo para ver si las cosas estan

quedando claras.

Sea f: R} (M) = RE(M)el homomorfismo definido por las condiciones  siguientes:
F(1,1,1) = (2,2); f(1,2,3) = (3,5); £(2,2,1) = (4, 3) . Obtengamos la matriz de f en

la base canodnica.

En primer lugar establezcamos y nhombremos unas bases para cada espacio con las que trabajar.

Liamaremos By = {€1,&3,&3} alabase de ®*(M)y By = {@1, Uz} alade RE(R).
Asi tendremos que:

f(1,1,1) = (2,2) — f(€1 + &2 + €3) = 24y + 2ty — f(€1) + f(€2) + f(€3) = 24 +
£(1,2,3) = (3,5) = f(€1 + 2€; + 3€3) = 31y + 5y — f(€1) + 2f(€2) + 3f(é5) =3

£(2,2,1) = (4,3) — (281 + 285 + €3) = 41; + 3us — 2f(€1) + 2f(€2) + f(€3) =4

Universidad Europea de Madrid
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o 2(i)-(iii): f(€3) = U2 (iv)

e (iv)en (i): f(€1) +2f(€2) = 3uU1 + 242 (v)
o (iv)en (i) f(€1) + f(€2) =2Uy + Uy (i)
o (V)-(vi): f(€2) =ty + U2 (vid)

o (vii) en (vi): f(€1) = Uy

Conlo que: Fg = 1L (1)

0 1
SN
f(€1)f(€2)f(€s)

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Caso practico de calculo nucleo e imagen

Bien, ya hemos visto como se calcula la matriz de un homomorfismo en la practica, ahora
veamos como se calculan nucleo e imagen del mismo modo. Para eso vamos a partir del ejemplo

anterior.
Siendo
f: ®3(M) — RE(R)el homomorfismo definido por la siguiente matriz:

1 1 0
Fg = 1

0 1
NS
f(€1)f(€2)f(€s)

Calculemos las bases y ecuaciones del nlcleo y de la imagen de f.

El rango de la matriz de la transformacion es Rg(FB)=2 y sabemos que Rg(Fg)=dim(Im(f)), luego

dim(Im(f))=2
También sabemos que dim(Im(f))+dim(ker(f))=dim(R3), luego dim(ker(f))=3-2=1.

Como la dim(Im(f))=dim(R2), podemos decir que Im(f)=R2, y por lo ftanto
B[m(f) = 32 = {’1_21,’1_22}.

Calculemos ahora el nucleo:

x
_ (110 s _ (0 ' +22=0
FB_(Oll) z _(0) ~ {a:2+:1;3=0

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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—a YaeR — By ={1,-1, 1)}
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El espacio vectorial de los polinomios

Hablemos por un momento del espacio vectorial de los polinomios, al que de momento hemos

prestado poca atencion.

Es un espacio interesante porque sus vectores a la vez son aplicaciones. Suele denotarse asi:

P, = {p(a;) €P, /| p(@)=anz" +an 12" ' +... a2z + a1z +ag Va; €R
Es decir, que el espacio "P sub-n", Py, de los polinomios de grado menor o igual que n esta

formado por todos aquellos polinomios cuyo grado es n o inferior. Recordemos, que el grado de

un polinomio es el maximo exponente al que estan elevadas sus variables.

Fijémonos que en este espacio unos polinomios se distinguen de otros por los coeficientes que

acompanfan a las variables x. Si fijo todos los coeficientes aj, desde ag hasta ap, obtendré un

polinomio, un vector, en concreto de este espacio.

Pues bien, como hay que fijar n+1 grados de libertad (desde el O hasta el n), para fijar un solo

vector, podremos decir que dim(Pp)=n+1.
Veamos un caso més concreto, quizd mas facilmente abarcable: P».

Este es el espacio de los polinomios de grado menor o igual a 2. Lo forman aquellos polinomios

que tienen exponentes hasta el cuadrado de x.

P={plx)eP, |/ p(z)=az®+br+c VabccR}
Fijemonos en que ahora tenemos un subespacio de dimension 3. Pues depende de solo tres

coeficientes: a, by c.

La diferencia entre el polinomio

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Analogia entre P,y R*"?

Ya hemos visto como funciona el espacio de los polinomios, pero, ;como podemos trabajar

matricialmente con éI?

Fijémonos por un momento en una comparativa entre P2 y RS

P={pz)eP, | p(zx)=az®+bz+c Va,bceR}

RS = {f)' en® / p=(a,b,c) Va,b,cem}
¢En qué se diferencian dos vectores de P2? Habiamos dicho que en los valores de a, by c. En

ese caso, ¢en qué se diferencian dos vectores de R3? Precisamente en los valores de a,byc.
La dimensién de ambos espacios es 3.

Veamos como se operan dos vectores de cada uno:

p(z) = a2’ + bz +c
vp(z),q(z) € P, { q(z) = da? + ex + f}

P+g=(az?+bz+c)+(dz® +ex+ f)=(a+d)z>+(b+e)z+ (c+ f) € P

vi,gem {7 (a,b,¢) B+3=(abec)+(def)=(at+dbrectf)e
q= (daeaf)

Como se observa, las formas de operar son idénticas. Por tanto, podemos pasar un vector de un

espacio a otro sin ninguna dificultad, simplemente recordando que:

p(z) =az? +bz+c =~ P = (a,b,c)

Universidad Europea de Madrid
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Lo cual nos permitira, a la hora de trabajar con el espacio de los polinomios, tratarlos de forma

matricial cuando sea necesario, simplemente expresandolos en R3. Solo hay que poner atencion
a un pequeiio detalle, y es que el espacio de los polinomios puede ordenarse de dos modos: con
exponentes crecientes o decrecientes. No afectara al desarrollo de ningun problema, siempre y

cuando seamos respetuosos con la ordenacion que se nos dé al comenzar.

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Planteemos un ejemplo practico para ver si ha cuajado la idea. Sea el espacio vectorial Py de los

polinomios de grado menor o igual a dos. Se considera el endomorfismo de Py, definido como: f

p(z)=p(1)+p(2) — p(—2)x+p(-1)x%. Vamos a calcular a partir de esto la matriz del

endomorfismo en la base canénica de

P, :{1, z, :cz}.Las bases del nicleo y la imagen de f.

o ]

o]

|
= & =
|
—

{

= & =

o
—
=
pa)
oy
—
i
—
~,
—
)
p—y

dim{Im(f))=Rg(FB)=2

‘YYa que:

f(1)=1+{1- 1) tx?=1+x2 - (1,0,1)
f)=14(2--2)pex2=142xx2 = (1,2-1)
fxI)= 1+ (44 +x2=14+x2 - (1,01)

dim(Ker(f))+dim(Im(f))=dim{P2)=3 dim(Ker(f)}=3-2=1

Calculo de Ker(f):

1 1 1)x) [0) [H- =0 [x=ar [
0 2 0f|yi=l0] = 42y - {¥y=0 VaeR — B, =11—x1}
1 -1 1)lz) o) Lc— =0 L’=—cx St
Calculo de Im(f):
B,.= [l—I— X _1+2x+x1}
o 1 (101 RER)

e~~~ | Universidad Europea de Madrid
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Resumen
Expresion matricial de un homomorfismo:
! Yt
f@=y = (FBlBa) =
. ™ Bl, y" B,
¥ —y

Calculo de la matriz del homomorfismo: la matriz, Fig, g, , de homomorfismo f : V* — W™

requiere primero que definamos las bases B1 y Bo.

( )

a1 bl cve

a2 b2 e s cz
Fp =

Gn by -+ Cn

\sy 1)

Calculo de la matriz de un endomorfismo: Cuando el espacio de partida y el de llegada
coinciden, el homomorfismo se llama endomorfismo. En esos casos en lugar de tener dos bases

B1 del espacio inicial y B2 del espacio final, utilizaremos una sola, B. La matriz, F3132 , pasara a

llamarse Fg.
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