Universidad
Europea de Madrid

LAUREATE INTERNATIONAL UNIVERSITIES

I_

LEYES, ESTRUCTURAS BASICAS Y COCIENTES

LOGICA DE PROPOSICIONES



LEYES, ESTRUCTURAS BASICAS Y COCIENTES

LOGICA DE PROPOSICIONES

© Todoslosderechos de propiedad intelectual de esta obra pertenecen en exclusiva a la Universidad
Europea de Madrid, S.L.U. Queda terminantemente prohibida la reproduccién, puesta a disposicion del
publico y en general cualquier otra forma de explotacion de toda o parte de la misma.

La utilizacion no autorizada de esta obra, asi como los perjuicios ocasionados en los derechos de
propiedad intelectual e industrial de la Universidad Europea de Madrid, S.L.U., daran lugar al ejercicio

de lasacciones que legalmente le correspondan y, en su caso, a lasresponsabilidades que de dicho
ejercicio se deriven.

1~~~ | Universidad Europea de Madrid



LEYES, ESTRUCTURAS BASICAS Y COCIENTES

LOGICA DE PROPOSICIONES

indice
Presentacion 4
Logica elemental de proposiciones 5
El conjunto 5
El subconjunto 5
Las propiedades de los conjuntos 6
Operaciones légicas. Negacion 7
La negacion 7
Operaciones légicas. Conjuncion y disyuncién 8
Conjuncioén 8
La disyuncién 8
Operaciones légicas. Implicacion, equivalencia 10
La implicacion 10
La equivalencia 10
Operaciones légicas. Tautologias 11
La ley de De Morgan 11
Tautologias relevantes 12
La ley de transitividad 12
Distributivas 12
Teorema 13
Demostracion por reduccion al absurdo 14
Principio de induccion 15
Resumen 16
1~~~ | Universidad Europea de Madrid 3

© Universidad Europea de Madrid. Todos los derechos reservados.



LEYES, ESTRUCTURAS BASICAS Y COCIENTES

LOGICA DE PROPOSICIONES

Presentacion

La logica es el estudio de las leyes mas sencillas que rigen el mundo, leyes basadas en una

dicotomia absoluta: hay cosas falsas y hay cosas verdaderas.

En el mundo de los ordenadores, esto es, en el mundo informatico en general, los elementos mas
pequefios de la informacién estan codificados también de esa forma bipolar, simbolizados
mediante 0 y 1. El estudio de las relaciones logicas nos acercara al estudio de las relaciones
entre los ceros y unos del propio cédigo maquina. Nos acercara a como piensa, cOmo engrana,

como discurre la maquina.

Aprenderemos los principios basicos del algebra y de buena parte de las matematicas, sin
alejarnos mucho de cémo se plantearon hace miles de afios en la Grecia Clasica. Esos primeros
estudios demuestran una vez mas su absoluta solidez, al ser el alimento de nuestra moderna
tecnologia.

En este tema aprenderas:

e A plantear relaciones logicas hasta sus Ultimas consecuencias.

e Veremos la respuesta a muchas preguntas; ¢Qué es una tabla de verdad?, ¢;qué es un

teorema?, ¢coémo se reduce al absurdo?

e Y mucho mas...

M=
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Légica elemental de proposiciones

En matematicas, una proposicion es un enunciado que puede ser verdadero o falso, pero no
ambas cosas a la vez. A partir de esta sencilla premisa se abre toda una rama de estudio que

puede llegar a ser bastante compleja.

En primer lugar estudiemos como se denotan cada una de las operaciones y relaciones que

vamos a utilizar de forma frecuente:

e x € E—"x pertenece al conjunto E" —Equivale a afirmar que x es un elemento del conjunto

E.
e A =B—"Aigual a B"—Equivale a afirmar que Ay B representan al mismo conjunto.
e A C B—"A esta contenido en B" — Equivale a afirmar que A es un subconjunto de B.

En estas definiciones hablamos de dos conceptos que aunque son muy habituales en la
matematica preuniversitaria, convendria repasar para darles un mayor rigor en su definicion: el
conjunto y el subconjunto.

El conjunto

Un conjunto es una coleccién de objetos o elementos, que puede ser finita o infinita. Si un
conjunto no tiene ningln elemento se le conoce como conjunto vacio. Veamos unos ejemplos de

conjunto finito e infinito:
e Conjunto finito: Las letras del abecedario.

e Conjunto infinito: Los puntos de la recta real.

El subconjunto

Un conjunto A es una parte o un subconjunto de E, si solo si, todo elemento de A pertenece a E.

e {ACE&SVxeA=x€E}
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Las propiedades de los conjuntos

Durante el desarrollo de la materia descubriremos que cada familia u operacion nueva que vaya
surgiendo vendra siempre acompafiada de un abanico de propiedades que cumplirdn sus

elementos. En el caso de los conjuntos, son las siguientes:

e Todo conjunto estd contenido en si mismo. Es decir: A CA

e Si un conjunto contiene a otro y el otro contiene al primero, significa que ambos son iguales.

Es decir: SiA C BAB CA — A =B, ya que tienen los mismos elementos:
« {ACBoVxeA=xeB}
« {BCASVxeB=xcA}

e Los conjuntos cumplen la transitividad mediante la pertenencia. Es decir, que si un conjunto

SIACBABCC—ACC

Se podra decir también que, sea E un conjunto y R una relacion tal que para cadax € E es o
bien verdadera, o bien falsa, se define A como el conjunto formado por todos los elementos de E

para los cuales R es verdadera:
e A={x€E=R(x)}
Por ejemplo, tomemos el caso del subconjunto D:
D={(xy) e RxR:x?+y* < 1}.

El subconjunto encierra todos los puntos que cumplen x> +y? < 1, es decir, que quedan dentro o

en el limite de la circunferencia definida por la ecuacién x> +y> = 1.
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Operaciones logicas. Negacion

Las operaciones logicas son aquellas relaciones que se establecen entre dos proposiciones,

obteniéndose como resultado una nueva proposicion.

Ya conocemos las relaciones de pertenencia (x€ E) y de igualdad (A=B) y mediante

operaciones logicas binarias podemos construir proposiciones mas complejas.

Para entender el significado de estas operaciones légicas se recurre a la tabla de verdad, que es
un esquema que permite deducir la verdad o falsedad de una proposicion en base a la de sus

proposiciones componentes.

Veamos la primera, y mas sencilla, de las operaciones légicas que vamos a estudiar:

La negacion

Para denotar la operacion de negacion utilizamos el siguiente simbolo: —. Asi, si R es una

relacion, =R es la negacion.

Su tabla de verdad es como sigue:

R Y F
=R F \%

Si R es verdadera, —R es falsa y viceversa.

Pongamos un sencillo ejemplo para entender

como funciona:

e R — Todos los hombres son calvos.

e —R — Existe al menos un hombre que no lo

es.

R es falso, luego —R es verdadera.
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Operaciones légicas. Conjuncién y disyuncion

Continuemos con este breve repaso por las operaciones légicas con las dos siguientes:
conjuncién y disyuncion.

Conjuncién

En este caso siR y S son proposiciones, la relacion RAS, (que se leeria "Ry S") es la

conjuncién de laRy de la S.

Nota: figmonos en el hecho de que hay dos proposiciones y, por lo tanto, la tabla
de verdad tendra cuatro filas, una por cada posible combinacion de verdadero y

falso de las proposiciones: VV, VF, FV y FF.

Tabla de verdad

En detalle
ST Ejemplo
Ejemplo
La disyuncion

Ahora, si Ry S son proposiciones, la relacion RV S, "R o S", es la disyuncién de Ry lade S.

R s RVS
A\ \Y \%
\Y F \Y
F \Y \%
F F F
RV S es verdadera si al menos una de las dos, R0 S, lo es.
En detalle
Tabla de verdad
R S RAS
Vv Vv A"
v F F
F \Y F
F F F
RAS es verdadera. = R es verdadera y S también.
e~~~ | Universidad Europea de Madrid 8
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Ejemplo

Ejemplo

R — Todos los hombres son calvos.

S — Todas las mujeres son calvas.

RAS — Todos los hombres y mujeres son calvos.

Como la primera afirmacion es falsa y la segunda también, su conjuncion también lo sera.
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Operaciones légicas. Implicacién, equivalencia

Continuemos con este breve repaso por las operaciones légicas con las dos siguientes:
implicacion y equivalencia.
La implicacion

En este caso si Ry S son proposiciones, la relacion R = S (Si R, entonces S) equivale a "R

implica S".
R S R=3S§
\% \% v
% F F
F v Y
F F Y

La implicacién de la proposicion S (consecuente) por la proposicion R (antecedente) es falsa
solo si la R es verdaderay la S no lo es.

La equivalencia

Por otro lado, si Ry S son proposiciones, la relacion R < S (que se leeria "R equivale a S"), es

(R=S)AN(S=R).
R s (R=19) (S=R) SR
v v v v v
v F F v F
F v v F F
F F v v v

La equivalencia entre dos proposiciones es verdadera si y solo si ambas son verdaderas o ambas

son falsas.
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Operaciones légicas. Tautologias

La ultima operacién légica que vamos a revisar es la tautologia. Una tautologia no es una
proposicion en si misma, sino que es una proposicién compuesta, que, independientemente de la

verdad o falsedad de sus proposiciones componentes, es siempre verdadera.
Por ejemplo, tomemos la siguiente tautologia: (R = S) < (=S = —R)

Tabla de verdad

En detalle
Algunas tautologias son muy comunes y aparecen en diversos momentos del estudio de las
matematicas: es el caso de la Ley de De Morgan.

La ley de De Morgan

La tautologia de la ley de De Morgan es la siguiente:

—(RAS) < (-SV-R)

Y su tabla de verdad queda de este modo:

R S -R -S -(RAS) -RV -S a (RAS)
Vv Vv F F F F Vv Vv
\% F F Vv V \% \% F
F \% \% F V \% \% F
F F \ \% Vv \% \% F
En detalle
Tabla de verdad
Su tabla de verdad quedaria conformada del siguiente modo:
R S =R S R=S -R =-S L
Vv Vv F F \% V \%
Vv F F Vv F F Vv
F Vv \% F \% Vv Vv
F F A% \ \% Vv Vv
Ul | Universidad Europea de Madrid 11
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Como se acaba de decir, existen un nimero de tautologias que son relevantes por la frecuencia

de su uso en matematicas, veamos algunas mas:

La ley de transitividad

La tautologia de la ley de transitividad es la siguiente: (R=S)A(S=T))=(R=T)

Y su tabla de verdad queda de este modo:

R

< < < <

S

mom< <

Distributivas

T

m < <

R=S

mom< <

S=T

< < T <

R=SAS=T R=T (R=SAS=T)
=(R=T)

Y, Vv Y

F F Y

F Y, \%

F F v

Hay dos tautologias habituales que se usaran, también, a lo largo de este curso que son las

distributivas. Se formulan del siguiente modo:

Distributiva de A respecto de V: (RA(SVT)) & ((RAS)V(RAT))

Distributiva de V respecto de A: (RV (SAT)) & ((RVS)A(RVT))

Aunque las restricciones que rigen una tautologia parecen muy estrictas, lo cierto es que en

matematicas existen innumerables ejemplos que se utilizan con mucha frecuencia. En algebra y

matematica discreta veremos bastantes, aunque muchas veces ni siquiera seremos abiertamente

conscientes de ello.
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Teorema

Un teorema es una proposicion verdadera, compuesta por las proposiciones R (hipdtesis) y S

(tesis), que se expresa en la forma R = S, "si R entonces S".

En una demostracioén directa de un teorema, a partir de la hipétesis R que suponemos verdadera,

ha de llegarse deduciendo matematicamente a que la tesis es verdadera.

En el teorema R = S se dice que la proposicion R es suficiente para S, mientras que S se dice
gue es necesaria para R en el caso de tener R < S, R es una condicion necesaria y suficiente

para Sy viceversa.

Dado que (R=S5) < (-S=—R), a veces es muy Util, para demostrar un teoremaR = S,

demostrar el contrarreciproco, es decir, su proposicion equivalente: S = —R.

Veamos algunos ejemplos:

Ay B son conjuntos: si A=B, entonces A C B.

En el teorema anterior A=B es una condicion suficiente

paraA C By A C B es una condicion necesaria para A=B.
Ejemplo 1
Sin embargo, A C B no es suficiente para A=B, ni A=B es

necesario paraA C B, es decir, que el reciproco del

teorema anterior no se cumple.

n € Z; n es multiplo de 5 = la cifra de las unidades de n es
0 o 5. Por tanto, se podria haber enunciado diciendo: "una

Ejemplo 2 condicion necesaria y suficiente para que un ndmero
entero sea muliplo de 5 es que la cifra de las unidades de
dicho nimero sea 0 0 5".

Para demostrar utilizando el contrarreciproco, el siguiente
teorema: "n,m € X ; si n es par 0 m es par = n-m es par",
habria que demostrar que "n,m € X si n-m es impar = n
0 m son impares".

Ejemplo 3
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Demostracion por reduccioén al absurdo

Para demostrar el teorema R=S, puede utilizarse una demostracion por reduccion al absurdo

gue consiste en tomar como hipotesis:

RA=S

Inmediatamente, mediante razonamientos légicos, llegariamos a una contradiccion:

Sabemos que R=S « (-RAS) & =(RA-S) L

Por lo tanto, partimos de RA=S para llegar a una contradiccion.

Por ejemplo pongamos la demostracion por reduccion al absurdo del teorema: "Si dos rectas

distintas a y b del plano son paralelas a una tercera c, entonces a y b son paralelas entre si".

Supongamos que a y b son paralelas a c, pero no son paralelas entre si. Si a y b no son
paralelas, se cortan en un punto P. Luego tenemos dos rectas a y b que son paralelas a una
recta c que pasan por un mismo punto. Esto contradice el axioma de la geometria euclidiana que

dice: "solo hay una recta que pasando por un punto, sea paralela a otra recta".

Queda demostrado que a y b tienen que ser paralelas para no caer en la contradiccion del

axioma.

1~~~ | Universidad Europea de Madrid 14
© Universidad Europea de Madrid. Todos los derechos reservados.



LEYES, ESTRUCTURAS BASICAS Y COCIENTES

LOGICA DE PROPOSICIONES

Principio de induccién

El principio de induccién se utiliza para demostrar que una proposicion p que depende de n es

vélida para todo n (donde n es un ndmero natural).

Seam={n € N/P(n) esverdadera}, para demostrar que p es verdaderaVn €N, hay que
demostrar:

P(0) es verdadera
VneN; P(n)= P(n+1)

Lo cual implica demostrar que:
P(0) es verdadera = P(0) = m
Vn e N; P(n) =m =Pn+1)=m

——
(P(O)AP(1)AP(2)A...AP(n))

Lo que nos lleva al concepto de cuantificadores. Sea E un conjunto y R(a) una relacion

verdadera o falsa dependiendo de "a":

La relacion (Va € E) (R(a)) equivale a decir que para cualquier elemento del

conjunto E, la relacion R(a) es verdadera.

Por ejemplo si tomamos cualquier triangulo posible del conjunto de todos los triangulos, (V¢ € T)

(la suma de los &ngulos internos es pi).

La relacion (da € E) (R(A)) equivale a decir que existe al menos un elemento del

conjunto E para el cual R(a) es verdadero.

Por ejemplo si tomamos cualquier triangulo posible del conjunto de todos los triangulos, (3 € T)

(tiene tres lados iguales).
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Resumen

El conjunto: un conjunto es una coleccion de objetos o elementos, que puede ser finita o infinita.

El subconjunto: un conjunto A es una parte o un subconjunto de E, si y solo si, todo elemento de

Apertenece aE. {ACE & VxcA=>xcE}

e Negacion: si R es una relacion, —R es la negacion.

e Conjuncién: si Ry S son proposiciones, la relacion RA S, "Ry S", es la conjuncion de laR 'y

delasS.

e Disyuncién: si Ry S son proposiciones, la relacion RV S, "R o S", es la disyuncion de Ry la

de S.
e Implicacion: si Ry S son proposiciones, la relaciéon R = S (Si R, entonces S) equivale a "R
implica S".
e Equivalencia: Si R y S son proposiciones, la relacion R < S, "R equivale a S", es
(R=S)AN(S=R).
Tautologias: Proposicion compuesta, que, independientemente de la verdad o falsedad de sus

proposiciones componentes, es siempre verdadera.

Teorema: Un teorema es una proposicion verdadera, compuesta por las proposiciones R

(hipotesis) y S (tesis), que se expresa en la forma R = S, "si R entonces S".
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