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ESPACIOS DE HILBERT

1. DEFINICIONES

Definicién 1.1. Sea H un espacio vectorial, un producto escalar sobre H es una
aplicacion (.,.) : H x H — R, que es definida positiva, simétrica y bilineal, es
decir que verifica que, para todo par o y B € R y para toda terna x, y y z € H,

w (r,2) >0, (x,2) =0 2 =0, definida positiva;

v (z,y) = (y,x), simétrica;

» (ax+ Py, 2) = alx,2) + By, z), bilineal.

Un producto escalar permite definir una norma:

2]l = v/ (2, ).

Es obvio comprobar que esta expresion cumple las dos primeras condiciones de
las normas: [||z]| > 0, ||z]| = 0 & = = 0] y [|\z]| = |A|||z]|]] para todo x € H y
todo A € R. Sin embargo resulta mas costoso demostrar la desigualdad triangular.
Para ello necesitaremos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.2. Sea x ey € H. Entonces tenemos

L [(x,y)| < ||| llyl| (Desigualdad de Schwarz o de Cauchy-Schwarz segin los
autores).
2. |l +yll?2+ ||z — yl|* = 2||z||* + 2||y||* (Desigualdad del paralelogramo).

Demostracion Desigualdad de Schwarz Sea t € R, entonces
0<(tr+y tx+y) =t*(z,2) + 2t(x,y) + (y,y) = P(t).
P(t) es un polinomio de grado 2 en ¢ luego
P(t) 2 0 <= (2,y)* = (z,2) (y,y) <0,

lo que demuestra la desigualdad de Schwarz.
Desigualdad del paralelograma Para todo z y todo y € H tenemos

lo+yl]* = (z Ly, x+y) = (z,2) £2(z,y) + (y,9)

luego
lz +ylI* + llz = ylI* = 2[|«]1* + 2ly]*
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Para demostrar que ||.|| = /(. .) verifica la desigualdad triangular utilizaremos
la desigualdad de Schwarz:

lz +yll* = (z +y. 2 +y) = [l2]* + llylI* + 2(z, )
2
< ll2l* + lyll® + 20z lyll = (=l + llyl)”

Definicién 1.3. Sea H un espacio vectorial dotado de un producto escalar. H
es un espacio de Hilbert si y solo si es completo para la topologia inducida por la
norma correspondiente al producto escalar.

Ejemplo 1. El espacio RN dotado del producto escalar

N
(33', y)RN = Z TiYj,
=1

siendo x = (x1,...;2n), ¥ = (Y1,...,yn) Y de la norma asociada, la norma
euclidea,
N 1/2
- (3249)
j=1

es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 2. Consideremos el conjunto

= {o={(2a)nen} CR/ Y _a < +oo}.

neN
Es fdacil comprobar que

(1’, y)ﬁ = Z TnYn

neN
duct [ 2 let [ ada:
€S uN proaucto escatar y que €S COMpleELO para ta norma asociaaa.

1/2
[2]lez = <Z$i> :

neN

Ejemplo 3. Sea L*(Q) el espacio de las funciones de cuadrado integrable sobre el
abierto  C RY para la medida de Lebesque. L*(Q), dotado del producto escalar

(u,v) 1200 :/Qu(x)v(:r) dx

1/2
|l 220y = (/Q u(x)2 dx)

y de la norma asociada

es un espacio de Hilbert.
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Cuando el producto escalar entre dos elementos es nulo se dice que los elementos
son ortogonales
(r,y) =02z L.

Definicién 1.4. Sea H un espacio de Hilbert y sea A C H. El ortogonal de A,
At es
At ={zc H/(v,y) =0Vyc A}.

Proposicién 1.5. Sea H un espacios de Hilbert y sea A C H. Entonces, el
ortogonal de A es un subespacios vectorial cerrado de H.

Demostracién Veamos que AL es cerrado Sea {(z,)n,en} C AT conver-
gente a . Entonces, dada la continuidad del producto escalar, para todo y € A

se tiene
n—oo

0=(zn,y) — (2,9) = (z,y) =0,
luego = € A+,

Veamos que At es un subespacio vectorial Sean z, 2 € At y sean o, 3 € R,
entonces, por la (bi)linealidad del producto escalar se tiene

(ax 4+ Bz) = a(z,y) + B(z,y) =0 Vye A,
luego ax + Bz € AL,



