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ESPACIOS DE HILBERT

1. Definiciones

Definición 1.1. Sea H un espacio vectorial, un producto escalar sobre H es una
aplicación (., .) : H × H 7→ R, que es definida positiva, simétrica y bilineal, es
decir que verifica que, para todo par α y β ∈ R y para toda terna x, y y z ∈ H,

(x, x) ≥ 0, (x, x) = 0⇔ x = 0, definida positiva;
(x, y) = (y, x), simétrica;
(αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z), bilineal.

Un producto escalar permite definir una norma:

‖x‖ =
√

(x, x).

Es obvio comprobar que esta expresión cumple las dos primeras condiciones de
las normas: [‖x‖ ≥ 0, ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0] y [‖λx‖ = |λ|‖x‖] para todo x ∈ H y
todo λ ∈ R. Sin embargo resulta más costoso demostrar la desigualdad triangular.
Para ello necesitaremos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.2. Sea x e y ∈ H. Entonces tenemos

1. |(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ (Desigualdad de Schwarz o de Cauchy-Schwarz según los
autores).

2. ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2 (Desigualdad del paralelogramo).

Demostración Desigualdad de Schwarz Sea t ∈ R, entonces

0 ≤ (tx+ y, tx+ y) = t2(x, x) + 2t(x, y) + (y, y) = P (t).

P (t) es un polinomio de grado 2 en t luego

P (t) ≥ 0⇐⇒ (x, y)2 − (x, x) (y, y) ≤ 0,

lo que demuestra la desigualdad de Schwarz.
Desigualdad del paralelograma Para todo x y todo y ∈ H tenemos

‖x± y‖2 = (x± y, x± y) = (x, x)± 2 (x, y) + (y, y)

luego
‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2. Q.E.D.
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Para demostrar que ‖.‖ =
√

(., .) verifica la desigualdad triangular utilizaremos
la desigualdad de Schwarz:

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2(x, y)

≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 + 2‖x‖ ‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2 . Q.E.D.

Definición 1.3. Sea H un espacio vectorial dotado de un producto escalar. H
es un espacio de Hilbert si y solo si es completo para la topoloǵıa inducida por la
norma correspondiente al producto escalar.

Ejemplo 1. El espacio RN dotado del producto escalar

(x, y)RN =
N∑
j=1

xjyj,

siendo x = (x1, . . . ;xN), y = (y1, . . . , yN) y de la norma asociada, la norma
eucĺıdea,

‖x‖ =

(
N∑
j=1

x2
j

)1/2

es un espacio de Hilbert.

Ejemplo 2. Consideremos el conjunto

`2 = {x = {(xn)n∈N} ⊂ R/
∑
n∈N

x2
n < +∞}.

Es fácil comprobar que

(x, y)`2 =
∑
n∈N

xnyn

es un producto escalar y que `2 es completo para la norma asociada:

‖x‖`2 =

(∑
n∈N

x2
n

)1/2

.

Ejemplo 3. Sea L2(Ω) el espacio de las funciones de cuadrado integrable sobre el
abierto Ω ⊂ RN para la medida de Lebesgue. L2(Ω), dotado del producto escalar

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx

y de la norma asociada

‖u‖L2(Ω) =

(∫
Ω

u(x)2 dx

)1/2

es un espacio de Hilbert.
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Cuando el producto escalar entre dos elementos es nulo se dice que los elementos
son ortogonales

(x, y) = 0⇐⇒ x ⊥ y.

Definición 1.4. Sea H un espacio de Hilbert y sea A ⊂ H. El ortogonal de A,
A⊥, es

A⊥ = {x ∈ H/ (x, y) = 0 ∀ y ∈ A}.

Proposición 1.5. Sea H un espacios de Hilbert y sea A ⊂ H. Entonces, el
ortogonal de A es un subespacios vectorial cerrado de H.

Demostración Veamos que A⊥ es cerrado Sea {(xn)n∈N} ⊂ A⊥ conver-
gente a x. Entonces, dada la continuidad del producto escalar, para todo y ∈ A
se tiene

0 = (xn, y)
n→∞−→ (x, y) =⇒ (x, y) = 0,

luego x ∈ A⊥.

Veamos que A⊥ es un subespacio vectorial Sean x, z ∈ A⊥ y sean α, β ∈ R,
entonces, por la (bi)linealidad del producto escalar se tiene

(αx+ βz) = α(x, y) + β(z, y) = 0 ∀ y ∈ A,
luego αx+ βz ∈ A⊥. Q.E.D.


