1 Estructuras diferenciables

Llamamos espacios numeéricos a los R” con la estructura estandar de espacio vectorial. Como
caso extremo, definimos R = {0}. Un vector numérico es cualquier elemento de uno de esos
espacios numéricos. Un conjunto numérico es un subconjunto de algin R”. Un abierto
numérico es cualquier abierto de la topologia estdndar de un R".

Una funcién numérica es la que va de un abierto de R* a un abierto de R”. A estos objetos
los llamaremos a veces “férmulas en k variables”, hablando de una férmula escalar si h =1
o de una férmula vectorial si h > 1.

El adjetivo suave serd, en todo caso, sinénimo de C*°. Un difeomorfismo numérico es una
biyeccion entre dos abiertos de R™ tal que tanto ella como su inversa son suaves.

En este capitulo explicamos cémo se puede poner una estructura diferenciable en un conjunto no
vacio M. El procedimiento consiste en establecer coordenadas (que en Célculo y en Geometria
de Curvas y Superficies han recibido el nombre de coordenadas curvilineas). Estas coordenadas
permiten hacer representaciones numéricas:

— un punto p € M se representa por un vector numérico v = (ai,...,a,) € R", siendo los
numeros ay, ..., a, las coordenadas (curvilineas) del punto,

— un conjunto A C M, que esté contenido en el dominio de unas coordenadas, se representa por
el conjunto de los vectores de coordenadas de sus puntos,

— una funcién escalar o vectorial f, definida en un conjunto A C M que es parte del dominio
de unas coordenadas, se representa por una “férmula” en dichas coordenadas.

Las propiedades de un conjunto o de una funcién seran, entonces, las mismas que tienen sus
representaciones numeéricas.

Al final, esto permitird hacer Analisis en el conjunto M igual que
se hace en los R”. También permitira hacer Geometria en M.

1.1 El concepto de atlas

Fijamos un conjunto no vacio M y un entero n > 0.

Definicién 1. Una carta n-dimensional en M es un par ordenado (U, p) formado por un
subconjunto no vacio U C M y una funcién ¢ : U — R™ biyectiva de U a ¢(U) y tal que p(U)
es un abierto de R™.

Definimos n funciones escalares ui,...,un, : U — R por la identidad (u1,...,un) = ¢ y
las llamamos funciones coordenadas de la carta. Dado un punto p € U, los numeros
ui(p),...,un(p) son las coordenadas de p en esa carta.

La operacién que reconstruye un punto p € U a partir de sus coordenadas es la aplicacion
inversa 1 (u1,...,uy).

El nombre de carta se inspira en las cartas de navegacion maritima. Sea n = 2, por un momento
pensemos en M como un “mundo”, en U C M como en una regiéon de dicho mundo y en
©(U) € R? como en “un trozo de papel plano” en el que hay dibujado un “mapa” de la regién U.
Entonces ¢ serfa la biyeccién que asocia cada posicién en la regiéon U con el correspondiente
punto en el mapa. Esto nos darfa una “carta” para navegar por la regién U.

Siguiendo con este simil, un atlas de navegacion serfa un conjunto de mapas (cartas) que super-
puestos representan una regién extensa, por la que podemos navegar cambiando de carta segin
vamos saliendo de la parte cubierta por una carta y entrando en la parte cubierta por otra.

Con frecuencia serd inevitable usar mas de una carta en un mismo conjunto M. Si (U, ¢), (V, %)
son dos cartas n-dimensionales en M, entonces cada punto p € U NV puede reconstruirse a
partir de uno cualquiera de los siguientes vectores numéricos:



el vector ¢(p) = (ul(p), ... ,un(p)) o el vector 9(p) = (vl(p), .. ,vn(p)).
Por razones que enseguida se veran, exigimos que pueda pasarse de un vector al otro por opera-

ciones numéricas suaves. Es decir, exigimos que existan dos “formulas vectoriales” en n variables
independientes g(-, ..., ) v h(+, ..., ) que sean C* y tales que para todo p € UNV sea:

(Ul(p), ceey Un(p)> = g(ul(p)v R un(p))

y (ul(p),...,un(p)) = h(vl(p),...,vn(p)).

Pero esa condicién equivale a las siguientes identidades:

(Ylorav) = go (elunv) »  (eluav) = ho (Ylurv) ,

Definicién 2. Si dos cartas n-dimensionales (U, ), (V,1) tienen una interseccion no vacia,
llamamos cambios de coordenadas a las siguientes funciones:

~1 ~1
g9 = (Wluav) o (¢lunv) , ho= (eluav) o (Wluav)

que son biyecciones inversas mutuas entre los conjuntos numéricos p(UNV) y »p(UNV).

Un cambio de coordenadas no mueve el punto p € U NV, sélo
cambia de unas coordenadas a otras (de ese mismo punto).

Lo que exigimos es que las “formulas” g y h, inversas mutuas, sean suaves.

Definicion 3. Fijamos un conjunto no vacio M y un enteron > 0. Dos cartas n-dimensionales
(U, ), (V,9) en M son compatibles si o bien UNV = & o bien se cumplen las tres condiciones
siguientes:

1. o(UNV) es un abierto de R".
2. Y(UNV) también es un abierto de R™.

8. Los cambios de coordenadas o(UNV) — (U NV) son difeomorfismos numéricos.

Un atlas n-dimensional en M es una familia de cartas n-dimensionales {(Ua, "Oa)}aeA que
cumple las dos condiciones siquientes:

1. Recubre todo M: M = U U,.
acA

2. Para cualesquiera o, € A las cartas (Uy, %) y (Ug,goﬁ) son compatibles.

1.2 La topologia

Dado un atlas n-dimensional {(Ua, gp"‘)}a ca €n M, consideramos la siguiente familia de con-
juntos:

T ={ACM :VYaecA ¢*(ANU?*) es un abierto de R"}.

Teorema 4. La familia T es una topologia en M. De hecho es la inica para la que los U, son
todos abiertos y cada aplicacion coordenada % : Uy, — ¢*(Uy) es un homeomorfismo.

Algunas propiedades de esta topologia:

1. Cada punto p € M tiene entornos abiertos arbitrariamente pequenos que son homeomorfos
a una bola abierta en R™.

2. (M, T) es conexo por caminos si y sélo si es conexo.

3. (M, T) es 2°N si y s6lo si M ya se recubre por una cantidad numerable de los U,,.

Puede suceder que T no sea Hausdorff. También puede pasar que no sea 2°N, incluso siendo
Hausdorff y conexa.



1.3 La estructura diferenciable

Sea M un conjunto no vacio en el que se ha dado un atlas k-dimensional {(Ua, goa)}a c4- Para
cada fndice £ = 0,1,2,3,...,00, vamos a definir el concepto de funcion de clase C* (cuando sea
£ > 1, diremos “diferenciable de clase C’Z”) con dominio un abierto A C M. En este apartado
lo hacemos para funciones escalares, es decir funciones f : A — R. Esta propiedad va a ser
local: si se cumple en abiertos pequenos (contenidos en A) entonces se cumple en todo A.
Dado un punto p € A, queremos ver si f es de clase C en el entorno de p. Para ello, tomamos
un abierto p € W C A lo bastante pequeno para que esté contenido en alguna carta del atlas

(Ua,gOa) = (Ua, (ul,...,uk)),

y entonces la parte fly de f la consideramos de clase C’ si se la puede obtener combinando las

funciones coordenadas u1|w,...,ur|w mediante una “férmula” en k variables independientes
) ) p
g(t1, ..., tx) que sea de clase C%, es decir:
flw = g(ulw, ..., welw) , (1)

donde g : p(W) — R es una funcién de clase C* definida en el abierto numérico ¢(W) de RF.
Como primeros ejemplos, son suaves en W las siguientes funciones:

5 U2 — Uy
(w1 +3u2)lw , (uru3+€e“)|w , —| . cos(us —dua)lw
L+ ug |y,
y de hecho serd suave el resultado de combinar wuql|w,...,ur|lw mediante cualquier funcién

numérica suave en ¢(W), aunque no se la pueda dar por una férmula elemental.
Como otro ejemplo (|u1 \5/2) I es C2, pero no es C? en ningtin entorno de p si se tiene u1(p) = 0.

La identidad (1) equivale a f|w = g o (¢“|w), lo que nos proporciona la expresion:

g = (f]W) ) (<,00‘]W)71 (W) — R. (2)

Llamamos a g, dada por (2), la representacién numérica de f|y en las coordenadas ¢,
porque es una funcién numérica y porque podemos reconstruir f|y a partir de ella mediante
la férmula (1).

Definiciéon 5. Sean A C M wun abiertoy f: A — R una funcion escalar definida en A. Dado
p € A, decimos que f es de clase C’ en el entorno de p respecto del atlas si hay un
entorno abierto W C A de p tal que la parte flw admite una representacion numérica, (1)
y (2), con g funcion numérica de clase Ct.

Decimos que f es de clase C’ respecto del atlas si lo es en el entorno de cada punto p € A.

Ahora ya podemos explicar por qué hemos exigido que los cambios de coordenadas sean suaves:
gracias a esa condicién, para cada indice £ y cada dos cartas (Us, ¢%), (Us, ¥”) que contengan
a W se tiene

(flw) o (¢%lw) ™" € Ce*W)) = (flw)o (VPlw) ™ e (W),

es decir que las cartas no se contradicen unas a otras a la hora de decir si f es Cf o no en el
abierto pequeiio W C A. Maés importante aun:

Para saber si f es C!, basta comprobarlo en algunas cartas del atlas que recubran A.

Definicion 6. La estructura diferenciable definida en M por el atlas es el conjunto:

S = {(A,f) : ACM esunabierto , f: A— R es suave respecto del atlas } .

La estructura diferenciable consiste en saber qué conjuntos son
abiertos y qué funciones escalares definidas en abiertos son suaves.
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Importante: el resto de f, es decir la parte f|ys\ v, no se puede reconstruir a partir de g. Para
estudiar f en el entorno de puntos ¢ € M \ W necesitaremos otras representaciones numéricas
distintas de g, posiblemente construidas con otras cartas.

Definiciéon 7. En cualquier abierto numérico no vacio A C R", la estructura diferenciable
estdndar en A es la definida por el atlas de una sola carta {(A,id)}.

Proposiciéon 8. Sean U = {(Ua, goo‘)}aeA un atlas k-dimensional en M, que define la estruc-
tura diferenciable S. Sea (V,1) otra carta k-dimensional en M. Las dos condiciones siguientes
son equivalentes:

1. (V,1) es compatible con cada (Uy, p®). Es decir que {(V,9)} UU también es un atlas
en M y define también S.

2. Se cumplen:

(a) V' es un abierto de M.
(b) Se tiene ¥ = (v1,...,v) conlas v;: V — R funciones suaves de la estructura S.

(¢) Toda V — R que sea una funcion suave de S se puede poner como una combinacion
g(v1,...,v;) para alguna funcion numérica suave g de k variables.

Definiciéon 9. A las cartas k-dimensionales que cumplen las dos condiciones equivalentes de la
proposicion anterior las llamamos cartas de la estructura S, porque la sequnda condicion
nos dice como determinarlas directamente a partir de S.

FEstas cartas forman el mayor atlas (llamado atlas maximal) que induce S.

Veamos dos ejemplos cuando S es la estructura diferenciable estandar en R?. La carta (R2, (x, y))
no es de esa estructura porque la primera funciéon coordenada no es una funciéon suave de S.
Tampoco la carta (]RQ, (23, y)) es de esa estructura, porque z es una funcién suave de S pero
se tiene = g(x3,y) con ¢(t1,t2) = /t1, férmula no suave en las variables 1, ts.

Corolario 10. Una vez que sabemos qué funciones son suaves en abiertos de M, también
sabemos, para cada indice £, qué funciones son Ct: las que tienen representaciones numéricas C*
en unas cuantas cartas de S que recubran el dominio de la funcion.

Terminamos este apartado con un ejemplo que muestra que la topologia no es suficiente para
determinar la estructura suave. Para cada a > 1 consideramos la funcion

r si <0
va:R=>R | pu(z) =
ar si x>0

y definimos &, como la estructura diferenciable inducida en R por el atlas de una sola carta
{(R,¢q)}. Puesto que cada ¢, es un homeomorfismo, todas las estructuras S, inducen la
topologia estdndar en R; pero si a # b entonces S, # Sp, luego tenemos una cantidad infinita
no numerable de estructuras diferenciables en la recta que son distintas dos a dos aunque todas
definen la misma topologia.

1.4 El concepto de variedad

En este apartado definimos los objetos que van a protagonizar todo el curso.

Definicién 11. Un espacio locamente euclideo n-dimensional es un par (M,S) formado
por un conjunto no vacio M 1y una estructura diferenciable S en M que puede darse por un
atlas n-dimensional.

Una variedad diferenciable n-dimensional es un espacio localmente euclideo n-dimensional
cuya topologia es Hausdorff y 2°N.



Con frecuencia omitiremos el adjetivo “diferenciable”, escribiendo solamente “variedad”. A las
variedades de dimensién 1 las llamamos también curvas. A las variedades de dimensién 2 las
llamamos también superficies.

Aunque al principio sea dificil creer que un atlas puede definir una topologia que no sea Hausdorff,
tal cosa sucede. Un ejemplo es la recta con dos origenes, que puede definirse de la manera
siguiente. Consideramos la proyeccién pr : R? — R, dada por pr(x,y) = x, el conjunto

M = (Rx{0})U{(0,1)} C B,

y los subconjuntos U = R x {0} y V = M \ {(0,0)}; entonces {(U,pr|y),(V,pr|v)} es un
atlas 1-dimensional en M que induce una topologia en la que los puntos (0,0) y (0,1) no son
separables Hausdorff. La estructura diferenciable inducida por ese atlas convierte a M en un
espacio localmente euclideo 1-dimensional que no es una variedad.

La “superficie” de Priifer es un ejemplo de un espacio localmente euclideo 2-dimensional que es
conexo y Hausdorff pero no es 2°N; por lo tanto no es una variedad.

1.5 Aplicaciones diferenciables

Sean M, N dos variedades, de dimensiones respectivas k,n.

Dada una aplicacion f : M — N, las estructuras diferenciables en M y en N permiten definir,
para cada fndice ¢, el concepto de que f sea de clase C’. De nuevo es una propiedad local: si
se cumple en el entorno de cada punto, entonces se cumple en todo el dominio M. Para que
sea C’ vamos a exigir, por definicion, que f sea continua.

Dada f: M — N continua, y dado un punto py € M, elegimos una carta (U, ) de M que
contenga a po y una carta (V,1¢) de N que contenga al punto imagen f(pg). Existen entornos
abiertos pg € W C U tales que f(W) C V. Fijamos un tal W y buscamos una “férmula
vectorial” (gi1,...,9n) = g(t1,...,tx) : (W) — R™ que haga el siguiente trabajo:

’ para cada p € W, dar las coordenadas de f(p) a partir de las coordenadas de p. ‘

Esto quiere decir que si damos nombres a las funciones coordenadas

QOE(Ul,...,Uk) 3 ¢E(U17---,Un),

entonces ¢g es una funcién vectorial numérica de k variables independientes tal que para cada
p € W se tiene:

(@) s oo @) = g (ml@), - ule)) |
o sea que se tiene la siguiente identidad entre funciones vectoriales en W:
(vi,-va) o (flw) = g(ulw oo s wlw) - (3)

Entonces definimos que el trozo flw de f es C! silas funciones v; o (f|w), que son las “com-
q j y 4
ponentes en coordenadas de f|y 7, se pueden obtener combinando las funciones coordenadas

uiw , .., uglw mediante unas “férmulas” g;(t1,...,tx) que sean de clase C’ en las variables
independientes tq,...,t.
La identidad (3) es lo mismo que 1 o (f|w) = g o (¢|w), lo que proporciona la expresién:

g = vo(flw)o(elw)™ W) —R". (4)

Esta g, dada por (4), es la representacién numérica de f|y en las coordenadas ¢ y 1,
porque es una funcién vectorial numérica y porque se reconstruye f|y a partir de ella asf:

flw = v ogo(plw) obien f(p™(u) =¢7 (9(u)) . ()

Por ejemplo, la aplicacién f: W — V definida por la siguiente férmula

f(gO_l(Ul,UQ,Ug)) = ?l)_l(eul — 2us, UlUQ) )
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punto en W de coordenadas f punto en V de coordenadas

(u1,u2,u3) > — ( vy =e" —2uz y v =ujus )’
tiene la representacién numérica g(uj,ug,ug) = (e“l — 2ug, u1u2), que nos dice cémo calcular
las t-coordenadas de f(p) a partir de las ¢-coordenadas de p.

que equivale a (

Definicién 12. Dado p € M, decimos que f: M — N es de clase C’ en el entorno de py
si es continua en py y hay un entorno abierto W de py en M tal que la parte flw admite
una representacion numérica (4) y (5) donde g es una funcion vectorial numérica de clase C*.
Decimos que f es de clase C’ silo es en el entorno de cada punto py € M.

Gracias a la compatibilidad entre cartas de un atlas, la diferenciabilidad C’ de f en un punto
dado pp no depende de qué cartas se utilicen, conteniendo a py y f(pp), mientras sean cartas
de las estructuras diferenciables respectivas de M y de N. Es, pues, una propiedad que sélo
depende de esa pareja de estructuras.

Aunque tal vez no lo lleguemos a usar, el siguiente resultado explica cémo se podria decidir la
diferenciabilidad a partir solamente de las estructuras diferenciables en M y N.

Proposicion 13. Dada f: M — N, son equivalentes:
1. f es diferenciable de clase C* respecto de las estructuras diferenciables de M y N.

2. Para toda pareja (B, h) de la estructura de N (es decir, B es abierto de N y h: B — R
una funcion suave de la estructura de N ) la preimagen f~1(B) es un abierto de M y la
funcion ho f: f~Y(B) =R es C* respecto de la estructura de M.

Importante: el resto de f, es decir f| M\W», 10 se puede reconstruir a partir de g. Para estudiar
la diferenciabilidad de f en el entorno de puntos ¢ € M\ W necesitamos otras representaciones
numéricas distintas de g, posiblemente construidas con otras coordenadas.

La diferenciabilidad se conserva por composicién. Si M, N, P son variedadesy M —— N & P
son aplicaciones C’, entonces la compuesta B0« : M — P también es C.

Si en R™ ponemos la estructura estandar, entonces (f1,...,fn) =f: M — R" es Ct siy sélo
si cada componente f;: M — R es una funcién escalar ct.

Definicion 14. Un difeomorfismo es una aplicacion entre variedades o : M — N que es
biyectiva, suave y con inversa suave. Si tal aplicacion existe decimos que M y N son difeo-
morfas.

Un difeomorfismo local es una aplicacion F : M — N tal que cada punto pg € M tiene un
entorno abierto U C M con la imagen F(U) un abierto de N y con la aplicacion U — F(U)
dada por p v F(p) un difeomorfismo.

Todo difeomorfismo es un homeomorfismo. El reciproco no es cierto; por ejemplo la aplicacién
R — R dada por z — 23 es un homeomorfismo suave, pero no un difeomorfismo porque su
inversa y — /Yy no es suave.

Dada una variedad M de dimensién k, las cartas de la estructura de M son los difeomorfismos
entre un abierto U € M y un abierto de R*. Los dominios de cartas de esa estructura son los
abiertos de M que son difeomorfos a algin abierto de RF.

Un difeomorfismo local no estd obligado a ser ni inyectivo ni suprayectivo.

1.6 Construcciones sencillas de variedades

Al final del apartado 1.3 hemos visto, con un ejemplo, que la topologia no determina la estructura
diferenciable. Esto plantea la pregunta de si hay estructuras distinguidas, determinadas a partir
de otros datos. En este apartado y los dos siguientes vamos a dar construcciones de ese tipo.

Abiertos. Sea M variedad con la estructura diferenciable dada por un atlas {(Ua, p®)}aca
de dimension n y A C M un abierto. Las intersecciones no vacias A N U,, junto con las
funciones ¢%*|anv,, forman un atlas en A que es de la misma dimensién n y que induce en A
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la topologia relativa. La estructura de variedad que asi se define en A sélo depende de la
estructura diferenciable de M, da igual el atlas con que hagamos la construccién mientras esté
formado por cartas de la estructura en M.

Espacios vectoriales. Sea V un espacio vectorial real de dimensiéon n. Cada biyeccién lineal
L :V — R" produce un atlas de una sola carta {(V,L)} que da a V una estructura con la
cual V es difeomorfo a R™. Esta estructura estd determinada de manera tnica a partir de la
estructura de espacio vectorial, porque el cambio de coordenadas entre dos de esas cartas es una
funcién lineal invertible R™ — R™ y por lo tanto las cartas son compatibles. Combinando esta
construcciéon con la anterior, cada abierto A C V recibe una estructura de variedad determinada
de manera tnica por la estructura de espacio vectorial.

Productos. Si M, N son variedades de dimensiones respectivas k,n, entonces se define en el
producto cartesiano M x N una estructura diferenciable de dimension k+n llamada estructura
producto. Dicha estructura estd determinada con unicidad por las respectivas estructuras
diferenciables de M y N; la podemos definir por la condicién de que siempre que (U, ) es una
carta de la estructura de M y (V,4) una de la estructura de N entonces (U x V,¢ x 1)) es
una carta de la estructura producto. La topologia definida por esta estructura es la topologia
producto, luego es Hausdorff y 2°N.

1.7 Subvariedades

Sean M una variedad de dimensién k£ y h un entero no negativo con h < k.

Definicion 15. Un subconjunto no vacio N C M es una subvariedad de dimension h,
también llamada h-subvariedad, si para cada punto p € N eziste una carta (U,p), de la
estructura de M, con p € U y tal que el trozo N NU de N es llevado por ¢ a un abierto del
subespacio vectorial RM x {0} = {(z1,...,2) €ER¥ : zp41 = -+ = 23, = 0},

La aplicacién ¢ en una tal carta es un difeomorfismo, del abierto U a un abierto de R, que
“plancha” el trozo NNU de N, en el sentido de que lo envia a un trozo de un h-plano en R”.
Expresamos esto diciendo que ¢ es un “difeomorfismo planchador” y que (U, ) es una “carta
planchadora”.

Sea pr : R¥ — R" la proyeccién a las h primeras coordenadas. Si {(Uy,¢®)}aca s un
recubrimiento de N por cartas planchadoras, entonces las (N NUa, proe®|nau, ) son cartas
h-dimensionales en N, llamadas cartas de subvariedad. Tales cartas son compatibles dos
a dos, poque heredan la compatibilidad de las cartas planchadoras que las han originado, y
recubren N, es decir que forman un atlas h-dimensional en N. La topologia que este atlas
define en N es la relativa, luego es Hausdorff y 2°N, y asi queda N constituida en variedad
de dimensién h.

La estructura diferenciable asi definida en N se llama estructura de subvariedad y sélo
depende de la estructura diferenciable de la variedad ambiente M, pues ya hemos dicho que dos
cartas planchadoras siempre inducen dos cartas compatibles en el conjunto N.

Definicion 16. Dado un conjunto cualquiera X y un subconjunto ¥ C X, la inclusién es la
aplicacion que se denota por Y — X y que lleva cada y €Y a si mismo.

Sean M una variedad y N C M una subvariedad. Veamos que la inclusion i : N — M
es suave. Las representaciones numéricas de trocitos de la inclusién, utilizando en llegada una
carta planchadora y en salida la correspondiente carta de subvariedad, son restricciones a abiertos
de R" de la inclusién R" 5 x — (x,0) € R*, luego son suaves.

Teorema 17. Dadas otra variedad My vy una aplicacion f : My — N, tenemos para cada
indice £:
fes C' < iofes C'.



Demostracion. Sea k; la dimensién de M. Puesto que el ser C es una propiedad local, basta
demostrar lo afirmado usando coordenadas locales planchadoras. Por lo tanto, basta probar que
si U CR¥ esun abiertoy g: U; — RF es una funcién C* tal que g(U;) C€ R" x {0}, entonces
g = (h,0) para alguna funcién h: U; — R" de clase C’. Pero esto tltimo es obvio. O

Ejemplo. La (n — 1)-esfera S ! = {x € R" : 22 +--- + 22 = 1} es una (n — 1)-subvariedad
de R™. Por lo tanto una aplicacién que llega a la esfera f: M; — S™ ' es C* siysélosi io f
es C!, Es decir que f es de clase Cf como aplicacién a S™ 1 siy sélo si es de clase C¢ vista
como funcién M; — R™.

Como ejemplo mas concreto, si f,g,h : M; — R son funciones escalares suaves, y nunca nulas
a la vez, entonces sabemos que (f,g,h)/\/f2 + g% + h? define una aplicacién suave M; — S2,

sin necesidad de usar cartas en la esfera.

1.8 Submersiones y cocientes

Sean de nuevo h <k y pr: R¥ — R" la proyeccién a las h primeras coodenadas,

Definicion 18. Sean M,Q dos variedades, de dimensiones respectivas k,h. Una aplicacion
a: M — @ es una submersion si es continua y en el entorno de cada punto p € M admite
una representacion numérica, en ciertas coordenadas, que es restriccion a un abierto de RF de
pr:RF — RP,

Puesto que pr es suave, toda submersién es suave. Puesto que pr es abierta, toda submersién
es abierta: dado cualquier abierto A C M, la imagen «(A) es un abierto de Q.

Teorema 19. Sean o : M — @ wuna submersion suprayectiva y My otra variedad. Una
aplicacion f:Q — My es C* siy sdlo si foa: M — My es CL.

Demostracién. Si f es C!, entonces f oa también lo es porque la submersién es suave.
Supongamos ahora que f o« es de clase C’. Veamos primero que f es continua; hay que
demostrar que si A C My es un abierto entonces f~1(A) es un abierto de Q. Por ser «
suprayectiva, tenemos B = a(a‘l(B)) para todo subconjunto B C @); en particular:

774 = a0 (@) = a((foa)i(4)) .

Como suponemos f o« de clase C%, el conjunto (foa) '(A) es un abierto de M y es llevado
por « a un abierto de (), porque toda submersién es abierta. Esto prueba la continuidad de f.
Fijamos un punto ¢ € @ y elegimos p € M tal que g = a(p), que existe por ser « suprayectiva.
Consideramos cartas (U, p),(V, 1), de M y @ respectivamente, tales que p € U, ¢ € V, que
a(U) €V y que larepresentacién numérica del trozo afy es pr|, ). Como « es abierta, resulta
que a(U) es un abierto contenido en V' y podemos tomar la carta més pequena (a(U) s Yl )
Por lo tanto, suponemos sin pérdida de generalidad que a(U) =V.

Sea (Va2,x) una carta de My conteniendo al punto f(g). Al ser f continua, encogiendo lo
suficiente las cartas (U, ), (V,1) podemos suponer que f(V) C V, y existe la representacién
numérica g = yo fot~! del trozo f|y de f. Entonces la representacién numérica de (foa)|y
es gopr y es, por hipétesis, de clase C¢. Pero es evidente que si

(gopr) (@1, s ThyTpat, .-y xk) = g(T1,--y2h) ,  (T1,- . Th, That,---,2k) € ©(U)

es una funcién numérica de clase C¢ entonces

g(x1, ... xp) , (x1,...,2p) €Y(V) = pr(«p(U)),

también es una funcién numérica de clase Cf. Como V contiene al punto g, esto prueba que f
es de clase C’ en el entorno de q.
Al ser ¢ un punto arbitrario de Q, queda demostrado que f es C’ en Q. O



Corolario 20. Sea X wun conjunto, a priori sin ninguna estructura, y sea « : M — X una
aplicacion suprayectiva. De existir una estructura diferenciable en X que convierta a o en una
submersion, esa estructura es unica.

Demostracion. Sean S; y Sz estructuras diferenciables en X tales que a3 : M — (X,81),
dada por p — a(p), y as : M — (X,S3), dada por la misma férmula, son ambas submer-
siones. Escribimos idjs para denotar la aplicacion (X,S;) — (X,S2) dada por p — p y
analogamente ido.

Puesto que idj2 0 a3 = g es suave, y a1 es una submersion, el teorema 19 nos dice que idio
es suave. Del mismo modo se ve que ide; es suave. Esto significa que idx es un difeomorfismo
de (X,81), a (X,82), lo que a su vez equivale a S; = Ss. O

Si tenemos una doble suerte: que existe la estructura diferenciable S tal que a: M — (X,S)
es una submersion y que la topologia inducida por § en X es Hausdorff, entonces @Q = (X,S)
es una variedad, porque al ser M un espacio 2°N y « : M — @ abierta y suprayectiva, se
sigue que ) es 2°N. En tal caso llamamos a () la variedad cociente.

Ejemplo. El espacio proyectivo real de dimensién n—1 es el conjunto Pﬁfl cuyos elementos
son los subespacios vectoriales de dimensién 1 en R™, con la Uinica estructura diferenciable para
la que la aplicacién a : R™\ {0} — PE~! dada por v+ (v) es una submersién.

Definicion 21. Dados conjuntos no vacios X,Y y una aplicacion f: X —Y, las fibras de f
son las preimdgenes no vacias f~1({y}) con y € f(X)CY.

Proposicion 22. Sean M,(Q wvariedades de dimensiones respectivas k,h y sea o : M — @
una submersion. Las fibras de o son subvariedades de M todas con la misma dimension k—h.

Demostracion. Podemos recubrir M por cartas (U, ¢) a las que corresponden cartas de @ de
manera que la representacién numérica de cada trozo oy sea la restriccién al abierto o(U) C R¥
de la proyeccion pr a las h primeras coordenadas. Entonces cada aplicacién coordenada ¢
es un difeomorfismo que plancha a la vez todas las fibras de aly, pues lleva cada una de ellas
a una fibra de pr|,qy y ésta a su vez es la interseccién del abierto numérico ¢(U) con una
preimagen pr='({xg}), x¢ € R", preimagen que es un subespacio afin de dimensién k —h. O

Si d =k — h es la dimensién comtn a todas las fibras de «, entonces la dimension de Q) es
h=k—(k—h)=Fk—d, esto es:

dim(cociente) = dim M — dim(cualquier fibra) .

Por ejemplo, las fibras de R™ \ {0} — Pﬁ_l son rectas con el origen suprimido, luego tienen
dimensiéon d =1 y por lo tanto Pﬁfl tiene dimensién n —d =n — 1.

Definicion 23. Sean M wuna variedad de dimension k y N C M wuna subvariedad de di-
mension d. Llamamos codimensiéon de N en M, al nimero codim (N — M) = k —d.
Llamamos hipersuperficies a las subvariedades de codimension 1, es decir las que tienen
dim =k — 1 y estdn dentro de una variedad de dimension k.

Noétese que la codimension no sélo depende de N, sino también de la variedad que la contiene;
de hecho consideramos a la codimensién como una propiedad de la incusiéon ¢ : N < N. Las
hipersuperficies de una curva son los conjuntos de puntos aislados. Las hipersuperficies de una
superficie son curvas. Las subvariedades de codimensiéon 0 de M son los abiertos de M.

Lo que afirma la proposicion 22 es que si a : M — () es una submersion entonces para cada
q € a(M) la correspondiente fibra tiene codim (a™*({¢}) = M) = dim Q.

Una submersién con k = h es un difeomorfismo local, concepto que hemos definido al final del
apartado 1.5. Las fibras de un difeomorfismo local estédn hechas de puntos aislados y tienen
dimension 0.

La estructura diferenciable en S™~! como subvariedad de R™ es, también, la tnica estructura
diferenciable en S™~! para la cual la aplicaciéon R\ {0} — S"~! dada por v +— v/||v| es una
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submersién. De este modo, la (n — 1)-esfera estdndar es una variedad que puede definirse
como subvariedad o como cociente, a elegir.

Sean dimM =k y «: M — X una aplicacidon suprayectiva a un conjunto X, con las fibras
subvariedades de dimensién k — h. Suponiendo que « es una submersion para una estructura
diferenciable en X, veamos como se pueden construir las cartas de esa estructura. Dado un
punto cualquiera p € M, tienen que existir cartas (U, ) de M y (V,) de la estructura en X
tales que:

peU , a)eV , al) =V , olalp)oe ' = prlywy,

donde pr : R¥ — R” es la proyeccién a las h primeras coordenadas. Que se puede suponer
a(U) = V ya lo hemos explicado en la demostracién del teorema 19 y significa que « es
suprayectiva de U a V.

La identidad: Y oaop™! =pr en ¢(U) equivale a la identidad: ) oa =prop en U, que
escribiendo ¢ = (u1,...,Up, Upt1,---,uk) v ¥ = (v1,...,v,) queda asi:

(’UlOOé,...,’UhOOé) = pro(Ul,...,Uh,Uh+1,...,Uk) = (ula"'auh)a
o bien asi: cpz(vloa,...,vhoa,uhH,...,uk),esdecir:

Las coordenadas v1,...,v, en V = a(U) deben ser tales que las compuestas
vioaq,...,v, 0« sean las h primeras funciones de una aplicacién coordenada

de M definida en U.

La siguiente observacién es pura teoria de conjuntos: si « es suprayectiva de U a V', entonces
h <— h o« define una biyeccién entre las funciones h: V' — R y las funciones escalares en U
que son constantes en cada fibra de oly.

En conclusién:

Caso de que exista en X una estructura diferenciable haciendo de & una sub-
mersion, el conjunto X tiene que recubrirse por dominios a(U) procedentes
de cartas (U,¢) de M en las cuales las h primeras funciones coordenadas
sean constantes en cada fibra de «|.

Esas h primeras funciones en U descienden de inmediato a «(U), produciendo una carta h-
dimensional en X. Estas cartas son automaticamente compatibles entre si y forman un atlas
h-dimensional en X. Como M se recubre por una cantidad numerable de los dominios U,
tenemos en X un atlas numerable y asi X sera 2° N. Lo tinico que no esta garantizado es que
sea Hausdorff.

Un ejemplo donde esta estrategia tiene éxito es el espacio proyectivo Pﬁfl, visto como cociente
de R™\ {0}. Si (z1,...,xy) son las coordenadas estdndar en R", entonces cada fraccién x;/z;
esta definida en un abierto de R™ y es constante a lo largo de las rectas vectoriales sin el origen
(las fibras de la proyeccién R™\ {0} — PE'). Agrupando estas fracciones convenientemente
(juntando las que comparten denominador) se consigue dar un atlas en el proyectivo que convierte
a la proyeccién en una submersién. Para demostrar que }P’ﬁ_l es Hausdorff, y por lo tanto una
variedad, utilizamos la siguiente observacion:

Si X es un espacio topologico y u : X — R es una funcién continua tal que
u(p) # u(q), entonces los puntos p,q € X son separables Hausdorf.

Sea Lg € Pﬁ_l, y sea ug uno cualquiera de los dos vectores unitarios que generan Lg. Para
cualquier elemento L € Pp ', definimos u(L) = |ug - u|, siendo u uno cualquiera de los dos
vectores unitarios que generan L. Es claro que u(Lo) =1 y u(L) < 1 para toda L # Ly, luego
quedaré visto que ]P’ﬁ*1 es Hausdorff si probamos que u es continua. Ahora bien

R*"\ {0} > v — (uoa)(v) = |u-v],

es una funcién continua R™\ {0} — R. El argumento utilizado al principio de la demostracién
del teorema 19 se puede aplicar aqui para deducir que u es continua.
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2 Derivadas en variedades

En todo este capitulo la plabra “camino” querrd decir “camino diferenciable”, es decir al menos
de clase C!.

Vamos a construir dos objetos de fundamental importancia: las velocidades de caminos en
variedades y las diferenciales de las aplicaciones diferenciables entre variedades. Dichas cons-
trucciones generalizan, respectivamente, las construcciones con los mismos nombres que habi-
tualmente se definen para caminos en R™ y para funciones (escalares o vectoriales) diferenciables
con dominio un abierto numérico.

2.1 Contacto de primer orden

Fijamos una variedad M con dimensién n y consideramos los pares ordenados («,sg) donde
a(s) : intervalo — M es un camino diferenciable y so € intervalo es un valor del pardmetro
de o.

Definicién 24. Dados un punto p € M y una carta (U,o) de M con p € U, decimos que
dos pares (o, s0) y (B,tg) tienen contacto de orden 1 en p si cumplen las dos condiciones
siguientes:

1. a(so) = p = B(to),

2. Los caminos numéricos ¢ o a(s) y o o B(t) tienen la misma derivada primera en los
respectivos valores paramétricos: (poa) (sg) = (v o B) (to).

Proposiciéon 25. Si dos pares cumplen las condiciones arriba indicadas para una carta conte-
niendo a p, entonces las cumplen para cualquier otra carta de M conteniendo a p.

Demostracion. Sea (V,v) otra carta de M con p € V. Consideramos los vectores numéricos

ambos elementos de R™. El cambio de coordenadas o =10 ¢! es un difeomorfismo numérico:

va del entorno ¢(U) de a al entorno (V) de a’. Puesto que o a(sg) = a = ¢ o S(to),
aplicando la regla de la cadena a estos caminos numéricos y a ¢ obtenemos:

(o) (so) = (pof)(t) =
= (009oa)(so) = (Do)alpoa)(se) = (Do)a(woB)(te) = (o090 p)(to) -

Pero copoa=toa y cgopofS=1of, luego se tiene (¢ o) (s9) = (v o B)'(to). O

Escribiendo (a, s9) ~p (8,t0) para indicar que estos pares cumplen lo dicho en la definicién 24,
queda definida una relacién de equivalencia ~,, entre pares (camino , valor paramétrico). La
proposicién 25 nos dice que esta relacién sélo depende de la estructura diferenciable de M, no
de las coordenadas que se elijan en torno a p.

Proposicién 26. Sea f: M; — M, una aplicacion diferenciable, es decir al menos C'. Para
p € My y caminos o, en My, tenemos:

(a, s0) ~p (B,to) = (foa,sp) ~f(p) (fopB,to).

La demostracién es muy similar a la de la proposicion 25 y se deja como ejercicio.
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2.2 Velocidades de caminos

Fijada una variedad M, para cada camino «a(s) : intervalo — M y cada valor paramétrico sy en
el intervalo vamos a construir un objeto llamado velocidad de a en s = sy, que denotaremos
por a/(sp). Son posibles varias construcciones, pero a todas se les pide lo mismo:

1. Que el objeto o/(sg) se construya sin que para ello haga falta elegir coordenadas.

2. Que para cada dos caminos «, 3 en M y cada punto p € M se tenga la equivalencia:
(a,50) ~p (B,t0) <= also) =p = B(to) v o'(s0) = B'(to) -
Dadas dos construcciones de la velocidad, hay una sencilla biyeccién entre ellas:

Si v es una velocidad en p de la primera construccién, elegimos
cualquier par (a, sg) tal que v = &’(S0)construccisn 1 Y 1€ hacemos corres-
ponder la velocidad w = &/(80)construccisn 2-

Esta biyeccién no ofrece dudas, porque w sélo depende de v y no del par (a,sg) que se elija
para v. Es, por ello, un “diccionario de traducciéon” muy claro entre las dos construcciones.

Aqui haremos dos construcciones de la velocidad: el modelo estandar y el modelo afin.

Modelo estandar para velocidades en variedades. Este modelo tiene la ventaja de que es
valido en absolutamente todas las variedades, al precio de ser un poco sofisticado.

Fijados una variedad M y un punto p € M, empezamos por considerar el siguiente “espacio de
funciones”:

E, = {h funcién escalar suave en algin entornode p en M },
en principo sin ninguna estructura, visto nada mas como un conjunto.

Definicién 27. Para un par (o, sg), formado por un camino « en M y un valor paramétrico s
tal que a(so) = p, la velocidad estandar de a(s) en s = sy es el funcional o/(so) : E, — R
dado por la siguiente formula:

E,>h — d(so)h = P h(a(s)) . (6)

Este objeto cumple las condiciones indicadas al principio del presente apartado. Lo hemos
construido utilizando solamente la estructura diferenciable, porque la férmula (6) no hace uso
de ninguna carta, sélo requiere saber qué funciones escalares son suaves en el entorno de p. Para

comprobar que cumple la segunda condicién, elegimos una carta (U, ), = (u1,...,uy,), con
p € U. Dado a = (a1,...,a,) = ¢(p), vector numérico de las coordenadas de p en la carta,
consideramos para cada ¢ =1,...,n el camino

ai(s):(a;—¢e,a;+e)—UCM | «fs) = gp_l(al,...,ai,l,s,aiﬂ,...,an) ,

que cumple «;(a;) = p. La velocidad estdndar o (a;) es el siguiente funcional:

d Ohop™!
Epah — a;(az)h = % hOOdi(S) = Tuz

s=a;

9

(ul,...,un):a

funcional para el que utilizaremos la notacién simplificada

Uip

El camino general «(s) con a(sg) = p tiene una representacién numérica

(so—€e,s50+¢e)>s +— poa(s) = (uroa(s),...,upoa(s)),
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mientras que la funcién general h € E, tiene la representaciéon numérica h o el W =S R
donde W C ¢(U) es un entorno de a. Juntas las dos, esas funciones numéricas nos permiten
hacer el siguiente calculo, en el que se utiliza la regla de la cadena para funciones numeéricas:

d d _
O/(So)h — s - (hoa)(s) = I - (hogp 1)0(4)0004)(3) =
_ i -1 B - ‘ , Ohop™!
a ds $=s0 (h oY )(UI ’ a(S) et a(S) ) N ;(UZ ’ a) (80) auz (u1,...,un)=a

Con la notaciéon que hemos establecido, podemos escribir el resultado asi:

0

o' (sp)h = (u10a) (sp) ou,,

h+- -+ (up o) (so)

h,
p

duy

y, como esto es cierto para toda h € I, llegamos a la siguiente identidad entre funcionales:

0

ot (un 0 @) (s0) 5

p

(7)

also) = p = (o) = (ur0a)(s0) 5

p

La suma de dos funcionales i, 2 : E, —+ R y el producto de uno de ellos por constante ¢ € R
se definen de la manera obvia:

(]:1 —I-]:Q)h = Fih+ Fh,

(8)
(Cfl)h = C(.Flh)

. . . 0
Con esta estructura de espacio vectorial para los funcionales, veamos que ——

8u1

0

ey son
p? 7aUn

p

0
linealmente idependientes, es decir que si ¢; —| +---+c¢, =——| es el funcional nulo entonces
ouy » Ouy, »

c1 =---=cy, = 0. Lo aplicamos a las funciones particulares uq,...,u, € F, y obtenemos:

0 0
O: cl — ++cn7 ui:cl'O+"'Ci—1'0+Cl'1+ci+1'0+"'+cn'0:Ci-
8U1p 6unp

Finalmente sean «, dos caminos en M con «(sg) = p = B(tg). Tenemos:

0 0
a(sg) = ¢ =—| ++ep — con (c1,...,¢cn) = (poa)(so),
ouq » Ouy, »
/ ~ 0 L 0 ~ ~ )
Blte) = Gg| 44Ty | con (@es@) = (9o B)(t0),
uy |, ouy, »
: : . 0 . :
lo cual, junto con la independencia lineal de —| ,..., ——| , nos permite concluir:
uy |, Ouy, »

o'(s0) = B'(te) <= (poa)(ss) = (pop)(to),

es decir que esta construccién de las velocidades de caminos también cumple la segunda de las
condiciones que se indicaron al principio de este apartado. En definitiva, es una construccién
valida de las velocidades de caminos en variedades.

Modelo afin para velocidades. El modelo que vamos a explicar ahora es més sencillo que el
estandar, pero desafortunadamente sélo sirve para unas variedades muy particulares.

Sea A un espacio afin real de dimensién n. Tiene una tinica topologia tal que cualquier biyeccién
afin A — R™ es un homeomorfismo. Establecida esta topologia, cualquier abierto M C A tiene
una unica estructura diferenciable que resulta de tomar cualquier biyeccién afin F: A — R™ y
considerar el atlas de una sola carta {(M, F|ar)}.
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Dada una tal variedad M, abierto de un espacio afin, y dado un camino «(s) en M, para cada
valor paramétrico sg definimos la velocidad asi:

o/ (s0) = a(so) a(so+ 1) € K. ()

S| =

lim
h—0

Estas velocidades resultan ser vectores de TA}, el espacio vectorial de las traslaciones en A. Si
ademas A = R™, entonces estas velocidades son vectores de R”.
Noétese que en esta construccion de las velocidades de caminos se hace uso intensivo de la
estructura afin:

primero, para definir el vector «(sg) a(so + h;,

segundo, para multiplicar dicho vector por el escalar 1/h,
tercero, el espacio vectorial A tiene una topologia que da sentido al limite.

Notese también que éste es el modelo que se utiliza en Fisica, en Célculo y en Geometria de
Curvas y Superficies. Es bien sabido que cumple las dos condiciones establecidas al principio de
este apartado.

Queda por ver como es la traduccién entre esos dos modelos. Dados un abierto M C A, un
punto p € M y un vector v € A elijamos un camino a(s) en M con a(0) =p y &/ (0)atm = v.
La opcién mas facil es el camino «(s) = p + sv, que en el modelo estdndar tiene por velocidad
el siguiente funcional:

d
Ey2h v o/(Oh = —|  h(p+sv) = Dh(p).
S 1s=0

Es decir que el vector v € A se traduce en un funcional v, que actia sobre cada h € E, de la
manera siguiente:

vph = Dyh(p) .

Por ejemplo, si A = ng entonces la férmula (a,b), h representa el nimero ah,(p) + bhy(p).

2.3 Espacio tangente

Definicién 28. Fijados una variedad M 1y un punto p € M, consideramos los pares («, so)
con o camino en M y «a(sg) = p. El espacio de velocidades de M en p, también llamado
espacio tangente a M en p, es el conjunto de las velocidades o' (sg) determinadas por todos
esos pares. Escribimos T,M para denotar este espacio. Sus elementos se llaman velocidades
de M en p o vectores tangentes a M en p.

Proposicién 29. Si (u,p), ¢ = (u1,...,uy,), es cualquier carta de M conteniendo a p, en-
0 0

tonces TyM = —| ,..., — . Por lo tanto el espacio tangente es, con las operaciones
ouq » Ouy, »

definidas por las formulas (8), un espacio vectorial de dimension n, la misma que la dimension
geométrica de la variedad.

Demostracion. Sea a = (a1,...,an) = ¢(p). Dada cualquier combinacién lineal
0 0
Xp = —| + 4| . (10)
ouq » ouy, »
consideremos el camino a(s) = ¢~ !(a; +ci15s, ..., ap + cus). Este camino satisface a(0) = p

y la férmula (7) nos dice que ademds cumple o/(0) = X, luego X, € T,,M.
Que toda velocidad en p es una combinacion lineal del tipo (10) se deduce también de (7), luego
T,M es el conjunto de todas las combinaciones lineales del tipo (10). O
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Ahora sabemos que la férmula (7) equivale a esta otra:

0

X, eTpyM — X, = (Xpul) v
nlp

+ - (Xpun)
P

(11)

9
6u1

que nos proporciona la escritura de cualquier vector tangente en p como combinacién lineal de
las parciales respecto de unas coordenadas.

Por ejemplo, supongamos que dim M = 2 y que rodeando al punto p hay dos cartas (U, (uq, u2))
y (V, (v1,v2)) relacionadas de la manera siguiente:

vy = ur+3ux , wve = 1/ug.

Si p e UNV, aplicamos la igualdad X, = (X,v1)-(9/0v1)p+ (Xpv2)-(0/0v2), a X, = (0/0u1),
y a X, = (0/0us), para obtener:

20 _ <‘9v1> 90 <3U2> oy _ 9y 1 9
Oui |, Our ), v, Our ), Oval, du1 |, ui1(p)?2  Ovs » ’
O (9w O () O} _ 50
81@ P - 8UQ p Bvl P 8UQ p 81)2 p - 8’01 P ’
. . 0 0 0
férmulas que dan el cambio de la base ¢ —| , =— alabase ¢ —| , =—| ».
6U1 p 8uQ p 81}1 p 8’1)2 p

2.4 Diferenciales de una aplicacion

Definicion 30. Sean f : My — Ms una aplicacion diferenciable entre variedades y p € My
un punto. La diferencial de f en p es la aplicacion (df), : T,M; — Trp)yMa que tiene el
siguiente efecto sobre la velocidad o/(sg) de cualquier camino a(s) en M con «a(sg) = p:

dj

(df)
o/(s0) =% (foa)(so) .
Que esta aplicacion esta bien definida es consecuencia de la proposicion 26 del apartado 2.1:

si a(so) =p=B(to) v o'(s0) = B'(to), entonces (f o) (so) = (f o B) (to)-
Sea h € Ey(,), o sea una funcién escalar suave definida en un entorno de f (p) en Ms. El efecto

sobre ella del funcional (f o a)'(sg) es el siguiente:

d

(f o) (so)h = s B

M(Fea)s) = | (hof(als)) = a'(so) (ho ).

S0

Esto permite prescindir del camino « y dar la siguiente descripcién de la diferencial:
para todo X, € T,M; ytoda h € Eyyy, setiene ((df),Xp)h = X,(hof),

a partir de la cual es trivial demostrar que (df), : T,M; — T t(p)M2 es lineal para las estructuras
de espacio vectorial en T,M; y Ty,)M> dadas por las férmulas (8).

Proposicién 31. Elegimos cartas (U, ), ¢ = (u1,...,ux) de My y (V,0), ¥ = (v1,...,0p)
de Moy, satisfaciendo:
pel , flpeV , fU)CV,

y consideramos la representacion numérica g = o fo et oU) — (V) del trozo fly.
Entonces la matriz de (df), respecto de las siguientes bases

0 0
{8u1 p} de Tle y {87}1

es la jacobiana (Dg)a, siendo a = ¢(p) el vector numérico de las coordenadas del punto p.

9
- B

9
f(p) 7 " Ouy

} de Ty Ma
f(p)

)
p
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Demostracién. Pongamos g; = vjo fo ¢!, con lo cual g = (g1,...,9n). Recordemos los
. o . / 0
caminos «;(s) = ¢ '(a1,...,ai-1,8,Git+1,...,ax), que satisfacen «;(a;) =p vy o;(a;) = 5| -

tip
0
La imagen (df), 0| la velocidad en s = a; del camino imagen f o «;(s):
(df) i = (fow)(a;) = ((f o aA)/(aA)fUl) . i R ((f o a;) (a;)v ) . i
P - 7 7 - (] (2 7 7 n I
Ouil, vl s(p) v | 5(p)
ahora bien: (f o ;) (a;)v; = 4 vjo foa(s)= 09; or lo tanto:
. ) i) Uj ds s j i ou, a7 b :
0 Jg 0 Ogn 0
o | = Burl,” For|oy T Burl Bl
Uilp Uila 9115 (p) Uila  OUnlg(p)
. 0 0 0
es decir que las coordenadas de (df), Eii la base Do Y B forman el
Ui Ulf () Unl i)
vector columna = gy, (a). Entonces la matriz de (df), en las bases indicadas es
s a
[ 9w (@) | gus(@) |+ | gu, ()] = (Dg)a -
O

Corolario 32. (Teorema de la funcién inversa en variedades). Sea dim M; = dim My =
n. St en un punto p € My la aplicacion lineal (df), es invertible, entonces existen entornos
abiertos

Uy de p en My , Vy de f(p) en My,

tales que f(Uy) =Vo y f: Uy — Vo es un difeomorfismo.

Demostracion. La jacobiana de la representacién numérica (Dg)a es una matriz nxn invertible.
Por el teorema de la funcién inversa, existen entornos W de a y W’ de b = g(a) = ¢ (f(p))
tales que g(W)=W'y g: W — W’ es un difeomorfismo. Entonces tomamos Uy = o~ 1(W) y
Vo = =1 (W’). Por una parte f es biyectiva de Uy a Vj. Por otra parte f|y, = 1o (glw)oyp
es compuesta de difeomorfismos, luego es un difeomorfismo. O

Proposicién 33. (Regla de la cadena en variedades). Dadas aplicaciones diferenciables
M, LN Mo EEN Ms y dado un punto p € My, se tiene (d(fg o fl))p = (df2) f,(p) © (df1)p-

Demostracién. Empezamos con X,, € T,M;. Elejimos un par (¢, sg), donde a(s) es un camino
en M; con a(sp) =p y o/(sg) = X,. Calculamos:

((df2) p) 0 (df1)p) Xp = (df2) ) ((froa)(s0)) = (f2o fioa)(s0) = (d(f20f1)), (/(s0))

es decir ((df2) p(p)o(dfi)p) Xp = (d(fgofl))po para todo X, € T,,M;, como se queria demostrar.
O

En el apartado 1.5 hemos definido el concepto de difeomorfismo local. El corolario 32 nos dice
que si una aplicacién suave f, entre variedades de igual dimensién, tiene todas las diferenciales
invertibles entonces es un difeomorfismo local. Reciprocamente, si f es un difeomorfismo local
entonces la proposicién 33 nos dice que las diferenciales de las inversas locales de f invierten a
las diferenciales de f, ya que (didas), = idr,as. Resulta asi que los difeomorfismos locales son,
exactamente, las aplicaciones suaves con todas las diferenciales invertibles.
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2.5 Diferenciales de funciones

En el caso particular de que My sea un abierto de un espacio afin A, utilizamos en llegada el
modelo afin para velocidades y la diferencial es una aplicacién lineal (df), : T,M; — TA) En el
caso aun mas particular de que f sea una funcién escalar, es decir My = R, la diferencial es
una forma lineal (df),: T,M; — R que tiene una descripcion especialmente sencilla:

para todo X, € T,M;, es (df)pX, = Xpf .

Esto se aplica en particular a las funciones coordenadas de una carta (U , (w1, .o ug) ) de M,
conteniendo a p. Observamos que:
) = G,
P

0
(dul)p (Cl 87’“1
(dui)p, ..., (dug), son, simplemente, las funciones coordenadas lineales
6 }
P

p 8uk
Definicién 34. Al espacio dual de T My lo denotamos TyM; y lo llamamos espacio de
diferenciales de M; en p o espacio cotangente de M; en p.

+---+c i
kauk

p

es decir que

duy

en el espacio T,M; respecto de la base {

El que las (du;), sean las coordenadas lineales significa que {(du1)p,...,(dux),} esla base dual
de la i e i . Entonces cada forma lineal ¢ € T7M; se escribe de manera tnica
8u1 p 8uk p

como combinacién lineal de esa base, con coeficientes los que se indican en la siguiente formula:

0 0
L =40 — d A d . 12
<8u1 p) (dut)p + + (8uk p) (duk)p (12)
En particular, para toda funcién escalar diferenciable h, definida en un entorno de p en M;:
oh oh
dh), = —| (d s —| (d 13
( )P 8“1 » ( Ul)p + + aUk , ( uk)P ( )

El nombre de “espacio de diferenciales” se justifica por el siguiente resultado.

Proposicién 35. Para toda forma lineal ¢ : T,My — R existen funciones escalares h, definidas
en entornos de p en M, tales que ¢ = (dh),.

0
Demostracion. Dada ¢ consideramos los ntimeros ¢; = /¢ < 3 ) y formamos con ellos la

U; p
funciéon h = ciuq + - - - + cpuy . Esta h cumple 5 =¢; para i =1,...,k y, por las férmulas

Uq p
(12) y (13), deducimos que ¢ = (dh),. O
En el caso de que f sea una funcién vectorial, es decir que sea My =R"™ y f = (f1,..., fn)
para ciertas funciones escalares diferenciables fi,..., f, : M1 — R, la diferencial actia de la
siguiente manera:
def
(df)pXp = Xpf = (Xpfrs ooy Xpfa)

Proposicion 36. Sean M; wuna variedad de dimension k y p € My un punto. Dadas k
funciones escalares suaves hq,...,h, definidas en un entorno de p en My, las condiciones

stguienes son equivalentes:
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1. Las diferenciales (dhi)p, ..., (dhy), son linealmente independientes.

2. Ewiste un entorno W de p en My tal que (W, (hl,...hk)\w> es una carta de la

estructura diferenciable de M;.

Demostracion. Sea (U, ), ¢ = (u1,...,u) una carta de M; conteniendo a p. Consideramos
la funcién vectorial f = (hq,...,hy) y planteamos el célculo de la matriz A de (df), respecto

9
T

Ul

p

de la base { i
9 P

} en salida y la base estandar {eq,...,ex} en llegada.
of of

La matriz A es k x k, siendo sus columnas las derivadas ——| ,..., ——| . Por su parte, la
8u1 p auk P
j-ésima fila de A contiene los nimeros ci,...,c tales que (dhj), = c1(dur)p + - - + cp(dug)p.
Entonces la independencia lineal de las formas lineales (dhy)p, ..., (dhg), equivale a la indepen-
dencia lineal de las filas de A, es decir equivale a que A sea invertible, y esto equivale a que
(df ), sea invertible. En tal caso el corolario 32 nos dice que f es un difeomorfismo cerca de p,
que es lo que se afirma en la condicién 2. Reciprocamente, si (hy, ..., hx) sirven como funciones
coordenadas cerca de p entonces {(dhi)p,...,(dhy)p} es una base de T, M, porque es dual de

una base de T,M;, luego (dhi)p, ..., (dhy), son linealmente independientes. O

Hasta este momento hemos considerado a E, (el conjunto de las funciones suaves definidas en
algun entorno de p) solamente como un conjunto. El siguiente enunciado tiene en cuenta las
operaciones obvias que hay en E,: dados dos entornos Wi,Ws de p en M y dos funciones
suaves hj:W; = R, j=1,2, entonces hi + ha y hiha son suaves en el entorno Wi N Ws. En
particular c- hy € I, para toda constante real c.

Proposicién 37. Dado X, € T,M y dadas hi,hs € E,, se tienen las igualdades:
Xp(h1 + ha) = Xphi +Xphe , Xp(hih) = (Xpha) ha(p) + hi(p) Xphe . (14)
En particular Xp,(chi) = ¢ Xph1 para toda constante c. Por consiguiente:
(d(h1 + ha)),, = (dha)p + (dh2)p, ,  (d(hiha)), = ha(p) (dh1)p + I (p) (dh2),,  (15)
y en particular (d(chl))p = c(dhy)p.

La demostracion se deja como ejercicio.

2.6 Las diferenciales de una submersion

En este apartado damos un criterio, a base de derivadas, para saber si una aplicaciéon es una
submersién o no.

Teorema 38. Una aplicacion suave f : My — My es una submersion st y solo si todas sus
diferenciales son suprayectivas.

Demostracion. Sean k =dim My y n =dim My < k. En el apartado 1.8 hemos visto que f es
una submersion si y sélo si cada punto p € M; estd en una carta de la forma

(U, o) = (U,(Ulof,...,vnof,un+1,...,uk)),

donde vy, ...,v, son las funciones coordenadas de una carta (V,v) de Ma con f(p) € V.

La proposicién 36 dice que las funciones vio f,...,vyo f forman parte de unas coordenadas, en
un entorno pequeno de p en M1, siy sélo si la lista de diferenciales (d(m of))p, e (d(vnof))p
se extiende a una base de Ty M; anadiendo k —n diferenciales de funciones en p. Esto ultimo
equivale, por la proposicion 35, a que la lista se extienda a una base de T;M; anadiendo k—n
formas lineales, lo cual, por puro algebra lineal, equivale a que las (d(vj of )) sean linealmente

P
independientes.
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Si A es la matriz de (df),, usando cualquier base en T,M; y la estdndar en R", entonces las
filas de A representan las diferenciales (d(vj o f ))p. Luego estas diferenciales son linealmente
independientes si y sélo si las filas de A lo son, es decir si y s6lo si A representa a una funcién
lineal suprayectiva, que no es otra que (df)p. O

El siguiente resultado nos da en variedades algo que ya teniamos en abiertos numeéricos.

Proposicién 39. Sea f : M — Q suave y supongamos que N = f~1({q}) # @, es decir
que q € f(M). Si para todo p € N la diferencial (df), es suprayectiva, entonces N es una
subvariedad de M cuya codimension en M coincide con dim Q).

Demostracion. Cada punto pg € N pertenece a un abierto U de M tal que (df), es suprayec-
tiva para todo p € UP°. Entonces U = UpoeN UP0 es un abierto de M tal que todas las
diferenciales de f|y son suprayectivas y el teorema 38 nos dice que f|y es una submersion.
Como N C U, tenemos que N = (f|y)"1({¢q}) es una fibra de esa submersién y sélo tenemos
que aplicar la proposiciéon 22 del apartado 1.8. ]

2.7 Inmersiones

Definicion 40. Una inmersion es una aplicacion suave cuyas diferenciales son todas inyec-
tivas.

En el caso dim M; = dim My los conceptos de submersién, inmersién y difeomorfismo local son
equivalentes.

Ejemplo. La inclusion ¢ : N — M de una subvariedad N C M. SidimM =k y dim N =
n < k, en coordenadas locales adecuadas ¢ se ve como la restricciéon a un abierto de R™ de la
inclusion (uq,...,up) —> (u1,...,up,0,...,0) y las diferenciales de i se ven como esta misma
inclusion.

Teorema 41. Sea [ : M; — My una inmersion, con dimM; =n y dim Ms = k > n. Dado
cualquier punto p € My existen cartas (U,p) de My y (V,4) de My tales que

pelU , fp)eV , fU)CSV , vo(flv)ee " = iy,

donde i : R™ — RF es la inclusion (uq,...,uy) — (u1,...,un,0,...,0). Por consiguiente, el
trozo f(U) de la imagen f(My) es una subvariedad de My difeomorfa a U.

Demostracién. Fijamos un punto p € M; y empezamos con cartas cualesquiera (Up, ") y
(Vo,¥°), conteniendo a p y a f(p), respectivamente. La matriz A de (df), en las bases de
parciales es k x n y tiene rango n, porque (df), es inyectiva. Por lo tanto entre las k filas

de A hay n filas que son linealmente independientes. Esto significa que si 9% = (v9,...,09)
entonces hay n diferenciales linealmente independientes entre las (d(v?o f ))p, ceey (d(vgo f ))p.

Si es necesario podemos cambiar la aplicacién coordenada ¢°, permutando las U?, de modo que

las diferenciales linealmente independientes sean las n primeras (d(v? of ))p, cee (d(vg of ))p.
El corolario 32 asegura que, tomando un entorno p € U C Uy suficientemente pequeno, tenemos
una carta de M; definida de la siguiente manera:

U,p) = (U,(ul,...,un)) = (U,(v?of,...,vgof)\(]).

1 admite una expresién:

La representacion numérica ¢° =1%o (f|y) o p~

donde hemos escrito u para denotar (ui,...,un) ¥ hnti,...,hx @ ©(U) — R son ciertas
funciones escalares suaves. Escribamos:

h = (hnyt,--she) , 0= (vi,...,0) , T = (Vpil,---, V),



consideremos el siguiente difeomorfismo, que es un deslizamiento:
o oU) xR — (U)xRF™ | o(0,0) = (v,v—-h(@)),

y la nueva carta (V,¢) = (V,0 09 en My, siendo V = (¢°)7!(p(U) x R*™) C V; que
claramente satisface f(p) € V. De (16) se deduce:

Yo (fly)op Y@ = (w,0) = i(w) , uece).
O

Como basta una cantidad numerable de esas cartas especiales U para recubrir Mj, resulta
que f(Mj) es una unién, a lo mas numerable, de subvariedades de Ms cada una de la misma
dimension que M;.

Proposicion 42. Supongamos que f : My — Ms es una inmersion y N C My una subvariedad
con f(My) C N. Entonces [ define una inmersion de My a N.

Demostracion. Sea a : M; — N la aplicacién inducida por f, es decir a(p) = f(p) € N
para todo p € M. Entonces f =ioa« siendo i : N — My la inclusién. El teorema 17 del
apartado 1.7 dice que a es una aplicacién suave. Dado p € M, como (df ), = (di)y(p) © (da)y
es inyectiva, también (da), tiene que ser inyectiva. O

Sii: N < M eslainclusién de una subvariedad, al ser (di), : T,N — T,M lineal e inyectiva es
un isomorfismo lineal de T, N a la imagen (di),(T,N), que es un subespacio vectorial de T),M.
Al ser éste un isomorfismo construido de manera natural (en particular, sin utilizar coordenadas)
es muy habitual identificar esos dos espacios vectoriales isomorfos.

Definicion 43. Dada una subvariedad N C M 1y dado un punto p € N, decimos que un
vector X, € T,M es tangente a la subvariedad N si pertenece a la imagen (di),(T,N). El
conjunto de tales vectores es un subespacio vectorial de T,M, isomorfo a T,N mediante (di)p.

Ejemplo. Si N es una subvariedad de un espacio afin A, entonces (di),(1,/N) es un subespacio

vectorial de A. Més en concreto, si N, es una subvariedad de R"™ entonces (di),(T,N) es
un subespacio vectorial de R™, es decir un espacio de vectores numéricos. Esto es lo que
se define como “espacio tangente a M en p” en el Célculo y en la Geometria de Curvas y
Superficies. Por ejemplo, sea S C R3 una superficie, sea (U, @) = (U, (u, U)) una carta de Sy
sea ®(u,v) = ¢ (u,v) la correspondiente parametrizacion del trozo U C S. Fijado un punto
p = ®(up,v9) € U, el isomorfismo (di), efectiia las siguientes “traducciones” entre funcionales
y vectores numéricos:

0

5 > c1 Dy (ug, vo) + c2 Py (ug, vo) .

C1 ’ + c2
p

ov ‘ »
Sin embargo, es importante entender la diferencia entre unos y otros. Un ser inteligente bidi-
mensional que viva dentro de S sélo sabe de las coordenadas ¢ = (u,v) y entiende los vectores
tangentes como expresiones c; u , + c2 % p. Un ser inteligente tridimensional, que mire a
la superficie S desde fuera de la misma puede utilizar el modelo afin para las velocidades de

caminos en S (porque también son caminos en R?) y entonces “ve” el plano tangente a S en p
como el plano de vectores numéricos (di),(1,S) = { c1Py(uo,v0) + c2Py(up, vo) : c1,c0 € R}

Proposicién 44. Sea f: M — Q suave y q € f(M) tal que para todo p € N = f~1({q}) la
diferencial (df), es suprayectiva, con lo cual N es una subvariedad de M. Entonces se tiene
(di)p(T,N) = ker(df), para todo p € N.
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Demostracion. Como ya hemos visto en la demostraciéon de la proposicién 39, existe un abierto
U de M talque N CU y f|y esunasubmersiéon. Dado p € N, podemos elegir coordenadas u;
en un entornoW C U de p y coordenadas v; en torno a f(p) de manera que la correspondiente
representacién numérica de f|y sea una proyeccién

(Uly ooy Uy Ung 1y ey U) > (UL, ooy Up)

Es entonces fécil ver que:

0 0
di),(T,N) = ceey =— = ker(df), -
( Z)p( p ) <aun+1 , ’ ) aUk p> er( f)p
O
Ejemplo. La funcién f : R®™ — R dada por f(z1,...,7,) = 22 + - + 22 tiene diferencial

suprayectiva (de rango 1) en todo punto de R™ excepto el 0. Por lo tanto S"~1 = f~1({1}) es
una subvariedad de R", porque 0 ¢ S"~!. Dado p € S"!, el siguiente espacio

ker(df), = {veR": 0=Vf(p)-v=2p-v} = {p}*,

es un hiperplano de vectores numeéricos y es lo que en Célculo y en Geometria de Curvas y
Superficies se llama “espacio tangente a la esfera en p”. En realidad es (di),(T,S™!), resultado
de tomar los vectores de T,S"~! y “traducirlos” a vectores numéricos de R™ mediante (di),.
También podemos verlo como el resultado de mirar a TpS’“1 desde afuera de la esfera.

2.8 Imagenes de inmersiones

Un ejemplo de inmersién es cualquier camino «(t) : intervalo — M con velocidad nunca nula.
En el caso de M = R", esos caminos han recibido el nombre de regulares en el Célculo y en
la Geometria de Curvas y Superficies. Es bien sabido que pueden “cruzarse consigo mismos”,
como le ocurre por ejemplo a a(t) = (> — 1, 3> —t), cuya imagen no es una subvariedad

Ademds, aunque la restriccion a(t)|¢>—1 es inyectiva, tampoco «((—1,00)) es una subvariedad

En cambio, el camino S(t) : R — R? dado por (t) = (cost,sent), que no es inyectivo, tiene
por imagen la circunferencia unidad que si es una subvariedad de R2.

Los caminos “con cruces” nos ensenan que una inmersién debe cumplir cierta condicion no local
para que su imagen sea una subvariedad. Los ejemplos «(t)|;~—1 y B(t) nos dicen que dicha
condicién no es la inyectividad sino otra.

Definicion 45. Una aplicacion entre espacios topolégicos f: X — Y es abierta a la imagen
st para cada abierto U C X el conjunto f(U) es un abierto relativo de la imagen f(X), es
decir que se tiene f(U) = f(X)NV para algin abierto V de Y.

Teorema 46. Sea f : M; — My una inmersion, inyectiva o no. La imagen f(Mp) es una
subvariedad de Mo si y solo si f es abierta a la imagen.
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Idea de la demostracion. No es dificil demostrarlo en el caso M; = intervalo y My = R2.
Pasarlo al caso general sélo es cuestién de aumentar las dimensiones. O

Corolario 47. Sean X CY C M, con M wariedad y X,Y subvariedades de M. Entonces
X es una subvariedad de Y .

Demostracion. La proposicién 42 nos permite afirmar que la inclusion j : X — Y es una
inmersién. Sabemos que la inclusién ¢ : X < M es una inmersién abierta a la imagen: dado
un abierto U C X, existe un abierto V' de M tal que U = i(U) = X N V. Entonces, como
U CY, tenemos

j(U)=U=UNnY = (XNV)NY = Xn(YNV) = XnW,

donde W =Y NV es un abierto de Y. Esto prueba que j es abierta a la imagen y por lo tanto
j(X) =X es una subvariedad de Y. O

Corolario 48. Si f : My — Ms es una inmersion y su imagen f(My) es una subvariedad
de My, entonces f define un difeomorfismo local de My a f(My).
Si ademds f es inyectiva, entonces define un difeomorfismo de My a f(My).

Demostracion. Por la proposicién 42 sabemos que f define una inmersion de « : My — f(M).
Por el teorema 46 sabemos que « es abierta a la imagen. Por el teorema 41 podemos tomar un
abierto U C M tal que f(U) es un abierto de f(M;) difeomorfo a U. Entonces:

dimM; = dimU = dim f(U) = dim f(M;) .

Al ser « una inmersién entre variedades de igual dimensién, es un difeomorfismo local.
Si ademds f es inyectiva, entonces « : M — f(M;) es un difeomorfismo local biyectivo, o sea
un difeomorfismo. O

Algunos nombres. Debido al corolario 48, algunas personas llaman difeomorfismo a la
imagen a una inmersién inyectiva cuya imagen es una subvariedad. Otros nombre que también
se les da a tales inmersiones es “incrustaciones” (embeddings en inglés).

Algunas personas llaman “subvariedad inmersa de My” (“immersed submanifold” en inglés) a
un par (Mi, f) formado por una variedad M; y una inmersién inyectiva f : My — Ms. El
ejemplo a((—l, oo)), antes mencionado, muestra que estos objetos pueden no ser subvariedades
y, ante la confusién que esto puede ocasionar, aqui evitaremos utilizar tal nombre.

Hay, empero, una condicion suficiente, que por supuesto es no local, para que la imagen de una
inmersién inyectiva sea una subvariedad.

Proposiciéon 49. Si f: M, — Ms es una inmersion inyectiva y la variedad M7 es compacta,
entonces la imagen f(Mi) es una subvariedad de My. Ademds f(My) es difeomorfa a My por
la biyeccion inducida My — f(My).

Demostracion. Sea U C M; un abierto cualquiera. El complemento Mj \ U es un cerrado
en el espacio compacto Mj, luego es compacto. Entonces f(M; \ U), imagen continua de un
compacto, es un subconjunto compacto de My. Como Ms es Hausdorff, cualquier subconjunto
compacto suyo es cerrado; en particular f(M; \ U) es un cerrado de Mo.

Por otra parte, al ser f inyectiva se tiene f(M; \U) = f(M;y)\ f(U). Luego f(U) es un
abierto relativo de f(Mj). Como U era un abierto cualquiera de M, queda demostrado que
f es abierta a la imagen y s6lo tenemos que aplicar el teorema 46 y el corolario 48. O
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2.9 Sobre la notacion de las derivadas parciales

El propédsito de este apartado es mostrar, con un ejemplo, un cierto peligro y cémo evitarlo.
Sea M variedad de dimensién 3 y sea (U,¢) = (U, (u1,u2,u3)) una carta conteniendo un
punto p. Formamos una nueva carta (U , (v1, V9, 113)) definiendo:

_ _ 2
v = U o, V2 = uptu2 , U3 = uj —Oduz+us,

cambio que se deshace asi:

U = v , U = Vg —U] , U3£Ug*’0%*501+502.
Calculamos:
0 ou 0 ou 0 ou 0 0 0 0
sl = (5or) g *(502) ol *(5ee) 3| = ], ), g
1p 1/, dui], 1/, Ouz|, 1/, Ousl, 1p 21p 31p
. Caa 0 0 __
Observamos que las funciones u; y w1 son idénticas, pero — ——| son muy distintos.
aul p 81}1 P

El peligro es que hubiésemos denotado la segunda carta “( U, (u1,v2,v3) )”, porque entonces

) . . 9 . . )
estariamos intentando jdenotar con una sola formula ——| dos objetos diferentes entre si!
Uy
P

Cuando se cambian de coordenadas deben cambiarse todas las letras porque,

no estda determinado
p

al contrario que la diferencial (du;)p, el vector

0
8’LLZ'

sélo por la funcién coordenada w; .

Esta es una limitacion que tiene la notacién de las derivadas parciales. Para entender el
fenémeno, veamos de manera mas concreta como depende el vector X, = —| de las tres
Cal
P
funciones coordenadas. Es el inico vector tangente a M en p que cumple las condiciones:

Xpup =1 , Xpupg =0 , Xyuz = 0.

Sea a = (ul(p),uz(p),U3(p)) = (ai1,a2,a3). De las tres condiciones que definen X, las dos
ultimas dicen que es tangente a las superficies Sy = {uz = a2} y S3 = {us = as}, luego
tangente a I' = {ug = ag, ug = ag} = SN S35 que es una curva pasando por p. De este modo la
direccién del vector X, es la recta (X,) = T,I" y depende solamente de las funciones ug, us.

u

Dentro de la recta T,I', la primera condicién X,u; = 1 se limita a decir en cudl de los dos
sentidos apunta X, y cudn largo o corto es. Vemos, asi, lo importantes que son wuz,u3 en la
determinacion de X,,.

0 .
Lo que D significa es “el vector que da derivada igual a 1 con la primera coordenada y
Uy
derivada nula con las demds funciones coordenadas”.
En general, ——| significa “el vector que da derivada igual a 1 con la i-ésima coordenada
i
P

y da derivada nula con las demds coordenadas”. La direccién de este vector la deteminan las
coordenadas Uy, ..., Ui—1,Uitl,- - -, Un.

23



